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Eduardo Espinoza Ramos, catedrático en la especialidad de matemática pura, me 
hace el honor de pedirme la presentación de su obra Análisis Matemático I para Estudiantes de 
Ciencia e Ingenieria. 

E1 objeto principal de la presente obra Análisis Matemático I, es precisamente 
llenar el vacío que existe para su fácil y mejor aprendizaje, desarrollando y analizando los 
conceptos básicos necesarios y su aplicación hacia las especialidades de Ingeniería, de tal manera 
que permita a los estudiantes disponer de una herramienta de trabajo práctico y comprensible. 

E1 método didáctico empleado en todo el libro consta de cinco capítulos: Sistema 
de Números Rcales; Relacioncs y Funciones; Límites y Continuidad; Derivadas y sus 
Aplicaciones y Diferenciales. 

Para orientación del estudiante, el trabajo llevado a cabo por el autor, en esta 
obra, es dijzno de elogio. Su lenguaje sencillo y desarrollo al alcance dei estudiante, producto de 
sus años de experiencia como docente Universitario le permiten tratar rigurosamente estos, desde 
el punto de vista científico en forma didáctica y amena. 

Los ejcrcicios y/o problemas cuidadosamente seleccionados complementan los 
propósitos y métodos empleados en la teoría. 

Finalmente, expreso mi felicitación al autor de la obra EDUARDO ESPINOZA 
RAMOS, quien ya se suma a la legión de autores nacionales que tienen más conocimiento de 
nuestra realidad Universitaria. 


ING. EDUARDO BULNES SAMAME 

JEFE DE DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE LA LNIVERSIDAD RICARDO PALMA. 
EX-SECRETARIO ACADE\UCO DE LA FACÜI.TAD DE INGENIERIA 







PROL0GO 


En la presente obra Intitulada “Análisis Matemático I para Estudiantes de 
Ciencia e Ingeniería'’ cn su 3ra. Edición, hemos aprovechado de los numerosos y valiosos 
comentarios y sugerencias de mis colegas que elaboran en las diversas universidades de la capital, 
motivo por el cual se ha ampliado la demostración de propiedades así como los conceptos básicos 
leóricos e incluyendo propiedades y teorema de acuerdo a las exigencias de la nueva curricula. A1 
igual que su 2da edición se expone en forma teórica y práctica, los conceptos de sistemas de 
números reales. relaciones y funciones, límites y continuidad, derivadas y sus aplicaciones, así 
como la regla de L’Hospital, las funciones hiperbóiicas y la diferencial con sus aplicaciones, así 
mismo se ha incluido algiuios teorema en cuanto corresponde a las aplicaciones de las derivadas 
antes de los Teoremas de Rolle y del Valor Medio, también se han incluido mas ejercicios 
desarrollados y propuestos en las practicas y exámenes de las diversas universidades de la capital 
proporcionados por mis colegas y en especiales de los coordinadores de área académica. 

La parte teórica se desarrolla de manera metódica y con especial cuidado, 
tratando de no perder el rigor matemático pero tratando de no caer en el excesivo formulismo que 
confundc al lector. 

La lectura provechosa del presente trabajo requiere del conocimiento previo del 
álgebra elemental, geometria plana y trigonometría. 

La presente obra es recomendable para estudiante de ciencias matemáticas, 
ílsica, ingenicría, econoinía y para toda persona interesada en fundamentar sólidamente sus 
conocimicntos matemáticos del análisis real. 

Por último dcsco agradecer y expresar mi aprccio a las siguientes personas por 
sus valiosos comentarios y sugercncias. 





DOCTOR PEDRO CONTRERAS CHAMORRO 

Ex-Director de la Escuela Profesional de Matemática Pura de la Universidad Nacional 
Mayor de San Marcos. 

Catedrático Principal en Pos-Grado de la Facultad de Matemática Pura de la UNMSM 
Miembro Fundador de la Academia Nacional de Ciencia y tecnología del Perú. 

Catedrático de la Universidad Particular Ricardo Palma. 

DOCTOR EUGENÍO CABANILLAS LAPA 

Doctor en matemática Pura, Universidad Federal de Río de Janeiro- Brasil. 

Director de Pos-Grado en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos. 

Catedrático de la Universidad Nacional del Callao. 

LIC. ANTONIO CALDERON LEANDRO 

Ex-Jefe de Departamento Académico de la Facultad de Ing. Pesquera y Alimentos de la 
Universidad Nacional del Callao. 

Jefe de Departamento Académico de la Facultad de Ciencias Naturales y Matemática de la 
Universidad Nacional del Callao. 

Coordinador del Area de Matemática en la Facultad de Ingeniería de la Universidad Ricardo 
Palma. 

LIC. SERGIO LEYVA HARO 

Ex Jefe del Centro de Computo de la Facultad de Ingenieria Química de la Universidad 
Nacional del Callao. 

Catedrático en la Facultad de Ingeniería Ambiental y de Recursos Naturales de la 
Universidad Nacional del Callao. 

LIC. JUAN BERNUI BARROS 

Dircctor del Instituto de Investigación de la Facultad de Ciencias Naturalcs y Matemática de 
la Universidad Nacional del Callao. 

Catedrático de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos. 

LIC. PALERMO SOTO SOTO 

Catedrático de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos. 

Catedrático de la Universidad Particular Ricardo Palma. 

Mg. JOSE QUIKE BRONCANO 

Catedrático de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos. 

Coordinador del área de matemática en la Facultad de Ciencias Matemáticas Puras. 

Lic. GUILLERMO MAS AZAHUANCHE 
Catedrático de la Universidad Nacional del Callao 
Catedrático de la Universidad Nacional de Ingeniería. 

Catedrático de la Universidad Ricardo Palma. 
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1. SISTEMA DE PíÚMEEOS REALES.- 


I|;||11Í1ÍÍ1111I11Í 

E1 sistema de ios números reales de los cuales ahora disponemos, es el resultado de 
una enorme cantidad de reílexión por parte del hombre. 

Los enteros positivos, es decir: 1,2,3,..., pueden encontrarse desde el comienzo de nuestra 
civilización. Los enteros tan grandes como 100,000 se usaban en Egipto en fechas tan 
tempranas como es 300 A.C. 

Los antiguos Egipcios y Babilonios desarrollaron una aritmética con los enteros positivos 
con los cuales podían efectuarse las operaciones de adición y multiplicación, aunque la 
división no se desarrolló por completo. 

Estos antiguos pueblos usaron ciertas fracciones, tenemos pues, que los números 
racionales aparecieron también en una temprana etapa de nuestra civilización (un número 
racional es cociente de dos enteros). 

Los Babilonios íueron los que más éxito tuvieron en el desarrollo del aritmética y el 
álgebra por que tenían una notación para los números muy superior a la de los Egipcios. 
Esta notación en principio, análoga a nuestro sistema decimal, excepto por el hecho de 
que su base es 60 en lugar de 10. Una buena notación es el pre-requisito para el desarrollo 
de los matemáticos. 

Nuestro sistema decimal con los números llamados arábigos fue inventado por los 
Hindúes e introducido en Europa occidental en el siglo XII a través de las traducciones de 
textos Arabes. Sin embargo, la aceptación generalizada de esta notación demoró mucho 
en llegar. 
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La espera fue aun mayor para la aceptación de los números negativos, incluso hasta 
finales del siglo XVI se descartaban las raíces negativas de las ecuaciones. 

La aritmética y el álgebra se desarrollaron bajo él estimulo de problemas prácticos en 
contradicción de la'geometría que desarrollaron los griegos solamente para su satisfacción 
intelectual y en un modelo del sistema lógico. 

Sin embargo, con el desarrollo del cálculo, los números reales especialmente los números 
irracionales tales como V2, n, \[5 , tuvieron que sustentarse sobre una firme 
fundamentación lógica, esto se logro en la ultima parte del siglo XIX. 

Disponemos ahora de un sistema de axiomas que describen completamente los números 
reales partiendo de estos axiomas podemos derivar todas las propiedades de los números 
reales. 

Esto es el metodo usado en la geometría Euclidiana, se acepta un cierto número de 
proposiciones, a las que se llama axiomas o postulados o hipótesis y basándose en esas 
axiomas se prueban todos los teoremas de la geometría. 

Llamaremos sistema de los números reales a un conjunto R, provisto de dos operaciones 
adición (+) y multiplicación (.) (leyes de composición intema) y una relación de orden 
denotado por u <”, es decir: 

1° LEY DE COMPOSICIÓN INTERNA: 

+: RxR - > R 

(a,b)- > +(a,b) = a + b 

Además debe cumplirse los axiomas siguientes: 

A^ Cerradura: V a, beR => a + beR 

A¡ Conmutatividad: a + b = b + a, V a,b g R 

A 2 Asociatividad: (a + b) + c = a + (b + c), V a,b,c e R 
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Identidad aditiva: VaeR, 3 0eR/a + 0 = 0 + a = a 

A 4 Opuesto Aditivo: VaeR, 3 - a g R, yesúnico, tal que: a + (-a) = (-a) + a = 0 

2° LEY DE COMPOSICIÓN INTERNA: • : Rx R-^-> R 

Además debe cumplirse los axiomas siguientes: 

M () Cerradura: V a, b e R => a.b e R 

M x Conmutativa: a.b = b.a, V a,b e R 

M 2 Asociativa: (a.b).c = a.(b.c), V a,b,c e R 

M¡ Identidad Multiplicativa: V a e R, 3 1 * 0, 1 e R, tal que: l.a = a 

M 4 Inverso Multiplicativo: V a ^ 0, 3 a~ l e R, tal que: a.a~ [ =a~ l .a = 1 

3° RELACIÓN DE ORDEN: 

O x V a,b e R una y solamente una de las relaciones se cumple a<b, a = b, b<a (ley de 
tricotomía). 

0 2 Sí a < b y b < c entonces a < c (transitiva). 

0 2 Si a < b => a + c < b+ c, V a,b,c e R. 

0 4 Sí a < b, c > 0 entonces a.c < b.c 

OBSERVACIÓN: 

i) A los números a_ y b los llamaremos sumando, y al número a + b suma de a y b. 

ii) En a.b; a los números a y b los llamaremos factores y al número a.b producto de a y 
b. 


iii) E1 opuesto es único, así mismo cuando existe el inverso es único. 




4 


Eduardo Espinoza Ramos 


Si a y b jDertenecen a un conjunto B y si a = b, entonces en toda relación se puede 
sustituir al elemento a por el elemento b sin que altere el significado de la relación. 

1.4 AXIOSÜAS &ISYR1BUTIV AS.~ 


a) a.(b + c) = a.b + a.c, V a, b, c e R distributiva a izquierda 

b) (a + b).c = a.c + b.c, Va,b,ceR distrilxitiva a derecha 



Sí a = b entonces a + c = b + c, para todo a, b, c € R 


Demostración 


1° a = b. por hipótesis. 

2° a + c = a + c, propiedad reflexiva. 
3° a + c = b+c, 1°,2° y axioma 1.3 



Sí a = b entonces a.c = b.c, para todo a, b, c g R 


Demostración 


1° a = b por hipótesis. 

2° a.c = a.c, propiedad reflexiva. 
3° a.c = b.c, 1°,2° y axioma 1.3 



Sean a,b,c gR; Sía + c = b + c entomces a = b 


Demostración 

1° a + c = b + c. por hipótesis. 

2° a + c + (-c) = b + c + C-c)r 1° y teorema 1.4r 
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3° a + (c +(-c)) = b + (c + (-c)), 2° y A 2 
4° a + 0 = b + Ü, 3° axioma A 4 
5° a = b. 4°, axioma A 2 



Sean a.b.c e R; Si a.c = b.c y c * 0, entonces a = b 



1 ° 

2 ° 

3° 


a.c = b.c. 
c * 0, 


Dcmostración 

... por hipótesis. 
... por hipótesis 


3 


— e R/(a.c).— =(b.c). —, 
c c c 


... 2°, 1° y axioma M 4 


4° a.(c.-) = b.(c.~), 

c c 

5° a.l = b.l, 

6° a = b. 


...3° y axioma M 2 

...4° y axioma M 4 
...5° y axioma M^ 



DEFINICION.- Para cualquier números reales a,b e R, definiremos a la sustracción 
de números reales por: 




DEFINICION,- Para cualquier números reales a,b g R, dondc b ^ 0, definiremos al 
cociente de números reales por: 
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© Para cada número real aeR, demostrar que a + a = 2a 

Demostración 


1° 

a = a.l 

... Por M 3 

2° 

a + a = a.l + a.l 

... 1° y axioma 1.4 

3° 

a + a = a.(l+l) 

... 2° y axioma 1 í^.a 

4° 

a + a = a.2 ... 3° y por M 3 

5° 

a + a = 2a ... 4° y por M 3 

Para cada número real a € 

R, demostrar que a.O = 0 



Demostración 

i° 

a.O = a.O + 0 

... Por A 3 

2° 

a.O = a.O + (a + (-a)) 

... 1° y por A 4 

3° 

a.O = (a.O + a) + (-a) 

... 2° y por A 2 

4° 

a.O = (a.O + a.l) + (-a) ... 3° y por A/ 3 

5° 

a.O = a(0 + 1) + (-a) 

... 4° y por axioma 1.3.a 

6° 

a.O = a.l + (-a) 

... 5° y por A 3 

7° 

a.O = a + (-a) 

... 6° y por M 3 

8° 

a.O = 0 

... 7° y por A 4 


Para cada número real a e R, demostrar que: -a = (-l).a 

Demostración 


Basta demostrar que a + (-1 )a = 0, porque (-l).a, y-a son inversos aditivos de a por A 4 
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Luego a +(-l)a = l.a + (-l)a, 
a + (-1 )a = (1 +(-l))a, 
a + (-l)a = O.a, 
a + (-l)a = 0, 


... poraxiomal.3 
... por axioma vfy.b. 
... por A 4 
... por ejercicio 2. 

-a = (-l)a 


Para cada número real a € R. demostrar que -(-a) = a 

Demostración 


1 ° 

2 ° 

3° 

4° 

Para 


a + (-a) = 0 ... por A 4 

(-a) + (-(-a)) = 0 ... por A 4 

(-a) + (-(-a)) = a + (-a) ... 1°,2° 


-(-a) = a ... 3° y por teorema 1.6 

cada número real a.b e R, demostrar que (-a).(-b) = a.b 

Demostración 


1° (-a).(-b) = t(-l)a][(-l)b] 

2° (-a).(-b) = (- l)[a((-l )b)] 

3° (-a).(-b) = (-1)[(-1 )a].b 

4° (-a).(-b) = (-1 )[(-a)].b 

5° (-a).(-b) = [(-1 )(-a)].b 

6° (-a).(-b)=a.b 


... por el ejercicio 3 
... 1° y M 2 
... 2° y M x ,M 2 
... 3° y ejercicio3 
... 4° y M 2 
... 5° y ejercicio4 


V a.b e R, demostrar que a.(-b) = -(a.b) 

Demostración 


1° a.(-b) = a.((-l).b) 


... porejercicio3 
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2° 

a.(-b) = (a.(-l)).b 

... 1° y por M 2 

3° 

a.(-b) = ((-1 )a).b 

... 2° y por M x 

4° 

a.(-b) = (-l)(a.b) 

... 3° y por M 2 

5° 

a.(-b) = -(a.b) 

... 4° y ejercicio3 

6° 

-(a-b) = (-1 )(a.b) 

... Por el ejercicio 3 

7° 

-(ab) = ((-l)a).b 

... 6° y por M 2 

8° 

-(ab) = (-a).b 

... 7° y ejercicio3. 

9° 

a(-b) = -(ab) = (-a).b 

o 

oc 

>> 

o 

V a,b e R, demostrar que a.(b - 

c) = a.b-a.c 



Demostración 

i° 

a.(b - c) = a.(b + (-c)) 

... definición de sustracción 

2° 

a.(b - c) = a.b + a.(-c) 

... 1° y axioma 1.3.a 

3° 

a.(b - c) = a.b + (-(a.c)) 

... 2° ejercicioó 

4° 

a.(b-c) = a.b-a.c 

... 3° definición de sustracción 


Para a e R, demostrar sí a * 0, entonces a x = -- 

a 

Demostración 


1° a'=(a l ). 1 
2° a 1 =l.(cr ‘) 





... por 
... 1° y W, 

... 2° definición de división 
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© 


V a,b e R, a.b* 0, demostrar que (a.b) 1 =a 1 .b 1 


Demostración 


1° (a.b). -= 1 

(ab) 


por M a 


2° (a.b).(ab)'= 1 


1° y definición de división 


3° (a.b).(a x .b x ) = (a).(ay l .(b).(b~ x ) 


por M 2 


i , -i, . 1 ... 1 . 


4° (a.b).(a l .h ') = (a.-).(b.~ 

a b 


3°, M 2 y definición de división. 


5° (ab).(a 1 .b ‘) = (1)(1) = 1 


6° (aJ)).(a l J) ‘) = 1 


4° y M a 
de 5° 


7° (a.b).(a.b) 1 =(a.b)(a~ l .b ') 


8° (a.b) A =a~ l .b~ l 


... de 2° y 6° 

... 7° y teorema 1.7 


V a,b,c,d e R, b * 0, d * 0, demostrar que: — + — = ------- 

b d b.d 

Demostración 


1° — + —- = a.b 1 + c.d ” 1 

b d 


por definición de división 


2° y + i- = (U.// 1 ).(</.+ (Ci/ ).(b .|) 
b d d b 


1° y por M a 


3° - + - = (a.b 1 ).(d.d~ y ) + (cxt~ x ).(b.b~') 

b d 


... 2° y definición por división. 
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4° -+- = (a.d).(b \d A ) + (b.c).(b x .d A ) ... 3°, M, 

b d 

5° —+ — = (a.d).(b.d) 1 +(b.c).(b.d) 1 ... 4° y ejercicio9 

b d 


6° — + — = (a.d + bx).(bd) 1 

b d 


... dc 5° y axioina 1.3.b. 


¿y c _ a.d + bjc 
~b^~d ~ bd 


... 6° y definición de división 



Entre los números reales y los puntos de una recta existe una correspondencia, es decir: 

Si sobre una recta se fíja su origen “O”, una unidad, y un sentido positivo, entonces, a 
cada punto de una recta le corresponde un número real y recíprocamente, a cada número 
real le corresponde un único punto de la recta, al número real correspondiente a un punto 
de la recta se le llama abscisa del punto. 


NOTACION PARA LOS CONJUNTOS DE NÚMEROS,- 
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CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES 


R 


0 

racionales 


z o = 


N 0 = {0,1,2,..., w,...} 


entero positivo 


Z enteros negativos 


Decimales periódicos = 0 .abc = 

999 


^ f —r abcde-ab 
Decimales periodico mixto = 0.abcde = - 


99900 


Decimales exactos = 0.0 = 


abc 

loóo 


Q = {-/a,bzZ,b*0\ 
b 


I f propios: V2. ^3.... 

Irracionalesl trascendentes = {e, tü,...} 


L13 PESiGBALDAI>.£S.~n 


La correspondencia entre los números reales y los puntos de una recta pueden usarse para 
dar una interpretación geométrica de la relación de orden entre los números reales. 

La relación a < b significa que sobre una recta numérica el punto A corresponde al 
número “a”, que se encuentra a la izquierda del punto B correspondiente al número “b”. 

A B 

- 1 - 1 -► 

a b 

E1 símbolo < se iee fc ‘Es menor que”. También usaremos los símbolos siguientes: 


>, que se lee mayor que”. ;i|¡| 
<. qtte selec “Es menor o igual que".. 
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1.13. a DEFINICIÓN.- 

i) Un número real “a” es positivo sí, a > 0. 

ii) Un número real “a” es negativo sí, a < 0. 

1.13. b DEFINICIÓN.- 

Llamaremos desigualdad a una expresión que indica que un número es mayor ó menor 
que otro. Por ejemplo: 5 < 9. 


ím akioma m la mbAwowm oftpm - 


V a,b,c € R., se tiene: 

Oj Orden de tricotomía: una y sólo una de las siguientes posibilidades se cumple: 
a = b v a<b v a>b 

0 2 Orden transitivo: sía<b a b<c a < c 
Ordende adición: sía<b a + c<b + c 
0 4 Orden Multiplicativo: sí a < b y c > 0 => a.c < b.c 
En base a estos axiomas daremos las siguientes definiciones: 


llllliiiiiiiili: 


i) a<b»b-aes positivo. 


H) a>b o a-b espositivo. 


üi) a<b o a = bva<b 


iv) a>b <=> a>b v a = b 




V a,b,c,d eR; Sí a<c Ab<d <=> a + b<c + d 


Demostración 


1° a < c 


por hipótcsis 


2° a + b < b + c 


I°y 0 ,. 
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3° b < d 

por hipótesis 

4° b + c<c+d 

3°y Ot, 

5° a + b < c + d 

2°, 4° y 0 2 

J|¡ rmmMA.- 



Para a,b e R, si a < b => -a > -b 



Demostración 

1° a < b 

por hipótesis 

2° b —a> 0 

1° y defmición l.l§i. 

3° (b-a) + (-b)>0 + (-b) 

2°y 0 3 


4° -a + (b + (-b)) > -b 3°, A 2 y A 3 


5° -a + 0 > -b 

4° y 4, 

6° -a > -b 

5° y A 3 

1.18 TIORIMA.- 



Sí a,b,C€ R, donde a < b a c < 0 => a.c > b.c 



Demostración 

1° a < b 

por hipótesis 

2° c < 0 

por hipótesis 

3° 0-0 0 

2° ydefinición 1.14.i) 

4° - a.c < -b.c 

5° a.Ob.c 

1°, 3° y 0 4 y ejercicio 6 

4° y teorema l.hjr 


5° a.Ob.c 
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lill 

A Ííl 



Para 

aeR, a * 0 

=> £7 2 > 0 


i° 

a* 0 



2° 

a> 0 v a< 0 


3° 

si a > 0 => 

a.a > O.a 


4° 

O 

A 

rt 

& 



5° 

sí a < 0 => ■ 

-a> 0 


6° 

(-a)í-a) > 0. (-a) 


7° 

O 

A 

r-j 


BMl 




Para 

a eR,a^0 entonces a 


i) 

Sí a > 0 => 

O 

A 

7 


i) 

1° a > 0 



2° a~' < 0 

3° a.a~' <0 

4° 1 <0 


5° a'^0, 

6° Sí a > 0 => a~ l > 0 


Demostración 

por hipótesis 

i°y o x 

2°y 0 A 

3° y ejercicio 2 
2° ydefinición 1.15i 
5° y 0 A 

6°, ejercicio 2 y 5 

tiene el mismo signo que 4i a” es decir: 

ii) Sí a<0 => a~ l <0 

Demostración 

por hipótesis 

hipótesis auxiliar 
1°,2° yteoremal.18 
3° y M A es absurdo 

por 2° y 4° 

1° y 5° 


i¡) Su demostración es en forma similar. 
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Para a,b e R, donde a y b tienen el mismo signo, sí a < b => a 1 > b 1 

Demostración 

Como a y b tienen el mismo signo entonces se tiene dos casos: 


a > C 

) a b > 0 

ii) a < 0 

1° 

a < b 

por hipótesis 

2° 

a > 0 a b > 0 

por hipólesis 

3° 

o 

A 

i 

< 

o 

A 

T 

2°, teorema 1.20 

4° 

a.a [ < b.a 1 

3°y 1°; 0 4 

5° 

( a.a~ [ )b~ l <(b.a~ [ )b~ [ 

3° y 4°: 0 4 

6° 

(a.a~ [ )b~ l <(b.b~ [ )a~ l 

5°y m 2 

7° 

T 

V 

T 

6°y M 4 

8° 

b~ l <a~ x 

7°y M, 

9° 

sí a < b => a~ l > b~ l 

o 

oo 

o 


i¡) Su demostración es en forma similar. 

0 Si a > b > 0, Demostrar que: a 2 >b 2 , donde a,b e R. 

Demostración 

Por hipótesis se tiene a>b>0 => a>0 a b>0 
Como a>b=> a + b>2b>0 => a + b>0 


... (a) 


a >b => a-b> 0 


(P) 
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de(a) y (P) setiene: (a + b)(a-b) > 0.(a-b) 

dedonde a 2 -b 1 >0 => a 2 >b 2 Si a>b>0 => a 2 >b 2 

Sia,b>0 y a 2 >b 2 =>a>b 


Por hipótesis se tiene 
como a > 0 a b > 0 


Demostración 

a 2 > b 2 => a 2 -b 2 > 0 dedonde (a + b)(a — b) > 0 ... (a) 

=> a + b > 0, de donde —-— > 0 ... (P) 

a + b 


de (a) y (P) se tiene 


(a + b)(a-b) ; Q 
a + b 


dedonde a-b>0 entonces a>b. 




Sib>a>0 yc>0. Demostrar: —> — 

b+c b 

Demostración 

Como b>a>0 => a.b>0 

b > a y c > 0 => b.c > a.c 

en (2) sumando a.b > 0 en ambos lados. a.b + b.c > a.b + a.c 

b.(a + c)> a.(b +c) , de donde: - - + ~ - > — 

b+c b 

„. , . . a c _ a + c c 

Si a,b,c,d >0 y — > — Demostrar -> — 

b d b+d d 

Demostración 


...d) 

...( 2 ) 


a c 

Como — > — , dondeb,d>0 z=> a.d >b.c ...(1) 

b d 

Además c > 0, d > 0 entonces c.d > 0 

Sumando c.d > 0, a ambos miembros en (1): a.d + c.d > b.c + c.d 
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© 


d.(a + c) > c.(b + d), dedonde: a + c > — 

b + d d 

Para a,b,c números reales. Demostrar que a 2 +b 2 + c 2 >a.b + ax: + bjc 

Demostración 


V a % b € R , (a-by > 0 

V ax g R , ( a-c) 2 > 0 

V bx e /?, (b — c) 2 >0 


a 2 +b 2 -2a.b > 0 
a 2 +c 2 -2ar >0 
b 2 +c 2 -2bx > 0 


2(a 2 +b 2 +c 2 )-2(a.b + a.c + b.c) > 0 


dedonde a 2 +b 2 +c 2 >a.b + a.c + br 


Va,be R+ , demostrar que OLllL > 

2 


Solución 

Como a,b e R + => [a -Jb e R 

Sí 4a-4b € R => ([¿-[b) 2 >0, dedonde a + b-2-[a4b > 0 => a + b>2[ab 


a + b 


> [aH 


© 


© 


Demostrar que sí a < b, Entonces a < ~~~ < b 

Demostración 

Como a<b a + a < a + b => 2a<a + b 
a<b => a + b<b + b => a + b<2b 

de (1) y (2) por transitividad se tiene: 2a < a + b < 2b 


...d) 

...( 2 ) 

a + h . 

a < -< b 

2 


Demostrar que si, a 2 +b 2 = 1, c 2 +d 2 =1, entonces: 1 > a.c + b.d, para a,b,c,d e R 
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Demostración 

V a,c g R, (a-c) 2 > 0 a 2 +c 2 >2a¿ ...(1) 

Vb.d e R, (b-d) 2 >0 => b 2 +ci 2 >lb.d ...(2) 

sumando (1) y (2) se tiene: a 2 +b 2 +c 2 +d 2 >2(a+ + b.d) 

2 > 2 (a.c + b.d) 1 > a.c+b.d 

V a.b.c.d e R y n e Z + , demostrar que: a 2n +b 2n +c 2n +d 2 " >4(abcd) nl2 

Demostración 

a,b e R + ^ a" ,b" e /? + ,pero a n -b" e R, entonces: 

(a n -b n ) 2 > 0 => a 2n +b 2n > 2a n b n ...(1) 

c.d e R' => c'\d n e R + , pero c"-d" e R. entonces: 

(c n -d") 2 > 0 => c 2n +d 2n >2c n d n ...(2) 

Sumando (1) y (2) se tiene: a 2n +b 2n +c 2n +d 2n >2(a n b" +c"d") ...(3) 

(Vfl"*" — ~Jc"~d" )“ > 0 => aV+cY^A/AW ...(4) 

a 2» +b 2n +c 2n +d 2n >4Vfl”b n c n d n 

... a 2n +b 2n +c 2n +d 2n >4(abcd) nl2 

© Si a + b + c = 1, donde a,b,c > 0, Demostrar que (1 - a)(l - b)( 1 - c) > 8abc 

Demostración 


Como a,b,c>0 => 4a,-Jb,^[c> 0 entonces: 
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4b-Jc e R 

b + c> l4bc 

< *Ja -4c e R => - 

a + c> l4ac 

~Ja -4b e R 

a + b> ijab 


(b + c)(a + c)(a + b) > 8abc ... (1) 


Pero sí a + b + c = 1 


1 -a = ¿ + c 
< \-b = a + c 
1-c+c+ft 


...( 2 ) 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: (1 - a)( 1 - b)( 1 - c) > 8abc 

© Si a.b.c.d e R , Demostrar que: (ab + cd)(ac + bd) > 4abcd 

Demostración 

Como a,b,c,d e R + => ab > 0, cd > 0, ac > 0, bd > 0 
Dedonde e R, y 4ac-^[bd g R, entonces: 


l(^fab -Jcd) 2 > 0 
I (Jac -Jbd) 2 > 0 


ab + cd> l^abcd 
ac + bd> 2-Jabcd 


multiplicando se tiene: 

^2) Sean a,b,c,d g i? + tal que 


(ab + cd)(ac + bd) > 4abcd 


a c . a a+c c 

— < —, demostrar que: — <-< — 

b d b b+d d 


Demostración 


Como — <— => a.d < b.c por que b,d g R + a.d < b.c, sumando a.b, a ambos 

b d 

miembros ad + ab < bc + ab, factorizando 


a(b + d) < b(a + c), de donde 


1¡¡! 

1111 

Ii¡ 



...d) 


En ad < bc sumando cd, a ambos miembros ad + cd < bc + cd. 
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Factorizando d(a + c) < c(b + d), de donde: 


$É1 


...( 2 ) 


__ ,. a a + c a + c c 

De (1) y (2) se tiene: — <- a -< — 

b b+d b+d d 


^ , . . . , . a a + c c 

De donde por transitividad se tiene: — <-< — 

b b + d d 


Si a,b,c y d, son números reales cualesquiera. Demostrar que: a A +b 4 +c 4 +d 4 > 4abcd 

Demostración 

Como a,b,c,d e R => a 2 ,b 2 ,c 2 ,d 2 e R, además: 


a 2 -b 2 e R (a 1 -b 1 ) 2 > 0 

c 2 -d 2 e R ^ (c 2 -d 2 ) 2 > 0 


de donde al efectuar se tiene: a 4 +b 4 >la 2 b 2 

c 4 +d 4 >lc 2 d 2 
Sumando (1) y (2) miembro a miembro se tiene: 

a 4 +b 4 +c 4 +d 4 > l(a 2 b 2 +c 2 d 2 ) 

Como ab, cd e R => ab — cd e R, entonces: 
a 2 b 2 +c 2 d 2 >2abcd => l(a 2 b 2 +c 2 d 2 )> Aabcd 


...( 1 ) 

...( 2 ) 

...(3) 

(ab-cd) 2 > 0 de donde 
...(4) 


de (3) y (4) por transitividad se tiene: a A +b A +c 4 +d 4 > 4abcd 


Si a > 0, a e R, demostrar que: a + — > 2 

a 


Demostración 


Como a>0 => -Ja > 0, de donde ^fa — 


1 


e R por lo tanto 
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(4a —]=) 2 > 0 , desarrollando se tiene: a - 2 + — 

Vtf a 


o - u n + i . ^ 

Si a,b,c, e , demostrar que: —+—+ — >a 

a b c 


Demostración 


>0dedonde >2 
a 

+ b + c 


Por hipótesis se tiene que a,b,c > 0, entonces 


— >0, —>0,—>0 entonces aplicandoel ejercicio 14). 
b c c 


Se tiene: —+ — > 2 , —+ — >2 , —+ —>2 
b a c b c a 


...( 1 ) 


Ahora a (1) multiplicamos por c,a,b respectivamente. 


ac ftc - 

— + —> 2c 
b a 

ab ac ~ ~ac ^bc ~ab^^ 

c b b a c 

ab bc^~, 

— + — >2 b 
c a 


- f hc ac ab , 

2(— + — + —) > 2 (a + b + c) 
a b c 


bc ac ab 
— + — + — >a + b + c 
a b c 


© 


Si a > 0, b > 0, demostrar que: —- — <—^—+ ^ 


a+b+l b +1 a +1 

Demostración 


Como a > 0, b > 0, entonces a + 1 > 1, b + 1 > 1 luego se tiene: 

\a + 1>1 Jtf + 6 + l>Z? + l 
}Z? + 1>1 \a + b + \ >a + \ 

ahora invirtiendo cada una de las desigualdades: ---< —— y ---< —— 

a + b +1 b +1 a + b + l a +1 
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multiplicando a las desigualdades por a y b respectivamente. 


a ^ a b ^ b 

-<- y -< — 


a + b +1 b +1 a + b + l a +1 


Sumado estas dos desigualdades se tiene: < ——+—— 

a + b +1 & + 1 <3 + 1 


© Si a,b g R, b * 0, demostrar que: 


1 


a 2 +ab + b 2 3 b 2 

Demostración 


2 i 2 b “y 3 b 

Completando cuadrado en a~ +ab + b se tiene: a~ +ab + b =(a + —)~+ —— 

b b 

Como a,b € R => a + — e R, de donde (a + —) 2 > 0 
2 2 


o . 3¿2 , b, 3b 2 3b 2 

Sumando -se tiene: (a + —) + ->- 

4 2 4 4 


...( 2 ) 


Ahora de (1) y (2) se tiene. 


2 . 3 b 1 


1 ,<. 4 


a 2 +ab + b 2 > -como b^O invertimos - _ - 

4 a 2 +ab + b 2 3 b 2 


18) Si a > 0 y b < 0, Demostrar que: — 

a a 

Demostración 


Como a > 0, b < 0 => ab < 0, sumando w a” a ambos miembros se tiene: 
a + b.a < a, de donde a(b + 1) < a 


...( 1 ) 


Como a > 0 :=> > 0, ahora multiplicamos a (1) por 


Obteniéndose simplificando 


2 2 

a a 


b +1 1 

-< — 

a a 


( 1 ) 
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Si a > 0, b > 0 tal que a + b = 1, demostrar que: Q b-~ 

Demostración 

Como a > 0, b > 0 => a-beR, de donde: 

(a-b) l > 0 => a 2 -2ab + b 2 >0 sumando4ab. 
a 2 +2ab + b 2 >4ab dedonde: (a + b) 2 >4ab 


pero como a + b = 1, se tiene 1 > 4ab, por lo tanto ab< — 

4 

(20) Si a>0, b>0, 3a* 5b, demostrar que: —+—>2 

5 b 3 a 

Demostración 

Como 3a^5b => 3a-5b*0 y 3a-5beR entonces (3a-5¿>) 2 >0 
Desarrollando se tiene: 9a 2 - 30 ab + 25 b 2 >0 

Sumando 30ab, a ambos miembros: 9a 2 + 25 b 2 > 30 ab multiplicando por 

9a 2 + 25b 2 30 ab . . . 3a 5b , 

->-, dedonde: —+—>2 

15 ab 15 ab 5 b 3 a 


15 ab 




© Si a y b son números reales positivos, demostrar que: (—+—)(a + b) > 4 

a b 

(?) Si a,b,c son números reales positivos, demostrar que: (— +—+— )(a +b + c)> 9 

a b c 

Si a,b,c,d son números reales positivos, demostrar 

(— + — + —+— )(a + b + c + d) > 16 
a b c d 


que: 
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© 

© 

© 

© 

© 

® 


© 

@ 

® 

© 

® 


Si a y b dos números reales positivos tal que a > b, demostrar que: — + — > + 3 

b a a 2 


Va g R, a * 0, demostrar que: a 2 +—^- > 6 

a~ 


Si a,b,c e R \ demostrar que: (b + c)(a + c)(a + b) > 8abc 

Si a,b g R, demostrar que: a 3 b + ab 3 <a A +b A 

Si a,b,c g R, demostrar que: a 2 +b 2 +c 2 + 3> 2(a + b + c) 


Si 0 < a < 1, demostrar que a 2 < a 

d e f 

Si a,b,c son números reales positivos y . Demostrar que: 

a b c 

d d+e+f f 

— < -— < — 

a a+b+c c 

Demostrar que si a,b,c son números positivos y no iguales entre si, entonces: 
(a + b + c)(a 2 +b 2 +c 2 ) >9abc 

Si a,b,c son números positivos y no iguales entre si. Demostrar que: 

(a + b + c)(a 1 +b~ l +c~ l )>9 

Si a y b son números reales diferentes de cero. Demostrar que: 

a 2 166 2 8 a 326 

6“ a 2 b a 

Si í? 2 +6 2 =1. Demostrar que: -^¡2 <a + b<^Í2 
Sug. (x-y) 2 > 0 => 2 (x 2 +y 2 )>(x + y) 2 

Si a + b = c, a > 0, b > 0, demostrar que: a 2/3 +b 213 > c 2n 


a 6 ^ c 
- +->- 


1 + a 1 + 6 1 +c 


Si a + b>c>0, demostrarque: 
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Si a,b,c > 0, demostrar que: 3 abc < a 3 + 6 3 + c 3 

d 3 c 

Si c>0,d>0, 2d* 3c, demostrar que: — > 1- 

3 c 4 d 


Si a > 0, b > 0, a ^ b, demostrar que: > 2 


Si a,b,c € R, demostrar que: b 2 c 2 +c 2 a 2 +a 2 b 2 > abc(a + b + c) 


Sea a + b = 2, donde a y b son números reales, demostrar que: a 4 + b 4 > 2 


Si a 2 +b 2 +c 2 =1 y x 2 +y 2 +z 2 = 1, demostrar que: ax + by+cz<l 


0 . , a b 11’ 

Si a > 0, b >0, demostrar que: — + —— > — + — 

b 2 a 2 a b 


Si 0 < a < 1, demostrar que: a 2 < a 
Si a,b > 0, demostrar que: ~Jab > 

a + b 

Si a > 0, b > 0, demostrar que: ° 3 

2 2 

Si a>0, a * 1, demostrar que: a 2 +-^r> a 2 +-—- 

¿/ 3 út“ 

Si a > 0 y b > 0, demostrar que: 4(« 3 + 6 3 ) > (r/ + 6) 3 

Si a y b son números reales, demostrar que: J(a~+ c) 2 +(b + d) 2 < ^¡a 2 +b 2 + ^Jc 2 +d 2 
Si a,b,c g R' , demostrar que: (a + b + c ) 3 >21abc 

Si a,b,c y d son números reales cualesquiera. Demostrar (ab + cd) 2 <(a 2 +c 2 )(b 2 +d 2 ) 
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Si a,b e R, demostrar que: 


a 4 + b 4 > —(cr + ¿) 4 
8 


Si a > 0 y b>0, demostrarque: (cr + —) 2 +(/? + — ) 2 

¿7 b 2 a + b 

1 1 25 

Si a>0, b>0 talque a + b=l, demostrar que: (a+—) 2 +(b+—) 2 > — 

a b 2 

Si a,b,c,d € R, demostrar que: ac+bd <^](a 2 +b 2 )(c 2 +d 2 ) 

Si a,b g R tal que a + b = 1, demostrar que: a A + b 4 > ^ 


81 

Si a,b e R tal que a + b = 3, demostrar que: a 4 +b 4 > — 


Si a,b,c,d e R + , demostrar que: —(a + b + c + d) >$Jabcd 

4 

Si a } ,a 2 *.:,a n , b l9 b 2 ,..;b„ éR tal que: a 2 +a\ + ... +a 2 n -\,b 2 +b 2 +... +b 2 =1, 
demostrar que: a x b x + a 2 b 2 +...+ a n b n < 1 

Demostrar que si -1 < a < 0 entonces a z > a 
Si -a>0 y (a-b) 2 > (a + b ) 2 , entonces b >0 

Si a,be R, tal que 2a +4b = 1, Demostrar que: a 2 + b 2 > 

Sia>0, b>0 => a 2 +b 3 >a 2 b + ab 2 

^ ^ /- JCi +JC 7 + JC? +...+ x n 

Si jcj,*-> e R y si p =vx x jc 2 ..jc n y a= -=-, demostrar 

n 

que: p < a. 

o u n/ a b c . a b + a + c c 

Si a,b,c,m,n,p eR/m>0, n>0, p>0: —< —<— entonces: —<-< — 

m n p m m+n+p p 
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© 


. <j\ + a? +...+ a n 

Probar que si a x <a 2 <... < a n entonces a x < — - f -< a n 


® a 3 _¿3 

Demostrar que si 0<a<b<c entonces:-< a + b + c 


@ 

@ 

@ 

© 


'icib-a) 


Probarque: a A +b A + c A +d A >4\abcd\ para a,b,c,d e R 

Sia,b,c>0, demostrar que: 2 (a 3 + b* + c*) > bc(b + c) + ac(c + a) + ab(a + b) 

Demostrar que: a 2 b 2 +b 2 c 2 +a 2 c 2 > abc(a + b + c) V a,b,c e R 


x n 1 

V x g R y n par, demostrar que: —-< — 

* 2 "+l 2 


Demostrar que si r>0ya<b entonces a a < < b 

1 + r 


Si a y b son números positivos y distintos, demostrar que: Ar + > — + — 

b 2 a 2 a b 


© 

(54) Consideremos x, y, z, w números reales, demostrar que: 

111 1 2 

x 2 + .v 2 + z 2 + w 2 > — ( xy + x: + xw + yz + yw + zw) 


55 ) 

© 

57) 


a 2 b 2 

Si a y b son números desiguales positivos demostrar que: a + b< — + — 

b a 

Si a,b y c son números positivos distintos. Demostrar que: (a + b + c) 2 < 3 (a 2 +b 2 +c 2 ) 
Si a y b son números positivos distintos, demostrar que: (a 2 + b 3 )(a + b) > (a 2 + b 2 ) 2 


Si x,y son númerosdistintos, demostrar que: (jc 4 +y A )(x 2 +y 2 )>( jc 3 +>’ 3 ) 2 


Si x,y,z son números positivos distintos, demostrar que: 
xy(x + y) + yz(y + z) + xz(x + z) > 6xyz 
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Demostrar que: a < b < 1 


a-2 < 6-2 


a-\ b -1 

Sean a,b,c,x,y,z números positivos distintos, demostrar que: 

(a 2 +b 2 +c 2 )(x 2 +y 2 + z 2 ) >(ax + by + cz) 2 

c 3 ^3 ? 

Demostrarque: ()<d<c => — -— >¿/ 2 (c~d) 


4 ,3 

c a 


SíO<d<c => d 2 (c-d)< - <c 2 (c-d) 

4 3 


Si x > 0 , y > 0, z > 0, demostrar que: 

a) xyz=l => x + y+z>3 

b) xyz =1 a x + y+z = 3 o x = y = z = 1 

x y z x y z 

Demostrar que: x>0, y>0, z>0 =>— + — + —>3 (sug: -—— = 1 y ejercicio 64) 

y z x y z x 


Demostrar para todo a y b real 


tfab 2 +6 

V2 


2 


Si x e y e R, deinuestre que: |x| + |y| > |x + y| 

Si jc 1 ,jc 2 ,...,jc„ € tal que jcj jc 2 ..jc„ =1. Entonces jc 2 +jc 2 +...+jc„ > 1 
Si a,b g R, demostrar que: (a + b) A < 8 (a A +b A ) 

Si a > 0, probar que: X ■ .■■■+ > a +1 

V * 2 +a 

Si a,b,c e ,y si ¿7 2 +b 2 +c 2 =8 , demostrar que: a 3 +b 3 +c 3 > 



Si a>0, b >0, demostrar que: (-\ + -^-)(a 2 +b 2 )> 4 

a~ b~ 
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Demostrar que sí a,b,c nos números reales positivos entonces a + ^ + ° > Mabc 

Sí V a,be R tal que a>0 Ab>0 y a<x 2 <b => 4ñ<x<4b v -^fb <x <-^¡a 
Si x x , x 2 , x n e R, tal que jcj jc 2 ... jc „ =1 . Demostrar que x¡ +x 2 > n 


(7ó) Si aJieR^ , Demostrar que (a 2 +b 2 )(a + b) 2 >Sa 2 b 2 


S 0 . A ^ A 1 1 2 1 1 1 

Si a + b + c = 0, Demostrar que: (— + —+—) = — + — + — 

a b c a~ b~ c 2 


J 8 ) Si a,b e R~ , Demostrar que - 4 - + - 4 r> --— r 

^ a 2 b 2 (a + b ) 2 



1.24.1 DEFINICION.- Una inecuación es una desigualdad en las que hay una o más 

cantidades desconocidas (incógnita) y que sólo se verifica para 
determinados valores de la incógnita o incógnitas. 

Ejemplo.- La desigualdad: 2x + 1 > x + 5, es una inecuación por que tiene una 
incógnita “x” que se verifica para valores mayores que 4. 


1.24.2 


INTERVALOS.- Los intervalos son sub-conjuntos de los números reales que sirven 
para expresar la solución de las inecuaciones, estos intervalos sé 
representan gráficamente en la recta numérica real. 

Consideremos los siguientes tipos de intervalos: 

a) Intervalo cerrado.- a < b 


[a,b] = jxeR/a<x<b¡ 

b) Intervalo abierto.- a < b 


a b 


<a,b> = {xeR/a<x<b( 


<3fy///////////////ty t > 

a b 
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c) 


d) 


e) 


Intervalo cerrado en a y abierto en b.- 
[a,b> =|xGR/a<x<b¡ 

Intervalo abierto en a y cerrado en b.- 
<a,b] = {x e R / a < x < b[ 

Intervalo infínitos.- 


a b 


(gMMMMMÍ 

a b 


« %MHMMMMMfM 


[a,+oc> = {x g R / x > a[ 
<a,+oc> = {x g R / x > a} 


a 

a 


<-oo,b] = {x e R / x < b} 
<-oo,b> = {x g R / x < b} 
<- 00 ,+Q 0 > = {x/x G R} 


«- iHMmmHHmmH #-► 

b 

« MmmMHtMHMMO - 

b 


<-oo, a> u <a,+oo> = (x g R / x ^ a} 

Nota.- (T) 




Síx e [a,bí <s> *sxáb 


Ejemplo.- Demostrar que: sí x e[2.4] entonces 2x + 3 e [7,11] 

Solucién 

x e [2,4] => 2 < x < 4, multiplicando por 2 
4 < 2x < 8. sumando 3 


7 < 2x + 3 < 11 

Sí 7<2x + 3<ll => 2x + 3 e [7,11] 

Por lo tanto, sí x e [2,4] => 2x + 3 e [7,11] 
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(2) [ ifx-¡e<^b> 3 < x < b 


Ejemplo.- Deinostrar que: Sí 2x-6 e <-4,4> => x g <1,5> 

Solución 

2x - 6 e <-4,4> => -4 < 2x — 6 < 4, sumando 6 

2 < 2x < 10 dividiendo entre 2 


l<x<5, entonces xg<1,5> 

Por lo tanto, sí 2x-6e <-4,4> => xe<l,5> 

1,25 CONJONTO SQLPCiOM DR UNA INICUAQON^ 

Se llama conjunto solución de una inecuación a todos los números reales que la 
verifiquen, es decir, que dichos números reales dan la desigualdad en el sentido prefijado. 

í2ú msomcmn m una imcüAcmK» 

E1 resolver una inecuación consiste en hallar un conjunto solución; es decir, encontrar el 
intervalo donde están los valores que puede tomar la incógnita para que verifique la 
inecuación. 


u? iNEccAcioN • m phbi ek 

Las inecuaciones de primer grado en una incógnita, son de la forma: 




Para resolver estas inecuaciones se debe considerar a > 0, es decir, sí a > 0, entonces: 


b 

x > — 
a 

Su representación gráfica es 

— Q//////^ ► 

_ b X 

a 



b 

o x< — 
a 



X b 
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Luego la solución es dado en la forma: x e < — ,+oo > ó x e < -oo, — > 

a a 

Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones. 

0 3x —4 < x + 6 

Solución 

Las inecuaciones de primer grado en una incógnita, se resuelve, expresando la inecuación 
en la forma: 




En un sólo miembro se pone la incógnita, en el otro miembro los números, es decir: 

3x - x < 6 + 4, simplificando se tiene: x < 5, es decir: x e <-oo,5> 

mtMHHHmHHHHMQ -► La solución es: x e <-oo,5> 

5 

3(x — 4) + 4x < 7x + 2 

Solución 

Poniendo en un sólo miembro la incógnita y en el otro miembro los números: 

3x — 12 + 4x < 7x + 2 => 3x + 4x -7x < 2 + 12 simplificando 0 < 14 

esta desigualdad obtenida es cierta, entonces la solución de la inecuación dada , es el 
conjunto de todos los números reales (x e R). 

5x — 4(x + 5) < x — 24 

Solución 

En forma análoga a los ejemplos anteriores en un sólo miembro ponemos las incógnitas y 
en el otro miembro los números: 5x - 4x - x < -24 + 20 simplificando 0 < - 4 


Como la desigualdad obtenida no es correcta, entonces no hay ningún valor de x, que 
verifique que la inecuación dada. Por lo tanto la solución es el vacío (<}>). 

0 2 < 5 —3x < 11 

Solución 


Aplicando la propiedad de transitividad: a<b<c <=> a<b Ab<c 
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2 < 5 — 3x < 11 


La solución es: 


» 2 < 5 —3x a 5-3x< 11 
o 3x < 5-2 a 5-11 <3x 

<=> X < 1 A -2 < X 4 
X € <-2,1] 




-2 


> 


> 


U8 INECCIACION 1>E SMQVmQ GEADO m XMA INCOONIT^ 


Las inecuaciones de segundo grado en una incógnita son de la forma: 




donde a,b,c g R, siendo a * 0, la solución de estas inecuaciones, se obtiene mediante las 
propiedades de los números reales ó también por medio de la naturaleza de las raíces del 
trinomio ax 2 +bx + c = 0 . 


a) CARÁCTER DE LAS RAICES DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO. 


Consideremos el trinomio de segundo grado 



...( 1 ) 


al analizar el valor numérico de la ecuación (1) dando valores reales a x se presentan 
tres casos: 


1° Caso.- Si A = b 2 -4 ac > 0, entonces hay dos valores diferentes r x < r 2 que 
anulan el trinomio ax 2 + bx + c. = 0 . 

Es decir: a(x - r x )(x - r 2 ) = 0 , si se hace variar x a lo largo de la recta real resulta: 


i) Cuando x toma valores menores que r x , los factores (x-r x ) y (x-r 2 ) son 

negativos, luego el trinomio ax 2 + c , tiene el mismo signo del coeficiente 
de “a”. 


ii) Cuando x toma valores intermedio entre r\ y r 2 ; entonces el factor (x-;^) es 

positivo y el factor (x-r 2 ) es negativo, luego el trinomio ax 2 +bx + c , tiene 
signo opuesto del coeficiente de “a”. 
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iii) Cuando x toma valores mayores que r 2 , entonces los factores (x-r^), 

(x-r 2 ) son positivos, luego el trinoinio ax 2 +bx + c , tiene el mismo signo 
del coeficiente de ik a”. 


2° Caso.- Si A = b 2 -4 ac = 0, entonces hay un solo valor real r x =r 2 = r , que 
anulan el trinomio ax 2 +bx+c, luego como (x-r) 2 es positivo, el 
signo del trinomio ax 2 +bx+c es el mismo del coeficiente de “a”. 


3° Caso.- Si A = b 2 -4ac<0, entonces se tiene dos valores no reales 
* • r x = a + fli y r 2 = a - pi que anulan el trinomio ax~ + bx + c , y para 

i lf / -y 

v.. cualquier valor de x, el trinomio: ax 2 +bx+c tiene el mismo signo del 
coeficiente de “a”. 


NOTA.- Sí ax 1 + bx + c = 0 entonces jc = 


-b± \¡b 2 - 4 ac 


2 a 


b) RESOLUCION DE UNA INECUACION DE SEGUNDO GRADO.- 

Para resolver una inecuación cuadrática de las formas ax 2 +bx+c>0 ó 
ax 2 +bx + c <0, donde a,b,c e R, a * 0, por medio de la naturaleza de las raíces 

primero se resuelve la ecuación ax 2 +bx + c = 0 , y de acuerdo a la naturaleza de las 
raíces se presenta tres casos: 

I°Caso.- Si la ecuación ax 2 +bx + c = 0 , tiene dos raíces reales diferentes 

ri<r 2- ;—v - 

-©— : —©-► 

i) Si la inecuación es de la forma ax 2 + bx+c > 0 , con a > 0, la solución es todos 

los valores de x que pertenecen al intervalo < -oo,^ > U <r x ,+oo >. 

ii) Si la inecuación es de la forma ax 2 + bx + c < 0 con a > 0, la solución es todos 

lo valores de x que pertenece al intervalo < r x , r 2 > . 
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2° Caso.- Si la ecuación ax 2 + bx + c = 0 . tiene una raíz real única r x =r 2 = r . 

^ 

r 

i) Si la inecuación es de la forma: ax 2 + bx + c > 0 , con a > 0. 

La solución es todos los valores de x * r, es decir: x € <-oo,r> U <r,+oo> 

ii) Si la inecuación es de la forma: ax 2 + bx + c < 0 , con a > 0. 

No se verifica para ningún valor real de x. 

3° Caso.- Si la ecuación ax 2 + bx + c = 0 , tiene dos raíces no reales. 

i) Si la inecuación es de la forma: ax 2 +bx + c>0 , con a> 0. 

La solución es todos los valores reales de x. 

ii) Si la inecuación es de la forma: ax 2 + bx + c < 0 , con a > 0. 

No se verifica para ningún valor real de x. 

RESUMIENDO EN EL SIGUIENTE CUADRO. 


Forma de la Inecuación 

Raíces de la Ecuación 

ax 2 +bx + c = 0 

Conjunto Solución 

ax 2 +bx+c> 0 , a> 0 

Raíces diferentes 

r \ <r 2 

< -oo, r x >U <r 2 ,+oo > 

Raíz Real Unica r 

R-{r} 

Raíces no reales 

R 

ax 2 +bx + c <0 , a>0 

Raices diferentes 

r l < r 2 

<r x ,r 2 > 

Raíz Real Unica 

<t> 

Raíces no reales 
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Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones. 

© 2x 2 — jc—10 > 0 

Solución 

Resolveremos la ínecuación usando propiedades de los números reales: 




2jc 2 -jc- 10>0 => (x + 2)(2x — 5) > 0 


(x + 2)(2x-5)>0 <=> (x + 2>0 a 2x-5>0)v(x + 2<0a2x-5<0) 


<=> (x > -2 a x > 5/2) v (x < -2 a x < 5/2) 


5 

2 




-©—► 

5 

2 


La solución es: x g < -oo,-2 >U < — ,+qo > 

2 


Otra forma de resolver esta inecuación, es por la*naturaleza de sus raíces de la ecuación 

-> 5 o 

2jc“-jc-10 = 0, de donde r x =-2 , r 2 = —, luego r x <r 2 y como 2jc - jc-10> 0, 

de acuerdo al cuadro la solución es: 



X G < —00—2 >U < — ,+O0 > 
2 


-2 


5 ^ 

2 


© x 2 + 8*-65 <0 

Solución 

Usando propiedades de los números reales. 



completando cuadrados en x 2 + 8jc - 65 < 0, se tiene: 
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x 2 + 8x +16 < 65 +16 => (jc + 4) 2 < 81, aplicando la propiedad 
(jc + 4) 2 <81 o --J%\<x + 4<^f%í 

<=> -9 < x + 4 < 9 <=> -13 < x < 5 

La solución es x e <-13,5> 

Ahora resolveremos la inecuación por medio de la naturaleza de las raíces de 
jc 2 +8jc-65 = 0, es decir: (x + 13)(x — 5) = 0 dedonde fj=-13, r 2 = 5 

de acuerdo al cuadro es: x e <-13,5> * O///////////////O ► 

-10 o 

jc 2 + 20jc +100 > 0 

Solución 

Mediante propiedad de los números reales se tiene: 
jc 2 +20jc + 100>0 => (jc + 10) 2 >0 entonces: 

VxgR; x *-10, (jc + 10) 2 >0,por lo tantolasolución es; x e R— {-10} 

Ahora veremos de acuerdo a la naturaleza de las raíces: jc 2 +20jc + 100 = 0=> r = -10, 
multiplicidad 2, y como jc 2 + 20x +100 > 0 , de acuerdo al cuadro de solueión es: 

x g R— {-10} 


2 3 9 

JC“ +-JC +-< 

5 100 


0 


Solución 

Aplicando la propiedad de los números reales: VxgR, jc 2 >0 


, ^ 3 9 A 

luego jc"+ —jc +-<0 

5 100 


3 ? 3 2 

(jc + —)“ <0 pero (jc + —) >0, entonces no existe 
10 10 


ningún valor real para x que verifique a la inecuación, es decir: <|>. 
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i 3 9 

Ahora resolvemos mediante la naturaleza de las raíces de la ecuación jc“ + — jc +-= 0 , 

5 100 

3 i 3 9 

de donde r =-de multiplicidad dos, pero se tiene que jc" + —jc +-<0 y de 

10 5 100 


acuerdo al cuadro la solución es: <\>. 


tj» tmmACiOfmmtmomcM,- 


Una inecuación polinómica en una incógnita, es de la forma siguiente: 



donde son constantes y a n * 0 , neZ + 

a) RESOLUCION DE UNA INECUACION POLINOMICAS.- 

Una inecuación polinómicas de la forma P(x) > 0 ó P(x) < 0, se resuelve de acuerdo 
a la naturaleza de sus raíces de la ecuación polinómica P(x) = 0, en una forma 
sencilla y rápida, considerando a n > 0. 


Para esto hallaremos primero las raíces del polinomio 
P(x) = a n x n +...+ jc + a 0 = 0, y como éste polinomio es de grado n entonces tiene 
n raíces, lo cual pueden ser reales diferentes, reales de multiplicidad y no reales. 

1° Caso.- Cuando las raíces de la ecuación polinómica p(x) = 0, son reales 
diferentes. Es decir: r x <r 2 < ...< r n _ x < r n 

a) En los intervalos consecutivos delerminados por las raíces del polinomio 
P(x) = 0, se alteman los signos “+” y reemplazando por asignar el signo 
(+) al intervalo < r n ,oo >. 




*n-3 


x n-2 


2 n-l 


+ 


+ 
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b) Si la inecuación polinómica es de la forma: P(x) = a n x tl +.,.+a l x + a () >0, 
a n > 0; al conjunto solución será ia unión de los intervalos a los cuales se le 
ha asignado el signo 

c) Si la inecuación poiinómica es de la forma: P(x) = a n x tl +...+a x x + a Q <0, 
a n > 0; el conjunto solución, será la imión de los intervalos a ios cuales se le 
ha asignado el signo 

NOTA,- Explicar el método de Ruífini 
Ejemplo: Resolver las inecuaciones siguientes: 

(7) jc 5 +3jc 4 -5,x 3 -15jc 2 -t-4^-1-12 > 0 

Solución 

Expresamos el 1° miembro de la inecuación en forma factorizada 
(x + 3)(x + 2)(x- l)(x + l)(x-2) = 0 
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Luego las raíces son: f\ = -3 , r 2 = -2, /* 3 = -1, r 4 = 1, r 5 = 2 



-3 - 2-112 


Como P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+). 
Es decir: x e <-3,-2> U <-l,l> U <2,+oo> 

@ 2jc 3 -3jc 2 -1 l.v + 6 < 0 

Solución 


Hallaremos las raíces de la ecuación 

2,c 3 -3 jc 

2 -11jc+6 = 

2 -3 

-11 

6 

-4 

14 

-6 

2 -7 

3 

0 

6 

-3 


2 -1 

0 


1 



2 0 



Luego las raíces del polinomio son: 

/•,=-2. 

1 

rz= 2’ r3 

- N/'+' 

y - ' 

+ 


-2 1/2 3 


Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 
donde aparecen el signo (-). Es decir: x € < -oo,-2 > U < ~ ,3 > 


2° Caso,- Si algunas de las raíces del polinomio P(x) = 0 son reales de 
multiplicidad de orden mayor que 1 se tiene: 
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a) Cuando el orden de la multiplicidad de una de las raíces del polinomio P(x) = 0 
es pai\ en este caso a la raíz no se considera para la determinación de los 
intervalos y para dar la solución se sigue el mismo proceso del 1° caso. 

b) Cuando el orden de la multiplicidad de una de las raíces del polinomio 
P(x) = 0, es impar, en este caso a la raíz se considera para la determinación de 
los intervalos y para dar la solución se sigue el mismo proceso del 1° caso. 

Ejemplo.- Resolver las inecuaciones siguientes. 

(T) (jc — 1 ) 2 (jc + 2)(jc + 4 ) > 0 

Solución 

Resolviendo la ecuación (jc-1) 2 (x + 2)(x + 4) =0, de donde i\ =--4, r 2 =-2 , y 

= 1, de multiplicidad 2. 



Como la inecuación es de la forma P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 
donde aparecen el signo (+), es decir: x e <-oo,-4> U <-2,+oo> - { 1 } 

© (2jc +1 )(3jc - 2) 3 (2jc—5) < 0 

Solución 


Resolviendo la ecuación (2jc +- 1)(3a: — 2) 3 (2jc — 5) = 0, de donde i\ = - 


2 ’ 



de 


multiplicidad 3, 




Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 

1 2 5 

donde aparecen el signo (-). Es decir: x e < -oo,- — > V < y, — > 


3° Caso.- Cuando alguna de las raíces del polinomio P(x) = 0 no son reales, en 
este caso a estas raíces no se consideran en la determinación de los 
intervalos y para dar la solución se sigue el mismo procedimiento de los 
casos anteriores. 
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Ejemplo.- Resolver las siguientes inecuaciones. 

(7) (,v 2 -7)(jr + 16)(.v 2 — 1 6 )(jc 2 +1) < 0 

Solución 

Resolviendo la ecuación: (jc 2 -7)(x 2 +16)(jc 2 — 1 6)(jc 2 +1) = 0, de donde 
r x = - 4, r 2 = —v/7 , /* 3 = ~Jl , /* 4 = 4, /* 5 = -4/, /* 6 = 4/, /* 7 = /, /* 8 = -/ 

-4 -V7 V7 4 


Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es de la unión de los intervaios 
donde aparecen el signo (-), es decir: x g < -4,—/7 >U < -/7,4 > 


( 2 ) (1 + .v + jc 2 )(2 -jc-.v 2 ) > 0 

Solución 

La inecuación la expresaremos así: (x 2 +jc + 1)(jc 2 +jc-2) < 0 


ahora resolviendo la ecuación (jc 2 +jc + 1)(jc 2 +jc-2) = 0 de donde: r x =-2 , r 2 =1, 


/1 =- 


-1+V3/ -1-V3/ 




-2 


Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 
donde aparecen el signo (-), es decir: x g [-2,1] 



Una inecuación fraccionaria en una incógnita es de la forma: 


Á fí íM 

Vw í 


donde P(x) y Q(x) son monomios o polinomios diferente de cero. 





















Sistema de Números Reales 


43 


Para rcsolver una inecuación fraccionaria debe tenerse en cuenta que las inecuaciones: 
P(x) , P(x) 

-> 0 o-< 0, son equivalentes a las inecuaciones 

Q(x) Q(x) 


© 


P(x).Q(x) > 0 ó P(x).Q(x) < 0 es decir: Si Q(x) * 0 Q 2 (x) > 0 , de donde se tiene: 

Si ^TT >0 =* P(x - ,~ -->VQ 2 (x) => P(x).O(x)>0 
Q(x) Q(x) 

s, ñ !± <0 = 

Q(x) Q(x) 

Ejemplo,- Resolver las inecuaciones siguientes: 

(* 2 -1)(jc + 3)(jc-2) >0 

Solución 


<0.Q 2 (x) => P(x).Q(x)<0 


U-5)U + 7) 


. .. (x~ — 1)(jc + 3)(jc — 2) i • • 

La ínecuacion-> 0 , es equivalente a la siguiente mecuacion. 

(jc-5)(jc + 7) 

(x 2 — 1)(jc + 3)(jc —2)(jc —5)(jc + 7) > 0, para x *-7, 5 

ahora hallaremos las raíces de la ecuación (jc 2 — 1 )(jc + 3)(jc — 2)(jc — 5)(jc + 7) = 0 . 

De donde r x = -7, r 2 = -3, /* 3 = -1, /* 4 = 1, /* 5 = 2 , /* 6 = 5, que son reales diferentes. 


V~VWWW 


-7 -3 


-1 


1 


© 


Como la inecuación es de la forma 


donde aparecen el signo (+) es decir: 


x-2 x+1 

-<- 

-V + 3 


P(x) 

Q(X) 


> 0, la solución es la unión de los inlervalos 


x e <-oo,-7> U <-3,-1 > U <1,2> U <5,+»> 


JC 
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Solución 

La inecuación dada se expresa en la forma, mayor que cero o menor que cero, es decir: 

x-2 x + 1 a'(a-2)-(jc + 1)(jc + 3) , , 

-<0 => —--—----- < 0 , dedonde: 

jc + 3 jc 

-6\' - 3 


jc(jc + 3) 


<0 


2jc + 1 


> 0, que es equivalente a: 


a(a+3) a(a + 3) 

x(2x + 1 )(x + 3)x > 0, para x * -3,0 ahora encontramos las raíces de la ecuación. 

(2x + 1 )(x + 3)x = 0, de donde ?\ = -3 , r 2 = -y , r 3 = 0 

-3 -1/2 0 

Como la inecuación es de la forma: (2x + l)(x + 3)x > 0, 

la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+), es decir: 

xe <-3,~>f/ < 0,+oo> 

2 




x x-\ 2x 
- +-<- 


X — 1 A' X + 1 


Solución 


x x — 1 2jc 

La inecuación dada expresaremos en la forma: -+ --< 0 

x — 1 X X + 1 


x~ (x + 1 ) + (x - l)(x - l)(x +1) - 2x" (x -1) 
(x — l)x(x + 1) 


<0, simplificando 


2x" -x + 1 
(x — 1 )x(x + 1) 


< 0 , que es equivalente a la inecuación. 


(2x 2 -x + l)(x-l)x(x + l)<0, para x*-l,0,l 
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ahora encontramos las raíces de 
»1 =-l. r 2 = 0. r 3 =1, r 4 = 


(2x 2 — jc + 1)(jc — 1)jc(x +1) = 0, de donde sus raíces son: 

1+a/7i l—/7/ 

— a —’ r s =— ;— 

4 4 


-1 0 1 


Como la inecuación es de la forma 
donde aparecen el signo (-), es decir: 


P{x) 

-- < 0, ia solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 

X G <-0O,- 1> U <0, 1> 



Las inecuaciones exponenciales en una incógnita son de la forma: 


a m v <tt$ w 


donde f(x) y g(x) son expresiones en x, a e R + , a * 1. 

Para resolver estas inecuaciones, se consideran dos casos: 

1 ° Caso.- Si a > 1, entonces los exponentes de la inecuación dada son desiguales en el 
mismo sentido prefijado, es decir: 


Si n ím > 

^ mm 





2° Caso,- Si 0 < a < 1, entonces los exponentes de la inecuación dada son desiguales en 
sentido contrario al prefíjado, es decir: 



Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones: 
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© V 3 <5jf - l) ' 3 < V 9 3( '* 1,/5 

Solución 

5^1 3(xf 1) 5x-fl 6,rf6 

La inecuación dada es equivalente a: 3 Q < 9 10 => 3 q < 3 10 

~, 5x +1 + 6 

como a = 3 > 1 entonces -<- 

9 10 


50jc + 10<54„t + 54 => -44<4.y => x>-ll => X€<-ll,+oo> 
La solución es: x e <-l 1 ,+oo> 


© 


[(0 2) (jr+,,(jr * 2) ]'*-3 ; ( 0 - 0128 )' 

8 3,-1 

Solución 

La inecuación dada se puede escribir en la forma: 

(v-lX,-2) 0019 o (,tlX*-2) 

( 0 , 2 ) v -3 > (—-- ? ) 3 v-i dedonde: ( 0 , 2 ) '-3 > (0,2) Ux ~\ 

8 

como a = 0.2 < 1. se tiene: Í£-jllK£_^2. < 12 — 4 => - * + — 1 2 jc + 4 < 0 


jc -3 


jc -3 


1 lt 2 — 39 jc + 14 

efectuando operaciones y simplificando tenemos: -> 0, esta inecuación es 

jc -3 

equivalente a: (1 Ijc 2 — 39 jc-h 14 )(jc— 3) > 0 parax?t3. 

Ahora hallando las raíces de : (1 br -39jr + 14)(jc-3) = 0 , de donde: 

39-^905 , 39+-V9Ó5 

r, =---. r 2 =3, r 3 =- 


22 


22 




39-7905 


39 + V905 


22 


22 
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Como la inecuación es de la forma 


P(x) 

Q(x) 


> 0, la solución es la unión de los intervalos 


, • J • 39-V9Ó5 . „ 39 + ^905 

donde aparece el signo (+) es decir: x e < - — - J > U < - — - ,+oo > 


22 


22 


ÜH 




Las inecuaciones irracionales en una incógnita son de la forma: 




donde P 2 U),P 3 (x) son monomios o polinomios diferentes de cero. 


Para que la solución de la inecuación sea valida debe resolverse antes la condición 
f¡(x)>0, i = 2,3,...,n en las expresiones con una radical par, cuyo conjunto solución 
constituirá el universo o dentro del cual se resuelve la inecuación dada. Debe observarse 
que ^¡P(x) , quiere decir, (^P(x)) y si se desea la raíz negativa se escribirá 

expresamente como (-^¡P(x )): es decir: 


i) V P(x) > 0 , ^P(x) > 0 ii) jP(x) = 0 o P(x) = 0 

para resolver las inecuaciones radicales se debe tener en cuenta las siguientes 
propiedades: 

® ° £xs >' ° 0 <4x<Jy © 0<x<y o 0 <4x<Jy 

0<x<y <=> o<4x<4y 

© !) Si n es un entero positivo par. 

flj ) V P(x) > 0 n[P(xj> 0 P(x)>0 

a 2 ) ^P(x) =0 P(x) = 0 

a 2 ) l¡P(x) <:¡jQ(x) <=> 0 < P(x) <Q(x) 
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n) Si n es entero positivo impar. 
b x ) !{[P(x) > 0 <=> P(x) > 0 

b 2 ) !{[P(x) < 0 P(x) < 0 

h) '4 pM<’4QM o P(x) < Q(x) 

Las propiedades b x ) , b 2 ) indican que ’{jP{x) tienen el mismo signo que P(x) si n es 
impar. 

OBSERVACION.- Cuando en una expresión existen k radicales par entonces se 
calculan los universos relativos U X ,U k para cada radical 

y el universo general será U =U { nU 2 n...nU k . 

Daremos algunos ejemplos de ilustración de estas propiedades, para después estudiar las 
diversas formas de inecuaciones irracionales. 

Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones 

Q 47+5 >-2 

Solución 

Como V* + 5 > -2 es valida para todo x tal que xeU: x + 5>0 => x>-5 
=> U = [-5,+oo>, luego el conjunto solución es [-5,+oo> 

© 47 + 7 >o 

Solución 

Como ~Jx + 7 > 0 entonces el conjunto universal es x + 7>0 => x>-7 => U = [-7,+oo> 
Además ~Jx + 7 >0 <=>x + 7>0=>xe <-7,+oo>. 

Luego el conjunto solución es x g [-7,+oo> A <-7,+oo> /. x e <-7,+oo> 

© o 
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Solución 

Como ^lx- 5 < 0, el conjunto universal es x — 5 > 0 x > 5 => U = [5,+oo> y como 
0 < 4x~-5 < 0 <=>x — 5 =0 => x-5 =0 => x = 5 e U, luego el conjunto solución es {5 

@ 

Soiución 

Como ^x-H < 0 es absurdo entonces la solución es (|>. 

@ V.v + 9 >0 

Soiución 

Como V* + 9 > 0 es verdadero V xgU: x + 9>0 es decir U = [-9,+oo>, luego el 
conjunto solución es x e [-9,+oo>. 

@ V8-2.v <síÜ 

Solución 

E1 conjunto universal es 8 - 2x > 0 => x < 4 de donde U = <-oo,4]. 

V8-2x <J\3 o 8-2x<13 => jc>-— de donde vg[--,+oo>. Luego el 

2 2 

conjunto solución es: U n[-^- ,+oo >= [-—,4] 

@ a/T+3+a/4^I>-3 

Solución 

Calculando los universos relativos. 

U j : x + 3>0 => x > -3 => xg [-3,+oo> 

U 2 : 4 — x > 0 => x<4 => xg <-oo,4] 

U = u x nU 2 = [-3,+oo > n < -oo,4] = [-3,4] 

como la suma de dos positivos es siempre mayor que un negativo. 

~Jx + 3 + V 4-x > -3 es valido V x e U = [-3,4]. 
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® -/^7 >3 


© 


© 


Solución 

Sea U:x-7>0 => x>7 => x g [7,+x>> 

‘yjx-l >3 <=> x — 7 > 9 =>x>16 => x g <16,+x>> 
el conjunto solución cs x gü n <16,+oo> = <16,+oo> 

5 >0 

Solución 

- V-v - 5 > 0 <=> V-v-5 < 0 el conjunto solución es (j). 
V-v 2 -x-12 <V* 2 -6a' + 5 

Solueión 

Calculando los universos relativos. 

¿/j : a 2 -a-12 > 0 => (x-4)(x + 3)>0 + 




1 


-3 

U x =<-oo-3] U [4,+oo > 

U 2 : a 2 -6a + 5>0 => (x — 5)(x — 1) > 0 + \^/~ 

U 2 =<-oo,l] U [5,+oo > 

U=u x nU 2 = <-oo-3] U [5,+oo> 

^lx 2 - a-12 <^]x 2 -6a + 5 <=> a 2 -a-12<a 2 -6a + 5 


17 17 

dedonde5x<17 => a<— => ag<-oo,—] 

5 5 


17 

Luego el conjunto solución es: x e U A < -oo,—] = < -oo,-3] 


zv: 


t¡? -4(.v-2) 2 (.v 3 — 13 jc + 12) 
(.v + 4) 3 (x 3 + 8.v 2 + 4x - 48) 


>0 
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Solución 

Como ^Jx 2 -4 tiene el mismo signo que x 2 -4 y (jc + 4) 3 tiene el mismo signo 
que x + 4 entonces la inecuación dada es equivalente. 


V-v 2 -4(a-2) 2 (+ -13jc + 12) 

— . .. -■ - > (J <^~~S 

(.r + 4) 3 (jc 3 + 8jc 2 + 4.v - 48) 

Como VxgR, (x-2) 1 >0 entonces 

(jr 2 -4)(.r-2) 2 (x-' ! -13.V + 12) 
-_ u o 

(jv + 4)(.r 3 +8.c 2 +4 jc-48) 


(.v 2 -4)(jc-2) 2 (jc 3 -13jc + 12) ^ 0 
(jc + 4)(jc 3 +8jc 2 +4.C-48) 


(jc 2 -4)(jc 3 — 13jc + 12) 
(.v + 4)(r 3 +8jc 2 +4jc-48) 


(a' + 2)(.y-2)(,c- 1)(x 2 +.V-12) 
(,c + 4 )(jc - 2)(jc + 6)(jc + 4) 


para x * 2, - 4 


(x + 2)(jc-l)(x + 4)(.y-3) 
(x + 6) 


para x*2,-4 



Luego el conjunto solución es: x e <-6,-4] U [-2,1] U [3,+oo> 


Va' + 7 (x + 2) 4 (x + 3 )\¡x 2 -7jc + 12 ^/10-j 
^/7+9(jc-8) V 1 -27)(jc 2 -14jc + 48) 


<0 


Solución 

Los radicales pares nos da el universo U. 10 — x > 0 A x + 9>0 => x<10Ax>-9 
x e <-9,10] => U = <-9,10] 

(no se incluye el -9 por que anula al denominador) 

como los radicales pares son positivos la inecuación es equivalente a: 
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^+7U + 2) 4 (a- + 3)Vjy 2 -7jc + 12 4/10-* ^+7(jy + 2)/U*-+3)Vjc 2 -7jy+12 ^ 

$/T+9(.y-8) 3 (.y 3 -27)(.y 2 -14.y + 48) ~ (jy-8) 3 (x 3 -27)(x 2 -14x+48) 

como los radicaies impares tienen el mismo signo que las cantidades subradicales 
entonces: 


(.y + 7)(.y + 2) 4 (,y + 3)(x 2 -7.y + 12) <() 

(.y-8) 3 (x-3)(.y 2 +3.Y+9)(jr-6)(x-8) _ 


como para todo x e R 


(.y + 2) 4 >0 


(y + 7)(.y + 3)(jc-3)(jt-4) . 

-=----- < 0, para x * 3, 8 simplificando tenemos 

(jc — 8) ’ (jc—3)(jy—6)(jc - 8) 

(.y + 7)(.y + 3)(.y-4)^ ._, c + + \í 

— <0. x *3,8 7 3 4 


VltZ, 


x g [-7,-3] U [4,6> luego el conjunto solución es: x e U n ([-7,-3] U [4,6>) 

/. x g [-7,-3] U [4,6> 

ahora veremos como resolver diversas formas de la inecuación con radicales aplicando 
criterios de acuerdo a cada tipo de inecuación irracional. 

1 ° Para las inecuaciones irracionales de las formas: 

a) ^P(x) > Q(x ). La solución se obtiene así: 

JpÜ) > Q(x) o (P(x) > 0 A [ Q(x) < 0 V (P(x) > 0 A P(x) > Q 2 (x))]) 


b) -y[P(x) > Q(x ); la solución se obtiene así: 

■>JP(. y) S Q(x) <=> [/^(jc) > 0 A (^>(jc) < 0 V [P(.y) > 0 A P(x) > Q 2 (*)])] 
2° Para las inecuaciones irracionales de las forrnas: 
a) -yJP(x) < Q(x ); la solución se obtiene así: 


JPÜ) < Q(x) «■ [(P(x) > 0 A (Q(x) > 0 A P(x) < 0 2 (.y))] 
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b) ^jP(x) < Q(x ); la solución se obtiene así: 

-¡P(x) ¿ Q(X) <=> P(x) > 0 A [Q(x) > 0 A < Q 2 (X)] 

3° Para las inecuaciones irracionales de la forma: 

a) ^jP(x) + ^Q(x) > 0; La solución se obtiene así: 

-JP(x) +-jQ(x) > 0 => P(x) > 0 A Q(x) > 0 

b) -JP(x) + 40Ü) ¿ 0 ; La solución se obtiene así: 

^jP(x) +4 Q(x) > 0 => P(x) > 0 A Q(x) > 0 
4° Para la inecuación irracional de la forma: 

-,jP(x) + -jQ(x) >K, K > 0; La solución se obtiene asi: 

■JPM+^fQMZK => [(P(x)>0 A Q(x)>0) A P(x)>(k-4Q(X)) 2 ] 
5° Para las inecuaciones irracionales de la forma: 

^jP(x) +^¡Q(x) < 0 ; La solución se obtiene así: 

^jP(x) +*yjQ(x) < 0 => P(x) = 0 AQ(x) = 0 

OBSERVACION.- 


Consideremos otros casos más generales. 


1° Caso.- Si n es impar positivo mayor que uno. 


PU)#Ü) ^ P(x).Q(x) ^ Q 

R(x) R(x) 


b) 


P(x) 

R(x)'i¡Q(x) 


<0 


<=> 


P(x) 

R(x)Q(x) 


<0 
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c) njP(x) ¿ >4Q(x) <=> P(x) < OW 
2° Caso.- Si n cs par positivo 


a) !{¡P(x)Q(x) > 0 <=> P(x) >0 A Q(x)>0 
h) '4ñx)Q(x)< 0 o P(x) > 0 A Q(x)<0 


c) 


d) 


P(x) >0 <=> Q(x)> 0 A ^>>0 


'4Q(x)R(x) R(x) 


P(X) <0 <=> Q(x)> 0 A «£>*0 


’{jQ(x)R(x) " ' R(x) 

e) ajP(x) > Q(x) <=> (P(x) > 0 A [Q(x) < 0 V (P(x) > 0 A Q(x) > 0 A P(x) > Q n (x))] 

f) '4ñx) < Q(x) » P(x) > 0 A [Q(x) > 0) A />(*) < 0" (JC)] 


Ejemplo.- Resolver las siguientes inecuaciones 
v/x 2 -14x + 13>x-3 

Solución 

-\/a: 2 — 14jc +13 > jc— 3 o x 2 — 14jc + 13 > 0 A [x -3 < 0 V 

(a' 2 -14jc + 13>0 A a 2 -14a + 13 > (x-3) 2 )] 


<=> x 2 — 14x +13> 0 A [x<3 V (x 2 -14x + 13>0 A x<^)\ 

<=> x 2 -14;c + 13>0A[jc<3vx€< -«>,1] U [13.*> A x-~] 

<=> x 2 -14x +13>0A[j[<3Vx<|] 

<» x 2 -14x + 13>0 A x<3 
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<=> (x—13)(x —1) > 0 A x<3 
o x e <-oo,l] U [13,+oo> A x < 3 


x g <-oo,l] 


V* 2 -14jc + 13 < jc + 1 


Solución 

Apiicando la parte b) del 1° caso: 

V-f 2 — 1 4 jc +13 <Jt + 1 <=>(.r 2 -14,r + 13>0 A [x +1 >0) A (x 2 -14.r + 13<(x + l) 2 ]) 
«> ((jr — 1 3 )(jc — 1)>0 A[.r >-1) A ((r-13)(.r-l)<(.r + l) 2 ]) 


<=> ((.r-13)(r-l) > 0 A [.x >-1) A .r > —] 

4 


<=> x g <-U] U [13,+oo> A jc> — ] 

4 


© 


o x e < —.1] U[13.+oo> 
4 


jc-1 V-t + 3 


Solución 


Apücandolaparteb). del 3° caso: sJP(x) +-~jQ(x) > 0 o P(x)>0 AQ(x)>0 


V x-\ vjc + 3 x-\ x + 3 


<=> (x — 4)(x — 1) > 0, x*\ A (5 — x)(x + 3) > 0, x * 3 

<=> (x-4)(x- 1) > 0, x * 1 A (x-5)(x + 3) < 0, x*-3 




A 


-3 5 
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X € <-oü, 1> U [4,oo> A x e <-3,5] 

-o •- 

- 0//////////0 - o //////////// » 

-3 1 4 5 

O-• 

La solución es: x e <-3,1 > U [4,5] 

OBSERVACION,- Si n es un numero positivo impar, entonces: 

(T) o P(x)íCKx) © ■•JñT) < !¡QÜ> o P(X)<0(X) 

tfPU)>n[QW o P(x) > Q(x) ® o P(x) > Q(x) 

Eiemplo.- Resolver la inecuación , - = - : -> 0 


Solución 


E1 conjunto de referencia o conjunto universal se obtiene del radical par y diferente de 
cero: x 2 -1 > 0, dé donde x 2 > 1 => x > 1 v x < -1 x e <-oo,-l> u <l,+oo> 
luego el radical par resulta positivo y puede simplificar quedando la inecuación 

> 0 , que de acuerdo a las observaciones, las expresiones del subradical tiene el 

vx + 5 


mismo signo 


-—— > 0 , de donde - < 0 
x + 5 jc + 5 


+ 


¥ 




x g <-5,3> 


Luego la solución de la inecuación es: x g <-53> n (<-oo,-l> u <l.+oo>) 

.*. x g <-5,-1 > u <1,3> 


Ejemplo,- 


Resolver la inecuación 


V.v 2 -9.(.v 3 +8.v 2 +4x-48) ^ 0 
(ar+4) 5 (jr 3 -13x + 12) 
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Solueión 

De acuerdo a las observaciones indicadas se tiene que \¡x 2 -9 tiene el mismo signo que 
-V" -9 y que U + 4)'' tiene el mismo signo que x + 4, por lo tanto la inecuación dada 
resulta equivalente a la inecuación: 


(jt 2 -9)U- : '+8.v- ! +4x-48) 


(x + 4)(v 3 -13* +12) 

(x +3 )(* - 3 )(.v - 2)(x + 6)(.v + 4) 
(a' + 4 )(x -1 )(.v + 4)(x - 3) 


> 0 factorizando el numerador y el denominador 


> 0 o <^>X>-2)(^6)Ut4) 20 x>3 
(.v + 4)-(a-1) 


(a- + 3)(a-2)(.v + 6)(a + 4) + _- V—'- .. y .. + .. 


1 


-V — i -6 -4 -3 

.\ x u [-6,-4] u [-3.1> u [2,+«» - {3} 

OBSERVACION.- Si n es un numero positivo par. entonces: 

© H¡P(x) <'-([Q(x) o 0 < P(x) < Q(x) © n[P(x) < ’-\¡Q(x) <=> 0 <P(x)< Q(x) 


Ejemplo.- 


!32 - 2 U7í 




Solución 


Aplicando la observación a) se tiene: 
32 -2x „ 32-2x 




<=> 0<x< : 


x +, 


.v + 2 


O X > 0 A .V < 


32-2* 
.v + 2 


3 ? -2v 

o x>0 a x-i :—-<0 
x+2 


x~ + 4v -32 

o x>0 a --- - < 0 


x + 2 
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« x>0 A <* + 8X*-4) s)) X 


,v + 2 

» x > 0 a x e <-oo,-8] u <-2,4] 


-8 -2 4 

x e [0,4] 


13» EJERCICIOS DESARROLLADOS,- 


© 


© 


Resolver la inecuación cuadrática: - Ax 2 + 4x + 3 > 0 

Solueión 

La inecuación dada expresaremos en la forma: 4jc 2 -4x-3 < 0 

factorizando (2x + l)(2x - 3) < 0, aplicando la propiedad de números reales: 

(2x + 1 )(2x — 3) < 0 <=> (2x + 1 > 0 A 2x — 3 < 0) V (2x + 1 < 0 A 2x — 3 > 0) 

13 1 3 * 

<=> (x > —— A x<- ) V (-V < — A x>~) 

2 2 2 2 


O-► 

-O 

-1/2 3/2 


La solución es: x e <- — ,— > 
2 2 


-o 


O 


- 1/2 


3/2 


Ahora resolvemos mediante la naturaleza de las raíces la ecuación 4x~ -4jc-3 = 0 , de 
donde r, =-—, = — 




-1/2 3/2 

Como la inecuaeión es dc la forma 4jc 2 -4jc-3<0, la solución es la unión de los 
intervalos donde aparece el signo (-), es decir: 


1 3 . 
!l 2 


x 5 +8x 4 +12X 3 -x 2 — 8jc — 12 > 0 
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© 


Solución 

Aplicaremos el criterio de las raíces de la ecuación: 


jr 5 +8.r 4 +12jc 3 -v 2 -8.t-12 = 0 



La ecuación que queda es: x 2 + x +1 = 0 , cuyas raíces son: 


r = . Luego las raíces reales son: t\ = -6, r 2 = -2 , /* 3 = 1 




-6 -2 1 

C'omo la inecuación es de la forma P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (+), es decir: % s <-Ó,-3> U <!,+«> 


12.v 4 - 56.v 3 + 89.v 2 - 56.v +12 < 0 

Solución 

Encontrando las raices de la ecuación 

12x 4 -56jc 3 +89jc 2 — 56jc 12 = 0 dividiendo entrejc 2 

12.v 2 -56jc + 89-— + -^- = 0 => 12(v 2 +~V)-56(v+-) + 89 = 0 ...(1) 

* v v x 

o 1 *) 1 1 * 1 1 7 

Sea r=jc + — => r" =x~ + —+ 2 => x~ + —= r" 

X X ' JC" 


-2 
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Reemplazando en la ecuación (1) se tiene: 


/ 


12(-2)-56r + 89 = 0 . entonces: 12r 2 -56r + 65 = 0 => (6r-13)(2r-5j = 0 


de donde r = — 
6 


_5 

2 


13 

para r = — 


=> x + — = — 
x 6 


1 13 



5 


1 5 


=> 2x 2 — 5jc +2 = 0, de donde = —, r A = 2 

3 2 4 


para r = - 


jc 2 


ordenando las raíces en la recta numérica 


^AA^AA^AA^AA^ 


1/2 2/3 3/2 2 


Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 



donde aparece el signo (-), es decir: 


x(2x + 1 )(x — 2)(2x — 3) > 63 


Solución 


Hallarcinos las raices de la ecuación: 

x(2x + 1 )(x - 2)(2x - 3) — 63 = 0, entonces x(2x - 3)(2x + 1 )(x — 2) - 63 = 0 

(2jc 2 -3a)(2jc 2 -3jc-2)-63 = 0 

Sea r = 2 a 2 -3a* => z(z- 2)-63 = 0 

z 1 -2z -63 = 0 => (r-9)(- + 7) = 0, dedonde z = 9, z = -7, entonces: 

Para z = 9 => 9 = 2 x 2 -3jc => 2x 2 -3jc-9 = 0 , dedonde: r, =-— , =3 

2 
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Para z = -7 => -- 7 = 2jc 2 - 3x => 2jc 2 -3jc + 7 = 0 , dedonde: r = 


3±V47/ 




-3/2 3 

Como la inecuación es de la forma P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 
donde aparecen el signo (+), es decir: 


ÍiÍÍlPpiÍiillip! < üüü 

' % - _s 


© 


jf jc-3 


l-.t 2-x 

Solución 

La inccuación dada se escribe en la forma: 


x x-3 


<0 


x(2-x)-(x-3)(l-x) 

(l-x)(2-x) 


< 0, simplificando 


<0 


2x-3 


(x-l)(x-2) 

> 0, es equivalente a la inecuación 


> 0, entonces la inecuación 


1—x 2-x 

-2x + 3 
(l-x)(2-x) 

2x-3 

(x-l)(x-2) 

(2x - 3)(x -1 )(x -2) > 0 para x * 1,2 encontrando las raíces de la ecuación 


(2x-3)(x — l)(x —2) = 0, se tiene: r, = 1, /•,= — , r 3 =2 




3/2 


P(x) 


como la inecuación es de la forma —— >0, la solución es la unión de los intervalos 

Q( x) 


x e < 1, —} V < 2,—x > 


donde aparecen el signo (+), es decir: 
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x-2 
jc + 3 


JCH-1 


Solución 


La inecuación dada se escribe en la forma: 


x-2 jr + 1 A 

- <0 

jt + 3 x 


jc(jc-2)-(jc + 1)(x + 3) 
jc(jc + 3) 


< 0, simplificando 


— 6jc — 3 A 2x + 1 ., 2 x + 1 A * * 

-<0 => -> 0 , entonces la ínecuacion -> 0 es equivalente a la 

x(x + 3) x(x + 3) x(x + 3) 

inecuación (2x + l)x(x + 3) > 0, para x * -3,0, ahora encontraremos las raíces de la 
ecuación: (2x + l)(x + 3)x = 0, de donde r x = -3 , r 2 = , r 3 = 0. 




-3 


- 1/2 


Como la inecuación P(x) > 0. la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el 


signo (+) es decir: 




x 2 — 5x + 6 
jr +x-42 


>0 


Solución 


jc 2 -5x + 6 n (x-2)(x-3) . 

- > 0 <=> --—-— > 0 , esta ínecuacion es equivalente a: 


.v 2 +x-42 


(x+7)(x-6) 


(x—2)(x—3)(x + 7)(x - 6) > 0 para x * -7,6, ahora encontraremos las raíces de la ecuación. 
(x - 2)(x - 3)(x + 7)(x - 6) = 0, donde ;*j = -7 , r 2 = 2 , r 2 = 3 , r 4 = 6 . 




-7 


2 


3 


6 
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P(x) 

Como la ecuación es de la forma ->0 la solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 


donde aparecen el signo (+), es decir: 


® 


-jr 1 +.v 2 +22.V-40 
.v(.v + 7) 


>0 


Solución 

La inecuación dada escribiremos en la forma: 


.V 2 -.V 2 -22.V + 40 
x(x + l) 


so =, 

x(x + l) 


, ., U-2)(x-4)(jc-i-5) . 

La mecuacion -- < 0, es equivalente ¡ 

,t(jc + 7) 


(x -2)(x-4)(x + 5)x(x + 7 ) < 0, para x * -7,0 
ahora encontramos las raíces de la ecuación 

(x - 2)(x -4)(x + 5)x(x + 7) = 0 de donde: r, = -7, r 2 = -5, r, = 0, r 4 = 2 , r<¡ = 4 




Como la inecuación es de la forma 


P(x) 

Q(X) 


< 0, la solución es la unión de los intervalos 


dondc aparecen el signo (-), es decir: ..x & íl U [2,4) 




. 24-4.V n 

1 + —-> 0 

.v 2 -2.V-15 


Solución 


La inecuación dada escribiremos en la forma: +— ^ x ~ - ? >0 o ————-> 0 


A' 2 - 2.V-15 


(.v-5)(.v + 3) 
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© 


(x—3)“ 

pero (x - 3) 2 > 0, x * 3, entonces: ——-— > 0 <=> 


1 


(x-SXx+3) 


(x-5Xx+3) 


> 0 para x * 3 


1 


> 0. x * -3, 5 <=> (x — 5Kx + 3) > 0. para x * -3, 5, 


(x-5Xx+3) 

ahora encontrdremos las raices de (x — 5X* + 3) = 0, de donde r x = -3, r 2 = 5 . 




-3 


P(x) 


Como Ia inccuación es de la forma —— > 0, ta solución es Ia unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (+), es decir: p<S^#|||[||| 

3,r + 5 


<3 

2. T + I 

Solución 

A ia inecuación dada escribiremos en la forma: 

3, t+5 -3,t+2 3.t-2 

-3<0 « -<0 o ->0 

2.T + I 2jt+1 2jc + 1 

——->0 <=> (3x — 2)(2x+ 1) =>0. para x *—- 
2ar+l 2 


ahoraencontramoslasraícesde: (3x—2)(2x+ I) = 0,donde r, =—,r> = — 

2*3 




-t/2 


2/3 


Como la ínecuación es de la tixma 


P{x} 

—— >0, la solución es la unión de los intcrvalos 
0íx) 



dondc aparecen el signo (+), es decin 
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(2* 2 -8jc + 8)(* + 3) 
^ x + 6 


Solución 

\2 / 


(' 2x 8 ' r + 8)(x + 3) > 0 o 2(x . ■ - 2) j— 3) > 0 , ( x-2 ) 2 > 0, V x e R 


x + 6 
x + 3 


x + 6 


x + 6 


> 0 <=> (x + 3)(x + 6) > 0, para x * -6 


Luego las raíces de (x + 3)(x + 6) = 0 son r x = - 6, r 2 = -3 




-6 


-3 


P(x) 

Como la inecuación es de la forma -- > 0, la solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 

donde aparecen el signo (+), es decir: 


(l-x-jr-)(2-x-x~) 

(3-x)(2-x) 


Solución 


(1-x-jc 2 )(2-x-x 2 ) ¿ q ^ (x 2 + jc —1)(jc 2 +s-2) ^ Q 

(3-x)(2-x) ~ (x-3)(x-2) 

(X +x-\)(x +X-2) > o 0 (x 2 + *_!)(, 2 + *_ 2)(x-3)(x-2)> 0 , para x * 2,3 
(jc-3)(jc-2) 

ahora encontramos las raices de: (jc 2 + x - 1)(jr 2 + jc - 2)(jr - 3)(jc - 2) = 0, dé donde 


r, = -2, t\ = 


- 1—75 - 1+^5 

-r-, r 3 =--- 


, r 4 = 1, r 5 = 2 , r 6 = 3 


vvMrvvrv 

-2 — 1—^/5 -1 + V 5 1 2 3 


2 


2 
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P( x) 

Como la inecuación es de la forma -> 0, 

Q(x) 

donde aparecen el signo (+), es decir: 


la solución es la unión de los intervalos 

\ 


ill 


x c<-x,~2JÍ.'[' 




M 


5 i 5 

X -1 X -2 

x 4 +1 ^ x 4 +2 


Solución 


V x g R, .r 4 +1 >0, jc 4 + 2>0, entonces la inecuación dada se puede escribir en la 
forma:(jc 5 -1)(jc 4 +2)<(x 5 -2)(x 4 +1), efectuando operaciones y simplificando se 
tiene: jc 4 (jc + 1)<0, luego encontrandolas raíces de 


jc 4 (jc +1) = 0 se tiene r x = -1, r 2 = 0 , multiplicidad 4. 




-1 


punto critico de 
multiplicidad par. 


© 


Como la inecuación es de la forma p(x) < 0, la solución es: 


(.y * 2 — 2x +- 4)(jc — I) 

(2.t + 1)(jc + 4) 


<0 


Solución 


. (a 2 -2.y + 4)(x-1) . 

La inecuacion --< 0, es equivalente a: 

(2y+ !)(* +4) 


(jc 2 -2y + 4)(jy-1)(2y + 1)(y + 4)<0 , para y*-4.— 

2 

ahora encontramos las raices de la ecuación. 

(x 2 - 2x + 4)(x - l)(2x + l)(x + 4) = 0, de donde. 
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/j = -4 . r 2 = -y, r 3 = 1, r 4 = 1 + -J3i , r 5 = 1 -^JÍi 


-4 -1/2 1 


Como la inecuación es de la forma 


donde aparece el signo (-), es decir: 


P(x) 

-- < 0, la solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 




a + 
x — 


5 

6 


< 


jc-1 

jc-3 


Solución 


jc + 5 jc — 1 
jc-6 jc-3 


CA 


jc + 5 
jc-6 


--< 0, efectuando operaciones se tiene: 

jc—3 


---< 0 <=> (3x-7)(x-6)(x-3) <0, x*3,6 

(x-6)(x-3) 

ahora encontramos las raíces de la ecuación 


(3x — 7)(x — 6)(x — 3)= 0, dedonde 



/ 2 — 3, r-j — 6 


7/3 3 6 


Como la inecuación es de la forma 


donde aparece el signo (-), es decir: 


P(x) 

-- < 0, la solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 

í í- " Mj® 1' " 

x <s< |¡¡|g| Ü<X6> 


(jc - 3 )(jc + 2)" (a* + 1)(jc - 4) 
.rU + 2)(A- 2 -3)(r+3) 


>0 
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sp¡ 

-^- 

Solución 

(x + 2) 2 > 0, para x * -2, la inecuación dada es equivalente. 

(jc-3)(x + l)(x + 4) 

-—■=—- -=- > 0, la cual es equivalente a: 

(x + 2)x(x + 3)(x + V3)U'-V3) 

(x-3)(x + \)(x-4)x(x + 3)(x+43)(x—sÍ3)(x + 2)>0, x*0, -3,-2, -J3 , —J3 
ahora encontramos las raíces de la ecuación, 

(jc + 2)(jc-3)(jc + l)(jc-4)jc(jc + 3)Cv +V3 )(jc--s/ 3) = 0 , de donde 

a*j = —3 , /2 — -2, /*3 = \/3 , /4 = —1, /5 = 0 , /¿ = V3 , /7=3, /’x — 4 


-3 -2 -V3 -1 0 V3 3 4 


Como la inecuación es de la forma 
donde aparecen el signo (+), es decir: 


P{x) 

Q(x) 


> 0, la solución es la unión de los intervalos 




x-2 x " 
<- 


x + 2 x 2 +2 


Solución 


x-2 x' 

-<■ 


x + 2 x 2 +2 

-4,v 2 + 2,r-4 
(,v + 2)(.v 2 +2) 


<=> 


,v-2 x~ 


< 0 <=> 


x + 2 x 2 +2 
2x 2 -x + 2 


< 0, de donde 


(x + 2)(x 2 +2) 


>0 


1 1 * 

V xgR, 2jc" -jc-t 2 > 0 y jc" + 2 > 0, entonces se simplifica la inecuación-> 0 

jc + 2 
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Luego->0 <=> x + 2>0, para x * -2. La solución es: 

jc + 2 


jc + 4 jc 
> - 


jc-7 jc+1 


Solución 


jc + 4 x x + 4 x 

> - o ---- > 0, de donde 


jc-7 jc + 1 
12x + 4 


jc-7 jc + 1 

>0 <=> (3x + l)(x —7)(x + 1) > 0, parax^-1,7 


(x-l)(x + 1) 

ahora encontramos las raíces de la ecuación (3x + 1 )(x - 7)(x + 1) = 0, de donde 


r \ =-!’ r 2 =-r , =7 ^ 




-3 


-1/3 


P(x) 


Como la solución es de la forma - ->0, la solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 

donde aparecen los intervalos donde aparece el signo (+), es decir: 




2x--6jc + 3 
x 2 -5x + 4 


>1 


Solución 


2jc 2 — 6jc -h 3 t 2 jc 2 -6a* + 3 , A , , , 

—-->1 <=> —-- l>0,dedonde 

jc"-5jc + 4 jc~-5jc + 4 


¿ 

\ ~ >0 «• (x 2 —jc — 1)(jc 2 -5jc + 4) > 0 para x * 1,4; 

X 2 -5.V + 4 

ahora hallaremos las raiccs de la ecuación. 

(jc 2 — jc — 1)(jc 2 -5x + 4) = 0, dedonde r, r 2 =1, r 3 = * , r 4 = 4 


2 


2 




























70 


Eduardo Espinoza Ramos 


-~^v~\yvy~~v 

1—75 


1 + V5 


1 


4 


P(x) 

Como la inecuación es de la forma - ->0, la solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 


dondc aparecen el signo (+), es decir: 


lii- -i- #iv •..... 1 •• 1 1 ; - 

-Só,f/ <$, . C 4,+oC» 

2 2 . 


@ 


2jc -1 jc jc +1 

<-< 


.v + 4 jc + 4 jc + 4 


Solución 


2jc-1 jc jc + 1 2jc-1 jc A jc jc + 1 

-<-- <-- <=> -<- A -< 


jc + 4 jc + 4 jc + 4 

2jc-1 x A A 
■< 0 A 


jc + 4 jc + 4 
jc + 1 


jc + 4 jc + 4 


jc + 4 jc + 4 x + 4 jc + 4 

ecuaciones son equivalentes a: 


<0, de donde ——?-<0 A —í— 
jc-4 jc + 4 


>0, estas 


(x — 1 )(x + 4) < 0 A x + 4 > 0, para x * -4 ahora encontraron las raíces de las 
ecuaciones, (x - 2)(x + 4) = 0 A x + 4 = 0, de donde r x = -4, r 2 - 1 A r 3 = -4 

A - V + — 

-4 1 yV -4 

de acuerdo a la forma de la inecuación la solución es: x e <-4,1 > A x e [-4,+oc> 

@ Vjc 2 -x-2 <5~x 

Solución 

Aplicando la propiedad: JPW < Q(x) «• (Píx) > 0 A [¿»(x) > 0) A (P(x) < Q 2 (x)]) 
■Jx 2 —x — 2 <5-x <=> (r 2 -r-2>0 A [5-r>0 A .v 2 -r-2<(5-.v) 2 ]) 
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<=> ( x 2 -x-2) > 0 A [5-jc>0 A jt 2 -jc-2<25-10x + jc 2 ]) 
<=> (jc-2)(jc + 1)>0 A (jc < 5 A jc<3) 




-1 


WMMmmtO -► \ MMMM///Ó 


x g <-oo,-l] U [2,5] A x g <-oo,3> 


5 

-o 


/M///////////3 - QMMM/MO - 

2 3 

-o 


-1 


La solución es: 


X 6 j U [2,3> 


I 3.v-4 I 2x-2 

Í](0.8) 4 >l/(0.64) 5 


Solución 


3.r-4 4x-4 

La inecuación dada es equivalente a: (0.8) 16 >(0.8) 40 

como a = 0.8 < 1, entonces los exponentes son desiguales en sentido contrario, es decir: 
3.V-4 4,r-4 


16 40 

3jc-4 jc-1 

-<- => 

8 5 

V24-2jc-jc 2 <jc 


, efectuando y simplificando. 


x < ——, la solución es: 
7 


12 

X 


Solución 


Aplicando la propiedad siguiente: 

^JP(x) < Q(x) o (P(x) > 0 A [Q(x) > 0 A P(x) < Q 2 (x)]) 
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V24-2*-jc 2 <* <=> (24-2x-jc 2 >0 A [*>0 A 2A-2x-x 2 <jc 2 ]) 

<=> (jc 2 +2x < 24 A [jc > 0 A 2jc 2 +2jc > 24]) 

<=> ((jc + 1) 2 <25 A [jc>0 A(x + j) 2 >^]) 

<=> (-6 < jc < 4 A [jc > 0 A (jc > 3 V x < —4)]) 
o x e [0,4] A x e <-oo, -4> U <3 ,+oo> 

~ 7 . 

6.v-4 2jv-3 3.v-4 4.v-2 

@ (0.25)~.(0.5)~ < (0.0625) * .(0.125) ^ 

Solución 


12jc-S 2x-3 6jv-8 4jt-2 

La inecuación dada es equivalente a: (0.5) 3 .(0.5) 4 <(0.5) 3 .(0.5) 3 

12.V-8 2.V-3 6.v-8 4.v-2 

Operando tenemos: (0.5) 3 4 <(0.5) 3 3 

Como a = 0.5 < 1, entonces los exponentes son desiguales en sentido contrario a la 

, 12jc — 8 2jc-3 6jc — 8 4jc-2 

mecuacion, es decir: -+->-+- 

3 4 3 3 


1 2jc — 8 2jc-3 10x-10 . . 2jc + 2 2jc-3 a 

-+->-, simplificando: -+->0 


8jc + 8 + 6jc-9 
12 


>0 


14x - 1 > 0 => jc > —; la solución es: 
14 


X +< —,+oG > 


32 ^>( 4 2 '. 8'- 2 ) 2 ' 5 


Solución 


— 

La inecuación dada es equivalente a: 2 5 .2 2 > (2 4v .2 3v_9 ) 2/5 , de donde 
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jr+ll 14.V-18 

2 2 >2 5 , 

jc + 11 1 4jc — 18 

- > - 

2 5 


como a = 2 > 0, entonces: 

=> 5x + 55>28x-36 => 


91 


x < —. 


23 


La solución 



(26) Si — < x < 1, Demostrar que: — < X + -- < — 
2 8 x + 3 7 


Soiución 


--= 1-(se obtiene dividiendo) 

jc + 3 jc + 3 


— <JC<1 => 

2 

—<x+3<4 

2 

=> 

1 1 2 

— <- < — 

4 x + 3 7 

=> 

2 1 

-<-< 

7 x + 3 

1 

~4 

, 2 , 1 , 1 
7 x + 3 4 


5 x + 2 3 

— <- < — 

=> 

3 5 x+2 3 6 

-< — < < — < — 


7 jc + 3 4 8 7 a' + 3 4 7 


3 

1 iliiiil 


@ <^ 5+7 

Solución 


4Í~^<$¡5^ o (1-a>0 A jc + 5>0) A (VÍ~--Jc) 2 <(tfx~+5) 2 


<=> (a<1 A x > -5) A (1-jc<V* + 5) •••(!) 


-s/a + 5 >1-jc o [a + 5>0A (1-a<0v(a + 5>0Ajc + 5>(1-a 2 ))] 


o [x > -5 A(x > 1 v (x > -5Ajc + 5 > 1 - 2* + x 2 ))] 
o [x > -5A(a > 1 v (a > -5Ajc 2 -3jc - 4 < 0))] 
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o [jc>-5 A (jc > 1 v (jc > -5 A x e [-1,4]))] 

<=> [jc > —5 A (jc > 1 v jc g [-1,4])] 

<=> [a' > -5 A x > -1] => x > —1 => jc g [-1, oc > 

ahora (2) en (1) se tiene: (x < 1 A x > -5) A x e [-l,+oo> 
x e [-5, 1] A x e [-1 ,+oo> 

•n/3x + 7 -Va'-2 >9 

Solución 


...( 2 ) 


a x g [-1,1] ; 


Calculando el campo de existencia 3x+ 7 £ 0 a jc - 2 > 0 <=> x> A x > 2 

por lo tanto x g [2,+oo> es el campo de existencia 

V3x + 7 >9 + V*-2 o jcg[2,+oo> A [3jc + 7 <81 + 18V*-2 + jc — 2] 

<=> jcg[2,+oo> A (jc-36<9-v/*-2) 

<=> jc g[2,+oo> A x 2 — 1 53jc + 1458 < 0 


ro a , 153 ^ 17577 

<=> jcg[2,+oo> A (jc-)" <- 

2 4 


153-^17577 153 + V17577 

<=> X G [2,+00 > A - < JC <--- 







>o 


Solución 


Calculando el campo de existencia 
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(x — 1>0 a x — 2>0) a (9-x 2 >0 a x>0) 

(X > 1 A X > 2) A ( X 2 < 9 A X > 0) 

(x > 1 a x > 2) a (-3 < x < 3 a x > 0) 

x>2a0<x<3, de donde x e [2,3] es el campo de existencia. 

Como 4x-l + -Jx-2 >0 . V x e [2,3] 

a/x-1 + a/x- 2 . -s/jf-1 + V *-2 1 1 

—- <0 => — . -. - — .■ > 0 .—==— ;- 

V9-x 2 --Tjr V9-JC 2 —v/7 VJf-l +Vx-2 Vx-l+V*-2 

simplificando - 7 =!=- >0 o V9-Jt 2 -a fx > 0 

de donde -v/3c <-\/9-x 2 => x<9-jt 2 


.v 2 +.v-9 < 0 


1 37 

(jc + —) 2 < — (completando cuadrados) 


. 1 -. 37 -v/37 1 -737 V37+1 V37-1 

(jr + — )• <— =>-<jt + — <- =>-< x <- 

2 4 2 2 2 2 2 


, . . ■• V37+1 V37-1 n, n 

Luego la solucion es: x e< - ,-> a [2,3] 





V2-V3 + X <V 4 + JC o 


Solución 

(2-^3 +x >0 A 4 + jc>0) A (2-^/3 + jc <4 + x) 


<=> (V3 + jc < 2 A jc > -4) A (V 3 + Jt > -x-2) 


...( 1 ) 
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-n/3 + x <2 <=> (3 + í>0A3+jí<4) 

o (x >-3 A x < 1) => x g[-3,1] ...(2) 

a/3 + jc > -x-2 <=> jc + 3 > 0 A [-x-2 < 0 V (;c + 3 > 0 A jc + 3 > (x + 2) 2 )] 

<=> jc > -3 A [jc > -2 V (jc > -3 A jc 2 +3jc +1 < 0)] 

<=> jc>-3 a [x>-2 v (jc>3 a (jc + —) 2 <—)] 

2 4 

<=> j>-3a[x>-2v(x>3a~<kÍ^)] 

^ , r , ^5+3 45-3 . 

o ,x>-3 a [,x>-2 V xe<-,->1 

2 2 J 


V5+3 

<=> jc>3 a xe<-,+oo> 

2 


45+3 

X€<-,+Q0> 

2 


..(3) 


Luego de (2), (3) en (1) se tiene: 


-^2—Ñ/x+T < V4 + JC <=> (JC € [-3,1] A JC > -4) A JC €< -' ^2" ' " ’^ 00 > 


r , n V5+3 

<=> JC G [-3,1] A JC G<---,+00 > 




© 




JC 4(.c-l) 4c + 12 


Solución 
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A la inecuación dada expresaremos así: 



13 


1 


— > 0 , efectuando operaciones 


13(x+3) + x(x - 1 ) - 1 2(x - l)(x+3) 


4(jc— 1) 4(x+3) x 

13x 2 +39x + x 2 -x-12(x 2 +2x-3) > 

4x(x-l)(x + 3) 


4(x-l)(x + 3)x 


>0 


2x 2 + 14x + 36 
4x(jc - l)(x + 3) 


>0 


> 0 , simplificando 

+1 x -f 18 


x(jc-1)(jc + 3) 


>0 


w r> *> n i o a JC“+7x+18 

Vx 6 R, jc"+7a- + 18>0 entonces: —— 7 --— 0 


1 


1 


x(x — 1 )(jc + 3 ) jc(jc - 1)(jc + 3) 

>0 o jc(jc-1)(jc + 3) > 0 , para x * 1 , -3, 0 


>0 


jc(jc — 1 )(jc + 3) 

resolviendo la ecuación x(x — l)(x + 3) = 0, de donde, r x = -3, r 2 = 0 , r 3 = 1 




-3 


0 


1 


P(x) 

como la ecuación es de la forma - - > 0 la solución es la unión de los intervalos donde 

Q(x) 

aparecen los signos (+), es decir: 


3 13 

- +-> — 


JC — 1 JC + 1 X 

Solución 

La inecuación dada escribiremos en la forma: 


3 1 3 3jc 2 +3jc + jc 2 -jc-3jc 2 +3 . A 

- +- >0 <=> - >0 


jc -1 jc +1 x 


jc(jc—1)(JC +1) 
JC 2 +2jc + 3 


jc(jc — 1)(JC + 1) 


>0 
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como VxgR, x 2 +2jc + 3 > 0, entonces 


@ 


jr+2x + 3 
x(x—1 )(JC + 1) 

1 


>0 0 


1 


>0 


jc(jc — 1)(jc -h 1) 

>0 <=> x(x — l)(x+ 1)>0, para x*-1,0,1 


x(x — \)(x +1) 

Ahora resolviendo x(x - 1 )(x + 1) = 0, de donde r x = -1, r 2 = 0 , r 3 = 1 


-1 0 1 


Como la inecuación es de la forma 


P(x) 

Q(x) 


> 0 la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (+), es decir: 


2v-25 2jc + 11 1 

-+--->- 


2(x 2 +2x-3) 2(x 2 -1) x+3 

Solución 

La inecuación dada escribiremos en la forma: 
2x-25 2jc + 1 1 1 


2(x 2 +2x-3) 2(x 2 -1) JC + 3 


> 0, factorizando en el denominador 


2jc- 25 2x + ll 1 A r 

+ ------ > 0, efectuando operaciones 


2(jc + 3)(jc — 1) 2(jc -1)(* +1) jt + 3 

(2x - 25)(jc +1) + (2jc +1 1)(jc + 3) - 2(jc - l)(x +1 ) 
2(.v-1)(jc + 1)(jc+3) 


> 0, simplificando se tiene: 


c“ -3x + 5 

> 0 , como V x € R, x 2 -3v + 5 > 0, entonces: 


(v-l)(v + l)(v + 3) 

v 2 -3v + 5 
(v-l)(v + l)(v + 3) 


>0 <=> 


>0 


(v-l)(v + l)(v + 3) 
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1 


(*-!)(* + !)(* +3) 


>0 » (x—l)(x + l)(x + 3) > 0, x *-3,-1,1 


encontrando las raíces de (x - l)(x + l)(x + 3) = 0, donde r, =-3, r 2 = -1 ,r 3 =1 




-1 


P(x) 

Como la inecuación es de la forma —— >0 la solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 


donde aparece el signo (+), es decir: |jjpÍIIIIPSÍÍÍ^É|^| 


(x-1) 2 -(x + 2) 2 
U-2) 2 (x +1)” 


>0 


Solución 

Por medio de la diferencia de cuadrados se tiene: 

[(j:-l)-Ut2)B.-l)-Uxt2)] a simplificando. 

[(.v - 2) - (x +1 )][(jr - 2) + (x +1)] 


3(~’ v +1) >0 o (2x + 1 )(2x — 1) > 0 para x * — 
-3(2x-l) 2 


encontrando las raíces de (2x + l)(2x - 1) = 0, de donde, r, = —, r 2 


V~A/ 




1/2 


1/2 


P(x) 

Como la inecuación es de la forma --> 0 la solución es la unión de los intervalos 

Q(x) 


1 l 


donde aparecen el signo (+), es decir: 






















80 


Ednardo Espinoza Ramos 


jr +5 jc 3 -20,t-16 
x y + 2x 2 -13jc + 10 


<0 


Solución 


Factorizando tanto en cl numerador y denominador. 

U-2)(x + 2)U4l)(x + 4) ^ ci ^ 

-<0, para x*-5,1,2 

(jc + 5K*-2)(jr-l) 

la inecuación dada es equivalente a: 

(x-2)(x + 2)(x + l)(x + 4)(x + 5)(x-2)(x- 1) < 0 para x*-5,1,2 
(jc - 2) 2 (jc + 2)(jc + l)(x + 4)(jc + 5)(x +1) < 0 para x * -5,1,2 
como V x e R, x * 2, (jc-2) 2 > 0 entonces 

(x + 2)(x + l)(x + 4)(x + 5)(x — 1) <0, para x*-5,1,2 

encontrando las raíces de (x + 2)(x + l)(x + 4)(x + 5)(x - 1) = 0 , de donde: 

r x = -5, r 2 = — 4 , r 3 = -2 , r 4 = -1, r 5 = 1 




-5 


Como la inecuación es de la forma 


Pix) 

Q(x) 


< 0 la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (-), es decir: ,x g < -ag, <! -I» 1 > 


t2.v-1 -j 4-x 

Solución 

La inecuación dada expresaremos en la forma 

3 2.V-K4-X--6X+! >3 (2W-2) ?dedonde: 3^4 >3 2, 2 -3,-2 
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como a = 3>0 => -5jc + 4> 2x 2 -3x-2 , de donde 


2,c 2 -2af-6<0 o c 2 +c-3<0 , completandocuadrados x 2 +x + -^-<3 + -^- 


, 1 , 13 VÍ3 1 VÍ3 

x+-r <— o-< x h— <— 

2 4 2 2 2 


VÍ3 + 1 -x/í3—1 , . , 

-< x <-, de donde 




+- >- 


2x 


x 2 -5x + 6 2x 3-4x + 


Solución 


A la inecuación dada expresaremos en la forma 
1 2x 




x 2 -5x + 6 2x 3-4x + jc 


> 0 , efectuando las operaciones: 


2x 2 (x-\) + (x-2)(x-3)(x-l)-4x 2 (x-2) „ A 

------- > 0, desarrollando: 

2x(x - 3 )(x - 2)(x - 1) 


2* 3 -2x 2 +jc 3 - 6a' 2 + llr-6-4.v 3 +8jc 


3 , 


2x(a-3)(jc-2)(jc-1) 


- > 0 , simplificando 


jc 3 -1 1jc + 6 


<0 <=> 


, 3-VÍ7., 3 + VÍ7 v 

(x - 3)(x + —-—)(x + ) 


x(x-3)(x-2)(x-l) x(x - 3)(x - 2)(x -1) 

3-VÍ7,, 3 + Vn, 


-<0 


para x * 3 se tiene 


(x + v *' )(x + ~ ' v " ) 

_2_2_ 

x(x - 2 )(x -1) 


-<0 


7~V^T 


-3-V7 -3 + V7 


0 


2 


2 
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Como la inecuación es de la forma 


^I<0 

Q(X) 


la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (-) es decir^ p <-r^S^siPlWÍi|iÉ 



1 

— < 
5 


,v -3 

JC + 1 


2 

< — 
3 


Solución 


Aplicaremos la propiedad siguiente: 


a<b<c a<b A b<c 


1 jr-3 2 1 jc — 3 x-3 2 

— <-<— «• —<- A -< — 


5 jf + 1 3 


5 jr + 1 x+1 3 


Jr-3 1 . . jr-3 2 

<=>->0 A-<0 


jt + 1 5 


jr + 1 3 


5jc —15— jc —1 A . 3t-9-2jt-2 
<=> ->0 A -<0 


5(jc +1) 


3(jc + 1) 


Jt-4 jr-11 

<=> ->0 A -<0 


jt + 1 


jc + 1 


<=> (x — 4)(x + 1) > 0, x *-1 A (x— 1 l)(x + 1) < 0, x *-1 


ahora encontrando las raíces de (x - 4)(x + 1) = 0, de donde >\ = —1, r 2 = 4, 
r, =-l, r 4 =11 




A 


-1 11 


de acuerdo a la forma de la inecuación la solución es: 

x e <-oo,-l> U <4,+oo> A xe <-!,!!> 
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-1 

o- 


4 11 

-o 


I* 


.c 4 5x 2 +36 

<- 


x -16 x 4 -16 

Solución 

A la inecuación dada escribiremos en la forma 
JC 4 5 jc 2 +36 


.r 4 -16 x 4 -16 
U 2 -9)(x 2 +4) 


<0 <=> 


.v 4 -5x 2 —16 


x 4 -16 


< 0, factorizando 


(x 2 — 4)(jc 2 +4) 


n jc 2 -9 . 

<0 <=> —-- <0 

x 2 -4 


(jf + 3 )(jr- 3 ) 


<0 o (x + 3)(x-3)(x + 2)(x-2)< 0, parax*-2,2 


U + 2)(.c-2) 
ahora cncontrando las raíces de: 

(x + 3 )(x - 3)(x + 2)(x — 2) = 0 de donde r { = -3 , r 2 = -2, r 3 = 2 , 


r 4 =3 




-3 


-2 


como la inecuación es de la forma 


P{x) 

Q(x) 


< 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen los signos (-), es decir: 




( 40 ) (.c- 9) 2 "(1 — jc' 1 ) ln *' (x 4 -9) < 0, sin>l,neN 

Solución 

Para x*9, (x-9) 2 ”>0, (l-x 3 ) 2 ">0, parax^l. 

Entonces a la inecuación dado se puede simplificar, es decir: (1 -x 3 )(x 4 -9) < 0 
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Factorizando (jt-l)(jt 2 +.v + l)(jt-'\/3)(jt + ~j3)(x 2 +3)>0, x* 1,9 
como VxgR, ;t 2 +jt + l>0, jt 2 +3>0 
entonces (x-\)(x-^¡3)(x + *J3) > 0, x*l,9 
ahoraencontrandolasraícesde: (x- \)(x-^3)(x + ^¡3) = 0 


j 


dedonde: r¡ = - V3 , r 2 = 1, =-V3 <- \/ X/^. ' \/ ^ ». 

—73 1 V3 

Como la inecuación es de la forma P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 
donde aparece el signo (+), es decir: 


1.34 EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

I. Resolver las siguientes inecuaciones 
(7) -1 < -3 + 3x < 2 


2 5 

Rpta. 

3 3 


© 

© 

© 


.v 1 , 1 

->2x + — 

2 4 3 


-3x + 4 < 4x +5 


2.v + 6 x _ 

-<5 

3 4 


5x — 2 < 1 Ox + 8 < 2x — 8 


-i,3.v-ia 

5 4 3 


Rpta. <-oo,-> 

18 


Rpta. [—— ,+oo > 


o . 36 

Rpta. <-oo,—> 


Rpta. 4> 


1 7 

Rpta. [—.—] 
60 36 


© 


• v . + ,a>b>0 


a 2 -h~ a + b a-b 


„ 5a + 5b 

Rpta. < -oo,-> 

\ + 3a-3b 
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® 

© 

© 

© 

II. 

® 

© 

® 

© 

© 

© 

© 

© 


— + 4 > — + 2jc , a>b>0 
3 a 6 b 


- 6-3a* , 

2x -i- -< 4 


X X , A 

— + — > 1 + —, c>b>a>() 
a b c 


2a-6 


3a + 8 


3(x - 5) - 4(4 - 3x) > 2(7 -x) - 3(x - 5) 
Resolver las inecuaciones siguientes: 

2a 2 -6 a + 3 < 0 

2a 2 +6a—9 < 0 

9a 2 + 54a > -76 


Rpta. <-oo,- 


24 ab 


5a + \2ab-4b 
Rpta. < -oo,2 > 
abc 


J 


Rpta. < 


ac + bc-ab 


-,+oo > 


„ 38 

Rpta. <-oo,—> 


Rpta. <3,+oo> 


„ , 3-^3 3 + ^3 

Rpta. <-,-> 


,, 4 -3-3^3 -3 + 3-V3 

Rpta. <-,-> 


„ , 9++5 V5-9 

Rpta. < -oo, -> U < -,+oo > 


-4.v 2 +4.V + 3 > 0 
4.v : +9.V + 9 < 0 
4.v 2 -4.v + 7 > 0 


.v 4 -2.v 2 -8< 0 


-4.v 2 - 8 < —12.v 
.v 2 - 2-v/Jjr-2 > 0 


1 3 

Rpta. <-,—> 

2 2 


Rpta. cj) 


Rpta. Vag/?-{-( 


Rpta. <-2,2> 


Rpta. <-oo,l> U <2,+oo> 

Rpta. < -oo, -y/3 - > U < V3 + -v/5 ,+oo > 
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© 

3.v 2 -X.v+ll>4u-l) 

Rpta. VxgR 

© 

3.y 2 - IO.y + 3 < 0 

Rpta. < - .3 > 

3 

© 

jy(3.y + 2) <(.y + 2) 2 

Rpta. <-oo,-1> U <2,+oo> 

© 

4a 2 -Sa +1 < 0 

D , 2-^3 2 + ^3 

Rpta. <-,-> 

2 2 

© 

5.y 2 -1 4.y + 9 < 0 

Rpta. [l.|] 

© 

.y 2 + 3.Y + 2 > 0 

Rpta. <-oo,-2> U <-1 ,+<x)> 

© 

1-2.Y-3.Y 2 >0 

Rpta. [-1.1] 

© 

3.v 2 - 5 .y - 2 > 0 

Rpta. < -oo,- > U < 2,+oo > 

@ 

(.y 2 +2.y)(.y 2 — 1) — 24 > 0 

Rpta. <-oo,-3> U <2,+oc> 

© 

x(x — 3 )(x — 1 )(x + 2) > 16 

D . 1—733 ,, 1+^33 

Rpta. <-oo, - >U < -,+qc> 

2 2 

© 

.v 2 + 2.v 2 — ,v 2 + 4.v - 6 < 0 

Rpta. <-3,l> 

© 

(JY 2 + .Y- 6)(4.y- 4-.v 2 ) < 0 

Rpta. <-oo,-3] U [2,+oo> 

© 

2.y 3 +3jy 2 -11jy- 6>0 

Rpta. [-3,- y]í/[2,+oo > 

© 

.y 1 -3 y 2 — 1 3jy + 15 > 0 

Rpta. <-3,l> U <5,+oo> 

© 

.y 4 -4.y 2 -.y 2 + 16.v - 12 > 0 

Rpta. <-oe,-2> U <1,2> U <3,+oo> 

© 

.Y' +3.v 4 -5.V' - 15.V 2 + 4.v + 12 > 0 

Rpta. <-3,-2> U <-!,!> U <2,+qo> 
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( 27 ) 

@ 

® 

® 

6 ¡) 


JC 5 -6.v 4 -.v 3 +29 jc 2 +8jc-15 < 0 

Rpta. < -oo. >u<- 1. - ~ 1 - >U< 3.5 > 

2 2 

(jc 2 -2jc-5)(x 2 -2x-7)(x 2 -2x-4)> 0 

Rpta. <-oo, l-2o/2 >t/<l-o/6, l-o/5 > t/ < 1 + ^5, 1 + a /6 > 

„c 5 - 2.c 4 - 1 5x 3 > 0 Rpta. <-3,0> U <5,+oo> 

(.c 3 -5.v 2 + 7.V-3K2 -x) > 0 Rpta. [2,3] 

(x - a)(x - b)(x - c)(x — d) < 0, si a < b < c < d Rpta. <a,b> U <c,d> 
(jc 2 + 6jc — 1 )(jc 3 -2x 2 -2 x + 4)(jc + 5) 5 > 0 

Rpta. < - 00 ,/ 3 -o/ÍO > U < -5,-72 >U< — 3 +-n/T0,-s/2 >U < 2,+oo > 


32) (6x+3) 2 (x 2 /-1) j (3x-5) 7 <0 


Rpta. < -oo,-l > U < 1, 


<s> 

© 


( 35 ) 

® 

(37) 


(38) 

( 39 ) 


(3-x) J (x 2 — 1) 2 (l-x) 5 x > 0 


x 4 —2x 2 -3x-2>0 


x 4 -3x 3 +5x 2 -27x-36<0 


4 "> 

JC <X 


(2x 2 - 4x - l)(3x 2 - 6x + 4)(x 2 + 4x - 2) > 0 


Rpta. <-0,l> U <3,+oo> 
Rpta. <-oo,-l] U [2,+oo> 
Rpta. <-l,4> 

Rpta. <-!,!>- {0} 


Rpta. < -oo,-2 —\¡6 >U < ^ ,-2 + V6 > (7 < ■ *+°° > 


jc 5 +8x 4 +12 x 3 -x 2 -8x-12 > 0 


Rpta. <-6,-2> U < 1 ,+oo> 


(x“ -1 )(x“ + 9)(x + 4)(x -5) > 0 


Rpta. <-oo,-4> U <-l,i> U <5,+oo> 


iT) | m 
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(4«; 

© 


{42) 

( 43 ) 


Í47 ) 


III. 

O 

© 

© 

© 

© 

© 


(x + 2)(x + 3)(x - 4)(x - 5) > 44 

v 6 +6.v 4 +9.v 2 + 4 > 0 

x A -3.v 2 -6.v-2 < 0 

,v 5 - 6.v 4 -17.v 3 +1 Ix 1 + 6v -1 > 0 

-3-45 -3 + 45 


Rpta. V x e R 
Rpta. VxgR 
Rpta. <1-42,1 + 42: 


Rpta. < 

2 2 
v 4 -2.v 2 + 8.v -3 > 0 

v 4 -2v 3 -5v 2 +10v-3 < 0 

(x-7)(x — 3)(x + 5)(x + 1) > 1680 

(x + 9)(x —3)(x - 7)(x + 5) < 385 

Resolver las ecuaciones siguientes: 

x +1 x 

_ < - 

2-v 3 + v 

1 4 


> U < 4 — v/Í5.1 > U < 4 + VÍ5 ,+00 > 


3jc — 7 3 - 2x 


x + 2 >£1+! 


x-2 


a-2 ^ A 


a+4 a-2 


v 3 -4 v 3 -2 

~ 3 — 7 <— 3—7 
A +2 A" +1 


a-1 ^ 2a a 


Rpta. < -oo,-l-V2 > U < -1 + V2,+'X>> 

Rpla . -j^/3 3-j5 

2 2 2 2 

Rpta. <-oo,-7] U [9,+oc> 

Rpta. [-l-V71,-4]C/[2-1+^/7!] 


Rpta. <-oo,-3> U <2,+oo> 


A A + 1 A - 1 


3 31 7 

Rpta. <-,—]£/<-,+ 00 > 
2 14 J 3 


Rpta. <2,+oo> 


Rpta. < -oo,-4 > U [— ,2 > 


Rpta. <-2,0> U <0,+oo> 


Rpta. < -oo,-l > U < 0,1 > 
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© 

® 


.t 2 +2 Jt 2 +1 
jt 4 +1 ^ jr 4 +1 


x 2 -2.t < x + 8 
.v-4 " 2 

L< 3.Í + 1 

X 


<4 


Rpta. VxgR 


Rpta. <-oo,4> 


Rpta. <-oo,0> U < 1 ,+oo> 


© 


x- + 8 ' 5jt-8 
jt + 4 “ 5 


jt + 4 .t-2 


jt" + 4.t + 4 jt" - 4 


Rpta. <-4.6] 


Rpta. V x e R - {-2,2} 


© 


1 2 

<- 


.t + 1 3.t-l 


1 2,t 2 -3.v + 3 

-<- 


2 (jc-2)(2jc + 3 ) 


Rpta. <-oo,-l >í/<-J > 


3 7 

Rpta. < -oo, — >U < 0, — > U < 2,+oo > 
2 6 


© 


© 


2.t-l 3.v-l . .t-7 

-+-< 4+- 


.t +1 .t + 2 .v -1 

jt . .t - 3 


Jt 2 + 4 ,t 2 +jt + 4 
(Jf 2 - 2)(x+5 )(jt - 3) 


.t(jt 2 + 2)(.t + 3) 

(6.t + 3) 2 (jr +1) , (3 jv- 5) 7 
(.t + 6)" (2jt + 3) 1 

(4,t + 2) 2 (.t 2 +2) 5 (2,t-8) 9 
(.t + l) 2 (2.t + 5) n 

jc + 4 jc - 2 


Rpta. < -2, — > u < -1,1 > u < 5,+oo > 
4 


Rpta. (j) 


> 0 Rpta. < -oo,-5 > U < -3,—Jl > U < 0, a/2 > U < 3,+oo > 


>0 


<0 


jc-5 jc + 3 


Rpta. < -oo,-6 > U < -6,- —>[/< — ,+oo > 

2 3 


Rpta. <-|-,4>-{-l-y} 


Rpta. < -oo,-3 > U < - — ,5 > 
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© 

7 1 0 
-+-< -2 

x—4 x+2 

Rpta. <-3,-2> U <1,4> 

© 

(x' + x - 6)(x 2 - x - 6) 

(x~ — 4)(x" -2) 

Rpta. < -oo,-3 > U < s¡2 , V2 > U < 3,+oc > 

© 

x-2 x 2 

< 

x + 2 ,y 2 +2 

Rpta. <-2,+oc> 

@ 

5 1 0 
x + 3 x -1 

Rpta. <-3,-1 > U < 1,2> 

@ 

7> 3 * +I > ] 

X X 

Rpta. [-1,0 

® 

x l~ 2x+3 >-3 
x - - 4x + 3 

3 

Rpta. < -oo,l >U < — ,2>t/< 3,+oo > 

© 

2x 4 +7X 1 +8x 2 +6x + l n 

—í-3 -^;- >() 

6x 5 +17x 4 + 23x 3 +18x 2 + 7x +1 



_. -5—yry ... 1 1 -5+vn 

Rpta. <-,-l >{/ < - ,— >U < - ,+oo> 

2 2 3 2 



7 

x — 1 



Rpta. <-oo,-l > t/<-j,l >{/< 2,+oo > 


12.Y 5 -35.t 4 -53.V 3 + 53x 2 +35x-12 
.y 6 +1 5jc 5 +78x 4 +155X 5 +78.v 2 +15.Y + 1 


<0 


Rpta. <- 00 , 5 ^ >U <---->U < 5 + ^ ,2-a/3 >U<l,2 + JÍ > 
2 3 4 2 


2x-l .v + 2 x — 1 

> 


x + 4 3 -a a + 3 


Rpta. <-x,-4> U <-3,3> 


,3 7 4 S 

1+JY ,Y-X +X — X 

-:->-;-+ 9 


(1 -X' )(1-.y) (1-.y)'(1+.y) 

Rpta. < -oo.-l - ^3 > U < -1 + -%/3,l > U < 1,2 > U < 2,+oc > 


























/ 
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© 

4x 4 -20jc 2 +8 
x 4 ~5x 2 +4 <8 

Rpta. < —s/ó,— 2 >(/<-' 

© 

(JC-1) 2 (JC 2 -1)(A 4 -1) _ 0 
(jc 4 +1)(x-2) 

Rpta. <2,+oo> 

© 

(.V 2 +5.v + 6)(x 4 — 16)(.v 2 -4JC-12) 

( 1 — 3jc ) 3 (jc — 1)( jc 2 +1) 



Rpta. < -oo,-3 > U < -2, j > U < 1,2 > U < 6,+oo > 

© 

4 jv-2 _ 4 

4-jv 5 ^ x 

Rpta. <0,2> U <4,+oo> 


3x 2 + 7x + 5 ^ 
x 2 +3x + 2 “ 

Rpta. <-2,-1 > 

® 

(x 2 +x-6)(x 2 -x-6) 

(x 2 -4)(.v 2 -16) 

Rpta. <-4,-3] U [3,4> 


Rpta. 


(1 +jt+ x 2 )(2 — jc — A' 2 )(x 4 - 2x 2 -3x-2) 
(2x~ -4.v-1)(3jc 2 — 6jch- 4)(jc 2 +4x-2)(jc 2 -7) 


<0 


<-»,-V7 > C/ < -1 -2]C/[-l»-V6 + 2>U <^y--l,l > t/[2.V7 >U<-j6+ 2,+*>> 


.v 12 ,v+l 
< — < 


jr + 1 19 jc + 2 

(jf - 3)( jt + 2) 2 (x+l)(ac - 4) 


„ 5 12 

Rpta. < —,— > 

7 7 


>0 


jc(jc + 2)(a-- —3)(jc + 3)(jc +4) 

Rpta. < -oo,-3](/ < -2,-o/3 > (/[-1.0 > U < o/3,3]í/[4,+oo > 


.v + 2 ^ jv- +2 
- > - 

X-2 r 2 


Rpta. <2,+oo> 
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2 

.x- + l 


3 

+- 

x —1 


> 


x + 5 
\-x 2 


Rpta. <l,+oo> 


2x 


; 2 -5.v + 6 2-x (3-x)(l-x) 


Rpta. <-oo,-6] U <2,3> 


@ 


3 

_ < - 


13 1 

- + - 


x 4(x-l) 4.v + 12 

( x 2 +4jv + 4)(jc-9) 2 
(1 1-jc)(jc 2 +5) 


3 13 

- +-> — 


<0 


x -1 X + 1 JC 


_ t . 31 + V889 - 7889 —31 n . 

Rpta. [----3 > U[ --- fi>U< l,+oo > 

Rpta. <11 ,+oo> 

Rpta. <-1,0> U < 1 ,+oo> 


Í6) Ü<, Rpta. <-2,+oo> 

jc + 2 


© 

(x 2 -5)(x 2 + 7) 

(x 2 +.v + l)(x 2 — 3 jc + 2) 

Rpta. < -oo,—y/5]i/ < 1,2 > C/[V5,+» > 

@ 

+ .>• 
x -x-6 

Rpta. <-2, 2-VÍO >í/<3, 2 + 7Í0 > 

© 

x 2 -3.V + 2 , 

“5- <2 

x 2 -4x + 3 

Rpta. <-oo,3> U <4,+oo> — {1} 

® 

2x-25 ^ 2 jc + 1 1 _ 1 

2(.r 2 +2x-3) 2(x 2 -1) " x + 3 

Rpta. <-3,-l> U <l,+oo> 

© 

.v 2 +4.V + 4 ^ 

.v 2 -4.v-5 " 

Rpta. <-oo,-l > U <5,+oc> 

© 

w :‘<o 

A' — X 

Rpta. <-l,0>U<0,l> 

© 

(2x~ — 8x + 8)(;v + 3) ^ ^ 

.v + 6 

Rpta. <-oo,-6> U [-3,+oo> 



























Sistema de Números Reales 


93 


© 

-2- v + l > o 

x-\ 

Rpta. <l,+ob> 

© 

2v + ' >3 
jr + 1 

Rpta. [-2,-l> 

© 

jc 2 + 4x + 9 ^ 
v 2 -4.v-5 _ 

Rpta. <-l,5> 

© 

x 2 +x + 2 n 

x(x' -x-2) 

Rpta. <-oo,-1> U <0,2> 

@ 

2 3 

- < - 

3a' - 2 x + 2 

Rpta. <-2.->t/<— .+oo > 

3 7 

© 

32 ^ x 4 

x 2 -4 x-2 x + 2 

Rpta. [-4,-2> U <2.6] 

© 

U,-x'- í() 
jc 2 -2v + l 

Rpta. [-1,1> U <1,2] 

© 

jc 2 — x' -8v + 12 
.c 2 +5v-14 

Rpta. <-oo,-7> U [-3,2> 

© 

v 2 +8v-12-* 3 > o 
lx-x 2 -6 

Rpta. [-3,1> U <6.+oo> U {2} 

© 

,c 2 +3.C + 2 jc- 2 
.v-2 v + 2 

Rpta. <-oo,-2> u <0,2> 

© 

1 2 3 

-+- > - 

.v +1 jc + 3 jc + 2 

Rpta. <-3,-2> u<-l,l> 

© 

Jf + 1 - 1 — X 

-2 <- 

1 — X X 

Rpta. <-oo,~l >u<0,-->u<l. 

© 

x 1 +8.C + 24 
jc + 2 

Rpta. <-2,+oo> 


jc + 2 
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© 

© 


IV. 

© 

© 

© 

© 

© 


x-2 2x-3 

■ > - 


x + 2 4x-l 
6 3 7 


<0 


.v-1 v + 1 x + 2 

v 4 -3.v 3 -6.v 2 -28v-24 
40 + (v - l)(v-3)(v + 4)(v + 6) 


■<0 


7 30 7 

-+-< — 


v-4 v + 2 v +1 
2v 2 - 6v + 3 


v 2 -5v + 4 


>1 


2x 2 4-7x + 5 jc 2 +6x + 5 

vi-3v + 2 ¿0 

jc 2 +3x + 2 

3jc 2 -4^ , 

-< jc + 6 

jc-6 

Resolver las ecuaciones siguientes: 


4.v~3 


3*-2 


Rpta. <-oo,-2 >u< — ,l]u[4,+oo> 


3jc 


x 2 -jc-6 


>1 


© 


1 7 i 

- +- <2 


v-2 v+4 


2 -£li>£z2 

v — 1 v-2 


© 


x +1 Ojc + 16 
x — 1 


10 


x-2 


- + 4 > x + 10 


(0.5) 2 >(0.0625) 5 

Rpta. 

1 

< — ,+00 > 

4 

27 r 1 < 9 r+3 

Rpta. 

<-oo,9> 

2.v+l 2 a-2 

(0.2) 2 <(0.0016) 5 

Rpta. 

7 

<-00,—> 

2 

2 Sr ** <16 r " 5 

Rpta. 

<-oo,12> 

-2 2.V-3 ~>4 .v 

3 ' 3 > (3 2r+1 ) (Jt 2) 

3 5r 1 

Rpta. 

1 ^ 

7 

V 


4 
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© 

[(0.5)(0.5) 6 ]' 2 3 <«^ 

8 V 

Rpta. V x e R 

© 

qJ-* 

9 ( ' ')' > 9 

9 Ji \3 

Rpta. VxgR 

© 

jr+ -^8" 3 < x \¡32 2x+s 

Rpta. <-oo,-l>U<l,+oo> 

© 

^¡27 x ~ l <\¡9 x i 

o . 21 i 

Rpta. <-oo-— ] 

© 

Vsi'' 15 <s¡243 x10 

Rpta. < 110,+oo> 

© 

(256) 2 >2 9(j:2 ' g)í .8 3j:+1 .256 5(Jc2 ' 16) 

„ 4 V2293+33 a/2293 

Rpta. <-,- 

86 86 

© 

729' 2 .243 J ^ 243 6 .27 5j:_6 

Ü\ 2x ' 27 4x 

Rpta. <-oo,-l> U <2,+oo> 

© 

3'' .3 2 ' > 27 

Rpta. <l,+oo> 

© 

,r--5 .r-9 

2~ >8~ 

Rpta. <-oo,13> 

© 

5a-+ 3 / 2-v+l 

(0.216) 4 > y (0.36) 6 

Rpta. < -oo T -> 

217 

© 

5 1 

(4 2 ) '--1 >(64)*-' 

7 

Rpta. < -oo,-l > U < 1,— > 

© 

[(0.3) <J " 1)(j:_2> ] + ‘ 3 > [(0.09) '" 2 " 4 ] r2 _9 

Rpta. VxgR 


1 2a+1 

0 . 43 

Rpta. < — ,+00 > 

94 

© 

V(0.00032) 5 " 2 <31(0.2) 2 


19 ) X \Í(^>' 3 - xx lj(Q2) lx ~ 2 


Rpta. <-oo,-3> U <-2,-1] 
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@ (^/(0.16)^ .^(0.0256)^) 2 < ^J/0.004096 


© 

^(0.008)^' > 

x -j¡(0.04) x+3 

Rpta. <1,2> U [3,5] 

Rpta. < -3,0 > l/[i ,3] 

62 

Rpta. <- -2>U < 5,+oo > 

171 

© 

*^(0M) 2x ~ 1 > 

4(0.2) 2 *- 1 

@ 

* + $(0.0016) x+3 

> ' 4(0.2) 4x+1 

@ 

x ^4' 4 > x+ s¡2^ x 

Rpta. <-1,2] C/ < 5,4-oo > 

© 

x+ jJ(0.0l) x ~ 2 < x 

4(o.\) 2x ~ 2 

Rpta. <-3,-l> u [3,+oo> 

© 

x+ ^¡(0.04) 2x ~ l > 

VíO.2) 2 ^ 1 

Rpta. < -3,0 > u < -^- ,3 > 

@ 

(-)'(-) 4jf2+1 
250 5 

<(i)* +2 (J_)* J - 3 * 

5 625 

Rpta. <-oo,-2] u[-y ,4-oo > 

@ 

*^3 X (j)- 2 <* + 

H >x 

Rpta. <-3,3> 

© 


Rpta. <-oo,-3> u <-2,-1 ] 


(2 2v “ 3 )(2 4 " jr ) : 

x++ \¡ 2 2a+ ^ 

Rpta. < -l,4-oo > 

© 

15' _1 <!¡(0.2) x+1 

1 - 

(32) (O.l)* -3 <10 í+3 

© 

2x j/(0.00032) x+2 < x -Mj) 3x -' 

(34) [(0.5) r2 .(0.5) 6 ] (rJ - 3) > ( °‘ 125) 

8 


-y/(0.5) 4jr ' 3 >^/(0.625) 3r ' 2 
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V. 

Resolver las ecuaciones siguientes: 


© 

V3jc + 7 — s/a: — 2 >3 

Rpta. [2,3> U <6,+*> 

© 

© 

Vx + 5 + -/x < 5 

V* 2 — x — 2 <5-x 

Rpta. [0,4> 

Rpta. <-oo-l] (/ [2,3 > 

© 

-Jx- 9Vx+118>0 

Rpta. [0,81] U [1296,+oo> 

© 

x + 2<V-t 3 +8 

Rpta. <-2,0> 

© 


Rpta. [^ + 6,8] 

© 

Vjc 2 -1 < ^JC + l 

Rpta. [1,2> 

© 

V2.t-9<3-.t 

Rpta. 4) 

© 

V3.r + 7-Vx-2>9 

Rpta. 

© 

© 

© 

(.t-4h/jr -2x + 2 
x 2 +2 

Vx 2 -2x-15 >x + 1 

-s/3x-6 > -V4x -12 

Rpta. <-oo,4] 

Rpta. <-oo,-3] 

Rpta. [3,+oo> 

© 

V5a-3 -Va-1 0 

Rpta. [l,+oo> 

© 

St| 

i 1 

^ 1 

IV 

Rpta. [64.+oo> 

© 

V.V'-1 +a/x-2 ^ 0 

V 9 -A 2 -Va 

Rpta. 

© 

Va-3+V6-a<Va + 1 

Rpta. <3,+oo> 
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© 

V*-“l + *Jx-3 >^Jx + \ 

Rpta. <ü, 5] 

@ 

44x-3+^6-Jx 

'yj'Jx +1 

Rpta. [9, 84+lWJ ) 

Rpta. <^1^,1] 

© 

^¡4-^]\-x -^2-x >0 

© 

‘y]x 2 — 1 4jc- h 13 > Jt-3 

Rpta. <-oo,3] 

© 

V-í 2 +3.t + 4 >f) 

VÍT + Vx 2 -4 

Rpta. <-oo,-2] U [2,+oo> 

„ 1, 

Rpta. <-oo,— ] 

© 

V-Jt + 2 <^¡-4x + 2 + ^]-9x + 6 

@ 

^625-x 2 V* 2 -4(x+4)®(* 2 -1) 2 
jc 3 — 2jc 2 -x + 2 

Rpta. [-25,-2] u<-l.l>u {25} 

@ 

—¡2 — >4x +\ 

4x-\ 

Rpta. <1,2> 

© 

lx + 6 lx + 2 

Í x K ix-\ 

Rpta. <-oo,-6] u<12> 

® 

^Jx 2 — 1 4jc — 13 < x + \ 

Rpta. <-,l]í/[13,+oo> 

4 

© 

-Jx 2 -4lJx + 4 

V* J -4r + 3 " 

Rpta. <-oo,-4] u [2,3> 

© 

> + ^í,-4 

V 2-VATH-4 

Rpta. <J) 

© 

1 -V x-2 

- < - <- 

*-2 x + 4 jc + 1 

Rpta. <8,+oo> 
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@ 

© 

© 

© 

® 

© 

® 

® 

® 

® 

® 

© 

© 


|.v 2 -91 -2 jc 
U' + 5|+5 

4 jc + 4 

-<- 

x-4 x-4 


<0 

<2 


3 ,. 4 ( 3 ,- 4_ 1)<3 ,_ 81 


4x~ 2 -3x-4 
ÍsÍ2\-47 2 -4 


>0 


I P -3.V-4 
V 5-a/í6-jc 2 


>x 2 -2x-29 


32—2jc 
jc + 2 




a/.c 2 -.c-2-2 

2 - 4^4 


> jc — 5 


V.c 2 -6jc + 5 +a/c 2 -7x + 10 < 0 
Vjc 2 -6x + 5 +-\/jc 2 — 7jc + 10 > 0 


-J4--JT+13 < V-c + 5 

V-v 2 — 2jc—1 Síjc 3 -6c 2 +9jc) < 

(jc-1) 4 (jc-2) 5 



V3-3.C <a/21 + 4x-x 2 

Vjc 2 — jc — 1 2(jc — 5)(2jc 2 -3jc-2)<0 


Rpta. <a/Í0-1, 1+VÍO > 

Rpta. <18,+«> 

Rpta. <0,4> 

Rpta. <-5,-2] U [4,5> 

Rpta. [-4,-1] U {4) 

Rpta. [0,4] 

Rpta. [-4,-2] U [2,3] 

Rpta. x = 5 

Rpta. <-oo,l]U<5,+oo> 
Rpta. [-5,3] 

Rpta. [-3,0] u <2.5] 

Rpta. <2.4] 

Rpta. [-2,1] 

Rpta. <-oo.-3] u [4,5] 
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44) ->/4 —s/T^-^ —s/2 — x >0 


© 


@ 


© 


© 


jr -16 


>0 


-\/jf 2 - 3jc + 2 > 2 - jc 


/ jt + 4 
Íx-2 




V24-2jc-jc 2 


<1 


|3jc-9 [5^7 n 

l|— + -/ t7T >0 

1 / 4 — ~J\^x -'Jl -jc >0 


1 


-\/jt 2 -4 jc-5 


t-V;t 2 -9 


> jr-6 


52) V.t 2 — jc—12(jc—5)(2jc 2 -3jc -2) < 0 


R 


f t- +JC-2+3 
V9-jc 2 -1 


> Jt-4 




5jt + 4-2 


V 2—Jx—2 

m-i 


> jt-6 


5-Jt 


jc + 3 


>0 


-y/-t 2 -Jt + 1 <^4-J 


Rpta. <-2,--j> 

Rpta. <-oo,-4> 

Rpta. <2,+oo> 

Rpta. <2,4] 

Rpta. [-6,3] 

Rpta. <-2,l> U [3,5] 

Rpta. <-2,-y> 

Rpta. [-5,-3] U {5} 

Rpta. <-».-3] U [4,5] 

Rpta. < -2 a/ 2, -2] t/ [1, 2-V2 > 

Rpta. [-2,0] U [4,5] 

Rpta. <-3,1 > U [4,5] 

Rpta. <-^3,^3 > 








































Sistema de Números Reales 


101 


© 

sjx 2 +\{x 2 -4x + l) ^ 0 

4x + 4 

Rpta. 

< -1, 2 - V3 > u < 2 + V3, oo > 


-Jx-\ +Vx + 2 ^ n 

V9- A' 2 -4x 

Rpta. 

2 

® 

a/x + 3 + Vjc-6 > n¡6-x 

@ 

V* 2 -2x —s/jc 2 +4jc > 2 

® 

4lx -1 + V3jc- 2 >V4.r-3+V5x-4 

© 

Vjc 2 — 2jc —n/jc 2 +4jc > 2 

® 

a/2x + 3 +V3a'-2 -V2x + 5 < a/3x 

@ 

' / +±±y í - i >0. a>0 

Vtf-JC 2 -Vjc 

© 

a/2x + 3 +a/3x-2 —s/2jc + 5 <^3x 




05 VALOR ABSOLIÍTO." 


a) DEFINICION.- A1 valor absoluto del número real x denotaremos por |x|, y se 
define por la regla. 



Ejemplo.- |7| = 7, |-7| = -(-7) = 7 

b) PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO.- 

(T) |a| > 0, V a e R 0 |a| > a V a e R 

© N = |-a| @ |ab| = |a||b| 

© l¿l=Tí}- b ‘ 0 © |a+b|<|a| + |b| (desigualdad triangular) 


Demostraremos la 6° propiedad, las demás dejamos para el lector. 
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\a + b\ 2 = |(a + b) 2 | =(a + b) 2 =a 2 +2ab+b 2 
<\a\ 2 +2\a\\b\ + \b\ 2 = {\a\ + \b\f 



h*i 2 

<(|a| + |6|) 2 entraices 

|a+b|<W+W 



IM PROPÍEDA0ES BASICAS I 

mwcmmóms mmwm 

X*XvXvX*XvXvX*X .'•>4*>X*!'! , ! , !‘* , X , **X , X , X*X 4 *** , ! < X*X*I , ‘*!*X‘t‘I*X , X*X , X'Xvt*t‘l*XvX*X*XvXvXvrvXvXvX , X*XvXvX* 

ÁMÁ RESQLVER ICmi S 

© 

w 

= 0 <=> a = 0 




© 

w 

= b <=> [b>0 a (a = b v a 

= b)] 



© 

w 

= |b) <=> a = b v a = -b 




© 

Si 

b > 0, entonces: 





») 

|a| < b <=> -b < a < b 

ü) 

|a| < b <=> 

-b < a < b 

© 

Si 

a, b e R se verifica 





i) 

|a|>b <=> a>b v a<-b 

ü) 

|a|>b <=> 

a > b v a < -b 

© 

i) 

|a[=Va 2 

ü) 

|a[ 2 = a 2 



La demosíración de estas propiedades dejamos para el lector. 
Ejemplo,- Resolver la ecuación |4x + 3[ = 7 

Soiución 

|4x + 3| = 7 o 4x + 3 = 7 v 4x + 3 = -7 
i 5 

<=> X = 1 V X = — 

2 

Luego para x = 1, x = son soluciones para la ecuación dada. 
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Ejemplo.- Resolver la ecuación |2x + 2| = 6x -18 

Solución 

|2x + 2| = 6x-18 <=> [6x— 18 > 0 A (2x + 2 = 6x—18 v 2x + 2 = -6x + 18)] 
o [x > 3 A (x = 5 v x = 2)] 


<T 


2 3 5 

Luego la solución de la ecuación es x = 5. 

Ejemplo.- Resol ver la ecuación |x — 2| = |3 — 2x| 

Solución 

|x-2| = |3—2x| <=> x — 2= 3 — 2x v x —2 = -3 + 2x 


o x — — vx=l, lasolución es: {1,—} 
3 3 


. TT „ , , , . 14jc + 11 — Ijc— 11 

Ejemplo.- Hallar el valor de la expresion: - ! -, si x e <0,1> 


Solución 


| 4jc +11 = 


4jc +1 , x > - 

4 

—4jc —1 , jc< — 

4 


:-l| = \ X 1 ’ X>1 

[l-x , X<1 


si x e <0,1 > ==> |4x+l| = 4x+l , |x — 11 = 1 — x 


_ | 4jc +11 — | jc — 11 4jc +1—(1 — jc) 5jc r 

Luego:-= —- 1 = — = 5 

JC XX 


| 4jc +11 — | jc —. 11 


= 5 , para x e <0,1> 


JC 













104 


Ejemplo.- Resolver la inecuación |2x — 5| < 3 

Solución 


Eduardo Espinoza Ramos 


|2x — 5| < 3 o -3 < 2x — 5 < 3 <=> 2<2x<8 
<=> 1 < x < 4 <=> x g <1,4> 

Luego la solución es x g <1,4> 

2x-5 


Ejemplo.- Resolver la inecuación: 


2x-5 

x-6 


|<3 <=> -3 < 


2x-5 

x-6 


x-6 

Solución 

<3 <=> -3 < 


<3 


2x-5 2 jc-5 
- A - 

Jt-6 Jt-6 


<3 


5jt-23 n A jt-13 A 
<=> ->0 A ->0 

jt-6 jt-6 

» (5x—23)(x —6)> 0 A (x—13)(x —6) > 9, x*6 




23/5 


13 


23 


.re<-oo,— >U < 6,+»> A < — xj,6 > l/< 13,+»> 
5 


■•mmmm mmm m Q — 

23/5 




6 13 

-o o- 


23 

La solución es: Jt e< -qo,— > U < 13,h-oo > 

5 


ül MAXÍMOENTERO.- 


Si x es un número real, el máximo entero de x representaremos por [| x |] y es el mayor 
de todo los entero menores o iguales a x, es decir: 
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[| jc |] = máx {n e Z / x > n} 

Para calcular el máximo entero de un número real x, se observa todos los enteros que se 
encuentran a la izquierda de x (o que coinciden con x, en caso que x sea entero) y el 
mayor de todos ellos es el máximo entero[| x |], por ejemplo: 


-10 12x345 


De donde [| x |] =2 
Ejemplo.- Hallar [| 3.7 |] 

Dc ilonüe [| 3.71] = 3 3 ¡ 2 

Si x se encuentra entre dos enteros consecutivos de la forma: 

■4 - Q///////////////t'Q///////////////<D -► 

n x n+1 


Entonces: 


liil 


5 


Ejemplo.- Sí [| x |] = 5 <=> 5<x<6 

[U|] = -5 <=> -5 < x < -4 

NOTA,- Como se podrá observar siempre se toma él numero entero mas próximo a la 
izquierda. 

OBSERVACION.- Por definición de máximo entero se tiene: 

[|x|] = n <=> n < x < n + 1 , neZ 
<=> x g [n, n+l>, n g Z 

Ejemplo.-[| x |] = -4 <=> -4 < x < -3 => x g [-4,-3> 


Ejemplo. : v \ bs’ rd puesio quc todo máximo entero es un numero entero. 







106 


Eduardo Espinoza Ramos 


1 ItQ f|1?T M 4 VfMA A 

1*38* "liUr i/BJw MAaJIVIv JSJX Jt jyKJJ*-* 


© 

[| x |] g Z, por definición 

© 

[| x |] = x o xeZ 

© 

VxgR, [| x |] < x, por definición 

© 

[| x |] < x < [| x |] + 1, V xeR 

© 

0 < x — [| x |] < 1, VxgR 

© 

[|[|x|]|]=[|x|], VxeR 

© 

[| x + n |] = [| x |] + n, n e Z 




En efecto: Sea [| x |] = k, keZ, 

entonces k < x < k + 1 


=> k + n<x + n<(k + n)+l 



=> [|x + n|] = 

: k + n=[|x|] + n 


© 

[| x |] < n <=> x < n + 1, n g Z 

© 

[|x|]<n o x<n, neZ 

@ 

[|x|]>n o x>n, neZ, xgR 

© 

Si yeZ [|x|]<y <=> x<y+l 


^2) V x, y g R, sí x < y o [| x |] < [| y |] 
© [|x + y|]>[|x|] + [|y|] 


C f , c í[l- r l]= w 

En efecto: Sean < 

ln >•!]=» 


m < x < m +1 
n < y < n +1 


m + n<x + y<(m + n) + 2 
entonces [|x + y|] = m + n o m + n+1 

por lo tanto [| x + y |] > m + n [| x + y |] > [| x |] + [| y |] 

Sí ;/gZ + [|nx|]>n[|x|] 

efecto: Sea [|x|] = m => m < x < m + 1 

=> nm < nx < nin + n 


=> [| nx |] > nm 


••• [| nx |] > n [| x |] 
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(l5) Si x e R y neZ + , entonces [|^ü|] = [|-|] 

n n 

Si aybeZ, xgR, entonces se cumple: 


i) a<[|x|]<b =>a<x<b+l 


ii) a < [| x |] < b a < x < b 


iii) a < [| x |] < b => a+l<x<b 

Ejemplo.- 

Resolver la ecuación [| 3x + 1 |] = 2 

Solución 


[| 3x + 1 |] = 2 n> 2 < 3x + 1 < 3 


12 r l 2 

— < x < — entonces x e [—> 
3 3 3 3 


Resolver la inecuación [| 5x |] < 3 

Solución 

3 3 

[| 5x 1] < 3 => 5x < 3 => x < — /. jcg<-oo,-> 

5 5 

[|2x |] < x 

Solución 

Sí x < 0 => 2x < x => [| 2x |] < 2x < x 

Es decir [| 2x |] < x S } =< -oo,0 > 

Sí 0<Jt<y => 0<2x<l => [| 2x |] = 0 < x 

Es decir [| 2x |] < x .*. S 2 -< 0, -- > 

Si jc> y => 2x>l => [|2x|]>l esdecir: [|2x|]*x .*. S^ - ó 

.*. S =< —oo,0 > u < 0, — > 
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® [|2x |] < [| 4x |] 

Solución 


Sí 


0<x< — 
4 


f[|2*|] = 0 

|[|4x|] = 0 


=> 0 < 0 falso 


Ahora sí x > — => 
4 



4x > 1 


[| 2*|]>0 

[|4x|]>l 


Entonces [| 2x |] < [| 4x |] S = [— ,+*> > 

4 

© [I -5x |] < [| x [] 

Solución 

1 í 0 < 5 jc < 1 

Sí 0<x<— => \ => -1 < -5x < 0 => [|-5x|] = -l y -1<0 

5 l[|x|] = 0 

.-. 5,=<0,j> 

Sí .r > j => -5x < x => [| -5x |] < [| x |] .'. S 2 = [j,+» > 

/. S = <0,+oo> 

© [|x-l|]<[|x|] 

Solución 

Sí x > 1; supongamos que: [| x |] = k 

=> [| x - 11] = k — 1 < k = [| x |] de donde S x = [l,+oo > 

Si x < 1, entonces [| x — 1 |] < 0 a [| x |] < 0 

entonces [| x — 1 |] < [| x |] S 2 =< -°o,l > /. S = R 

© ([| x |] — 2)(x — 2)(x + 1) > 0 


Solución 
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a) Si x<2 => [Ix |] — 2<0, luegoresolveremos 

-(x-2)(x+1)>0 esdecir -2)(x+l)<0 de donde =<—1,2 

b) Sí 2 < x < 3, entonces [| x |] - 2 = 0 de donde S 2 =(/> 

c) Si x>3 => [| x |] — 2 > 0 luego resolvcremos (x-2)(x+l)>0 

S x = [3,+x > n(< -oo,-l > l>(2,+x >) =[3,+x > 

S = <-l,2> u [3,+oo> 

® ( v' -l)(.r 2 +l)-y/[|jr|]-jr >0 

Solueión 

[| x |] - x > 0, entonces [| x |] > x, pero por defínición se tiene: [| x |] < x, 

VxeR => [| x |] = x e Z 

Lucgo resolvercnios (_v’ — 1 )(,v 2 + 1) > 0 => x > 1 S = Z 

( 9 ) ([| x — 2 [| x |]) (x — 1 )(x + 1) > 0 

Soiución 

[I x — 2[| x |] 1] = [| x |] — 2[| x |] = [| -x |] 

i) Si x < 0, => -[| x |] > 0. entonces resolveremos 

(x-l)(x+l)>0 .*. S¡ =<-oo,-l] 

ii) Si ()<x< 1 [Ix |] = 0 entonces S 2 =[0,1 > 

iii) Si x>l [| x |] > 0, entonccs resolvercmos (x — 1 )(x + 1) < 0 ={1} 

A S = <-oo,-l] u [0,1] 



Solución 
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Se conoce que [| x |] +;/ <=> n < x < n + 1 


x + 


2 \ 


jr + 3 


v + 2 1 

= 2 » 2 < --<3 <=> 2 < 1-<3 

x+3 x+3 


<=> 1 <-<2 <=> 1 <-A-< 2 

x + 3 x + 3 jc + 3 


<=> 1 +-<0 A 2 +->0 

x + 3 x + 3 


v + 4 2 jc + 7 

o <0 A —— >0 

A + 3 A + 3 

» [(x + 4)(x + 3) < 0 A (2x + 7)(x + 3) > 0], x*-3 


<=> a€[-4,-3> A ag<-oo,— >í/<-3,+oc> 

L ? 


© 


Luego la solución es: x e [-4,-— > 


I v | —1 

Resolver la inccuación [| —-— |] > 4 


Solución 

Aplicando la propiedad siguiente: Sí y e Z, [| x |] >y <=> x > y 


4 g Z, 


h*i-i 


> 4 o >4 | X | - 1 > 20 

5 


<=> |x| > 21 <=> x > 21 V x < -21 

La solución es: x e <-oc,-21 ] U [21 ,+oo> 

Resolver la inecuación [|| a | -2a |] = 0 


Solución 
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Por dcfmición de máximo entero se tiene: 

[|U|-2jc|] = 0 » 0 < |x| - 2x < 1 o 2x<|x|<l+2x 

ahora por la propiedad transitiva (a<b<c <=> a<b A b<c) 

se tiene: 2x < |x| < 1 + 2x <=> 2x < |x| A |x| < 1 + 2x ...(1) 

[ A', x > 0 

además se conoce que: | x | = \ 

|-A, A < 0 

1 ° Si x > 0 => |x| = x reemplazando en (1) se tiene: 

2 x<0 Ax<l+2 x =>x<0 Ax>-l :=> xg<-1,0] 

La primera parte de la solución es: x e [0,+oo> A <-1,0] => x = 0 

2 ° x < 0 => |x| = -x reemplazando en (1) se tiene: 

2x < -x A -x < 1 + 2x => x < 0 A x > - - => x e<-~ ,0] 

3 3 


la segunda parte de la solución es: x e <-oo,0> A < - -,0] => x e< —,0 > 


Por lo tanto la solución de [||a|-2a|] = 0 es: x e <-—,0 > U{0\= < - j,0] 


1.39 INECUACIONES 


Para el estudio dc las inecuaciones logarítmicas es necesario recordar lo siguiente: 
En primer lugar la definición de logaritmo es decir: 




En scgundo lugar las propiedades del logaritmo 


b) 


•og/. — = l«gí. B 

D 


a) log/, AB = iog/, A + log/, B 
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c) log/, A" =n\og h A 


d) log/, '-{[a ——log/, A 
n 


e) \og h 1 = 0 


0 iog/, b = 1 


g) 


log a N = 


iogfe N 

log/, ¿7 


En tercer lugar se observa la gráfica y = log/, x cuando b > 1 y 0 < b < 1. Tambicn 
dentro del campo de los números reales, solo tiene logaritmo los números realcs positivo: 
ahora gratificamos la ecuación y = log/, x . 




A1 observar la gráfica se tiene los siguientes casos: 

1° Caso.- Cuando la base es b > 1, en la gráfica podemos observar: 

i) Los números mayores que 1 tiene logaritmo positivo. 

ii) Los números entre 0 y 1 tiene logaritmo negativo, entonces para cualquier 
x } ,x 2 ^R se tiene 

Sí b > 1 y 0 < JVj < jv 2 « log/, jiq < log/, x 2 
De donde deducimos las relaciones siguientes: 
a) Síx>0, b>l; N e R => \og h x > N <=> x> b n 


b) Si x > 0, b > 1 ; N e R => log/, x < N <=> x < b 
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2° Caso.- Cuando la base es 0 < b < 1, en la gráfica podemos observar: 

i) Los números mayores que 1 tiene logaritmo negativo. 

ii) Los números entre 0 y 1 tiene logaritmo positivo, entonces para cualquier x x , x 2 de 
R + se tiene: 

Sí 0 < b < 1 y 0<x x <x 2 <=> log/, JCj > log¿, x 2 
de donde deducimos las relaciones siguientes: 

Sí x > 0, 0 < b < 1 y NgR => log/, x > N <=> 0 < x < b N 
Sí x > 0, 0 < b < 1 y EgR => log/, x < N <=> x >b N 
OBSERVACION,- Resumiendo, para la solución de las inecuaciones logarítmicas se 


obtiene de la siguiente manera: 


log/, a > log/, c o 


a>c si b> 1 
a <c si 0 </?< 1 



a > b c si b > 1 
a <b c si 0 < b < 1 


Ejcmplo.- Resolver las inecuaciones siguientes: 


o log 2 (2jc + 4) > log 2 (5jc + 3) 


Solución 


Calculando el campo de existencia de los logarítmicos dados 



3 

U =< — ,+oo > 
5 


como la base es 2 > 1, entonces se tiene: 



=> X G< -OO,— > 

3 
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f 3 13 1 

La solucion es: x e< — ,+oo> n< -oo,— >=< —, — > 
5 3 5 3 




3 1 

=< —,—> 
5 3 


log! (2x + 5)<-2 

T 

Solución 

Calculando el cainpo de existencia del logaritmo 


2x + 5 > 0, entonces x > -— de donde U =< ,+oo > 

2 2 


como la base es - < 1, entonces se tiene: 
3 


log j (2x + 5) < —2 <=> (2x + 5>(—) 2 => 2x + 5>9=>x>2 


x e <2,+oo> 


Luego la solución es: x e< ,+oo > n < 2,+oo >=< 2,+oo > 


.\ S = <2,+oo> 


log 2 (|x-21-1) > 1 

Solución 

Calculando el campo de existencia del logaritmo 

| x —2 | - 1 > 0 => | x -2 | > 1 => x —2 > 1 v x —2 < -1 => x > 3 v x < 1 
de donde U = <-oo, 1 > u <3 ,+oo> 
como la base es 2 > 1, entonces se tiene: 

log,(|.t-2|-l)>l =í> 1 1 - 2 1-1 >2 1 

=> | x — 2 | > 3 => x -2 > 3 v x —2 < -3 => x>5 v x<-l 

X G <-0O,-1> U <5,+00> 

La solución es: x e (<-oo,l> u<3,+oo>) n (<-oo,-l> u <5,+oo>) 


/. S = <-oo,- 1> u <5,+oo> 
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log,( 


.v + 15 
x —1 


)>1 


Solución 


E1 logaritmo dado esta bien definida sí x > 0 y x * 1 además 


^>0 
X — \ 


Luego el campo de existencia es 


x +15 x + 15 i 

log v (-—) > 1 => -- > X 


x-\ 


x — \ 


U = < 1 ,+oo> 

=> ————A' > 0, de donde 
jc-1 


X + 15-JC" +£ 

-V — 1 


>0 


- 2 x -15 (x-5)(jc + 3) 

-<0 dedonde - 1 --<0 


jc — 1 


JC-I 


de donde x e < 1 ,+oo> u < 1,5> 

La solución es: x e <l,+oo> n(<-oo,-3> u<1,5>) = <1,5> S= <1,5> 

Resolver la inecuación log 1/3 (2jc + 5) < -2 

Solución 

Aplicando la propiedad siguiente: x>0, 0 < b < 1, NgR, log/, x<N <=> x>b N 


para nuestro caso 2x + 5 > 0 


5 

jc > — 
2 


log 1/3 (2jc + 5) < -2 <=> 2x + 5>(-^) 2 

2x + 5>9 <=> 2x>4 =>x>2, la solución es: x e <2,+oo> 

(ó) Resolver la inecuación log 2 (| jc — 21 — 1) > 1 

Solución 

Aplicando la propiedad siguiente: x > 0, b > 1, NgR, log¿, x> N <=> jc > b v 
para nuestro caso se tiene |x — 2| - 1 > 0 
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|x — 2|> 1 <=> x-2>l v x — 2<-1 <=> x>3 vx<l 


log 2 (|jc-2|-l)>l <=> |x — 2|- 1 >2 

|x-2|>3 <^> x-2>3vx-2<-3 » x>5vx<-l 

La solución es x e <-oo,-l> U <5,+oo> 

Resolver las siguientes ecuaciones: 

© |x 2 +2| =2 jc + 1 

Solución 

Aplicando la siguiente propiedad: |a| = b <=> [b>0 A (a = b V a = -b)] 
| jc 2 + 2 |= 2jc + 1 o [2jc +1 > 0 A (jc 2 + 2 = 2jc +1 V jc 2 +2 = -2jc-1)] 




<=> 


<=> 

Luego la solución es: 


[x>-j A (JC 2 — 2jc + 1=0 V .t 2 +2jc + 3=0)] 


x >—- A (t = 1 V x-<t>) -O— 

2 - 1/2 

X — 1 


■e-► 

1 


|t 2 -t-6|=t+2 

Solución 

|t 2 -t-6|=t + 2 <=> [t + 2>0 A(t 2 -t-6 = t + 2 v t 2 -t-6 = -t-2)] 
o [t > -2 A (t 2 - 2t-8 = 0 v t 2 =4)] 


<» [t > -2 A (t = 4, t = -2 v t = ±2)] * 
La solución es el conjunto {-2,2,4[ 

t 2 -2111 -3 = 0 
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© 


© 


Solución 

La ecuación dada se expresa así: 

21 jc | = jc 2 —3 o [jc 2 — 3 > 0 A (2jc = jc 2 — 3 v 2jc = -jc 2 +3)] 


<=> [x 2 >3 A (x 2 -2x-3 = 0 V x 2 +2x-3 = 0)] 


o (*>V3 V x < —73) A (x = 3,-1 v x = -34) 


* I I I I I I * La solución es {-3,3} 

-3 -a/3 -1 1 - J 3 3 


|x — 4| = |x —2| 


Solución 


Aplicamos lapropiedad: |a| = |b| <=> a = b V a = -b 
(x — 4| = |x — 2| » x-4 = x-2 V x-4 = -x + 2 

<=> -4 = -2 V 2x = 6 

<=> (j) V x = 3, La solución es x = 3 

|x —2| = |3 —2x| 

Solucién 

|x — 2| = |3 — 2x| o x — 2 = 3 — 2x V x — 2 = -3 + 2x 


<=> x = —■ V x = 1, La solución es: {1,—} 
3 3 


© 2 | r0 | -| 2 v+1 -1 |- 2 A+I +1 


Solución 


Aplicando la definición de valor absoluto 


.v + 2 , x> -2 .. |2' r+1 -1 , x>-l 


|.v + 2|=( ’ ~ |2 r+ -11= 

I-jc- 2 , ,v<-2 


|l-2' r+l . 


x <-l 
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reemplazando en la ecuación 2 |x " 21 -1 2 X " 1 -11 = 2 v-rl +1, se tiene: 

2 v ~ 2 -(1-2'" 1 ) = 2 A 1 +1, simplificando 2 ~ x 2 =2 => -x-2 = 1 
Lueuo x < -2, la solución es x = -3 


=^> x = -3 


Para -2 <x < -1 


'|jc + 2|=jc + 2 
12 V+1 -11 = l-2* +1 


reemplazando en la ecuación 2* r+2 — (1—2■ r+1 = 2'*" 4 ’ 1 +1, simplificando 


2 vr “ =2 


x + 2=l => x = -1, como -2 <x < -1 entonces x = -1 noessolución 


Para x > -1 


||jf + 2| =x+2 

[| 2* +1 -11 = 2 jr+1 -1 


reemplazando en la ecuación se tiene: 2*+ 2 -(2 J ' rl -1) = 2 ,+1 +1, simplificando 

2*' 2 =2 X * 2 => x + 2 = x + 2, VxgR 

Luego la solución para x > -1 es R A [-l,oo> = [-l.oo> 

Por lo tanto la solución de la ecuación es: x = -3 y [-l,+oo> 


\x 2 —91 +1jr 2 -4| =5 

Solución 

A la ecuación | x 1 -91 +1 x 2 -41 = 5 expresaremos en la forma: 


|x + 3||x-3| + |x -2| |x+2| = 5 


...d) 
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I. 


I, 


U 


I 4 I 5 
- 1 -► 


-3-2 2 3 

analizando en cada intervalo /,, i = 1,2, 3,4, 5 

j\x + 3\=-x-3 : I jc— 31 =3 -jc 
Para x < -3 => \ 

[\x + 2\=-x-2 : \x-2\=2-x 

Recmplazando (2) en (1) se tiene: (-x — 3)(3 — x) + (-x — 2)(2 — x) = 5 

efectuandoysimplificando x 2 =9 => x = ±3 

luego como x < -3 la solución es: x e <-*,-3> A {± 3} = 4> 


... ( 2 ) 


Para -3 < x < -2 


\x + 3\=x + 3 ; \x-3\=3-x 
l|x + 2| =-x-2 : \x-2\=2-x 


... (3) 


Reemplazando (3) en (1) se tiene: (x + 3)(3 — x) — (x + 2)(2 - x) = 5 

efectuando operaciones y simplificando: 9—.v' -4 + x 2 =5 => 5 = 5 es valido Vx e R 


lucgo la solución es: 3R#|jl||íÍ^ 

Para -2 < x < 2 = 


|jc + 3| =x+3 ; | jc-3 | =3-jc 
|jc + 2|=jc + 2 ; |jc-2|=2-jc 


Reemplazando (4) en (1) se tiene: (x + 3)(3 — x) + (x + 2)(2 — x) = 5 

9-x 2 + 4-jc 2 = 5 => x = ± 2 

luego la solución es: [-2,-2> n <± 2 \ = {-2\ 

Í|jc + 3|=jc + 3 , |jc-3| =3-jc 
para 2 < x < 3 => < 

\|jc+2| =jc + 2 , |x—21 = jc-2 

reemplazando (5) en (1) se tiene: (x + 3)(3 -x) + (x + 2)(x - 2) = 5 

efectuando y simplificando 5 = 5 cs valido V x e R 


... (4) 


...( 5 ) 
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Luego la solución es: {23> A.|t - 
Para x > 3 : 


j|.r + 3|=jr + 3 , | jc —3 | =-v~3 
j|.r + 2| =x + 2 , \x-2\=x-2 


...( 6 ) 


Reemplazando (6) en (1) se tiene: (x + 3)(x -3) + (x + 2)(x -2) = 5 
efectuando y simplificando: x 2 = 9 => x = ± 3 


Luego la solución es: 


Por lo tanto la solución de la ecuación es: [-3,-2> v {-2 [ U [2,3> v {3 ¡ 


| A' 2 - 41 = —2jc + 4 

Solución 

Por la propiedad: |a| = b <=> b > 0 A (a = b v a = -b) 

| X 2 -4| =— 2r + 4 o -2r + 4>0 A (r 2 -4 = -2r + 4 V r 2 -4 = 2r-4) 

o x<2 A (r 2 +2r-8 = 0 v r 2 -2r = 0) 

<=> x<2 A ((x + 4)(x-2) = 0 v x(x-2) = 0) 

» x < 2 A (x = 2, -4 v x = 0,2) 

Luego {-4, 0, 2) son las soluciones de la ecuación dada 

| x 2 +3| = | 2 jc+11 

Solución 


Por la propiedad: |a| = |b| » a = b v a = -b 
|jc 2 +3 1 = |2jc +11 » x 2 + 3 = 2x + l v x 2 +3 = -2x-l 
» x 2 -2x + 2 = 0 v x 2 +2x + 4 = 0 

<=> 4> v (j) = 4> 

La solución es él <\> pueslo que V x e R, r 2 -2r + 2>0, .y 2 +2.v + 4>0 
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@ | jc 2 + 6jc + 1| = 2.c + 6 

Solución 

Por la propiedad: |a| = b <=> b > 0 A (a = b v a = -b) 

l* 2 +6x + l | =2.c + 6 o 2jc + 6>0 A [jc 2 +6a* + 1 =2jc + 6 v x 2 +6a +1 = -2jc-6] 


© 


<=> 


x>-3 A (jc 2 + 4,r — 5 = 0 v jc 2 +8.r + 7 = 0) 


<=> x>-3 A (x= 1,-5 v x = -l,-7) 
Luego 1 a soluc ión es {-1,1} 

• 3r + íi |=8 

Solución 


-7 -5 -3 -1 1 


2.v-3 


3v + 8 3.v + 8 3 jv + 8 3 

- =8 <=> -= 8 v -= -8, para jc * — 

2jc-3 2jc— 3 2v-3 2 


<=> 3x + 8 = 8(2x-3) v 3x + 8 =-8(2x —3), x *~ 


32 1 

<=> 13x = 32 v 19x=16, Luegolasolución es: v = — , jc = - 

12) I |x| — 5 | = 2x — 3 

Solución 

| |x| - 5| = 2x-3 <=> 2x-3 > 0 A (|x| — 5 = 2x-3 v |x| — 5 = -2x + 3) 


<=> jc>- A (| jc |= 2jc + 2 v | jc |= -2jc + 8) 


Como jc > — => |x| = x => x = 2x + 2 v x = -2x + 8 
2 


8 8 
x = -2 v jc = j, por lo tanto la solución es jc = - 


SO I O 
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@ |,r — 41 2 -51 jc-4|+6 = 0 

Solución 

Factorizando se tiene: (|x - 4| - 3)(|x — 4| — 2) = 0 


<=> |x - 4| — 3 = 0 v |x — 4| — 2 = 0 
<=> |x — 4| = 3 v |x — 4| = 2 

<=> (x-4 = 3 v x —4 = -3) v (x — 4 = 2 v x-4 = -2) 

<=> x = 7vx=lvx = 6vx = 2, las soluciones son: {1,2,6,7} 

(Í 4 ) Hallar el valor de la expresión: + ^ ^ ———— si x g <2,5> 

^ x 

Solución 

Por la definición de valor absoluto se tiene: 


14x + 71 


7 

4x 4 7 si x > — 

4 

7 ’ 

— 4jc -7 si x < — 

4 


\x-l\ 


íx-7 si x>7 
|7-x si x<7 


ahora para x e <2,5> 
como x e <2,5> <=> 


« |4x + 7| = 4x + 7, |x — 7| = 7 — x 

| 4jc h- 7 | — | jc — 7 1 _ 4jc + 7-(7-jc) _ 5jc 

x xx 


5 


14.v + 7 | -1 jc - 7 | 
x 


si x e <2,5> 



t. ,1 . . .1 - |5jc + 4|-|4 + 3jr| ^ 

Hallar el valor de la expresion:-si xe <0,3> 


Solución 


Xplicando a defmicion de alor íbsoiuto 
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15.v + 41 = 


5jc+4 si x > — 
5 

c , • 4 

-5jt--4 si jc< — 
5 


; 14 + 3jc | = 


4+3jc si jc > — 
3 

. , 4 

-4-3jc si x < — 
3 


ahora para x e <0,3> <=> |5x + 4| = 5x + 4, |4 + 3x| = 4 + 3x 

n , |5.v + 4|-|4— 3jc| 5.v + 4-(4 + 3v) 2.v 

como x e <0,3> <=> --— - - =-= — = 2 


15.v + 41 -14 + 3 jc | . . 

--—- - = 2 si x e <0,3> 


„ „ . . . t .. | 5 jc— 201 — 13,v—201 . , . 

Hallar el valor de la expresion: - 1 — ! - 1 si x e <-3,-2> 


Solución 

Aplicando la defmición de valor absoluto 


Í5.V-20 si .v>4 

|5.v-20|= ; |3x-20| 

20 -5x si x<4 


/ 


3.V-20 si jc> 


20 


, n , 20 
20-3jc si jc< — 
3 


ahora para x e <-|.-2> <=> |5x - 20| = 20 - 5x, |3x - 20| = 20 - 3x 

| 5jc—201 — | 3jc—201 20-5jc-(20-3.v) 2jc , 

como x e <-3,-2> <=> -- - — - -!• =---- =-= -2 


15.V—201 — 13.v—201 


= -2 si x e <-3,-2> 


\lj Rcsolver la inecuación |.v 2 — 41< 5 


Solución 


Por la propiedad: |a| < b <=> -b < a < b donde b > 0 
|.v 2 -4|<5 o -5< jc 2 — 4 < 5 
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<=> 

<=> 


-1<.t 2 <9 <=> — 1 <jc 2 A x 2 <9 


xeR A-3<x<3 
-3 < x < 3, Luego la solución es 




© \9-x 2 | >3 

Solución 

Por la propiedad |a| > b <=> a > b V a < -b 
\9-x 2 | >3 « 9-x 2 >3 v 9-x 2 <3 
o x 2 <6 v x 2 >12 
o -^6 <x <46 v x>4¡2 v x<-4\2 


-4ñ 


— mMMMnmm 

—v/6 -\Í6 


— WMMMMM+ 

4ñ 


Luego la solución es: 


ill 






3x - 3 
-r + 1 


I < 2 


Solución 


Mediante la propiedad: |a| < b <=> -b < a < b 


3x -3 
+ 


I < 2 


<=> 


-2 < 


3-C-3 

jt + 1 


<2 


<=> 


2<^ 
JC + 1 


A 


3jc—3 

JC + 1 


<2 



<=> 


——->0 A - — <0, para x*-l 

JC + 1 -C +1 


<=> 


(5x - l)(x + 1) > 0 A (x —5)(x+ 1)<0, x*-l 
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-1 1/5 


-1 


x e< -oo,-l > JJ < — ,+oo > A jcg<-1,5> 
5 


-1 

o- 


Ms/ 


5 

-o 


Luego la solución es 


.,5> 


Resolver: —í— e [— ,1] 
„r + 4 3 


Solución 


—— e[-,ll => -<-2—<1 => 1 <x + 4<3 

x + 4 3 3 x+4 


=> -3 < x < -1, luego la solución esxe [-31 ] 


Resol ver | —| > | —| 
2 .v -1 x-2 


Solución 


5 1 , 5 1 1 ^ 

- > - » - > - para a* * — ,2 se tiene 

' 2x — \ \r-2' 12x -11 \x-2 1 2 

5|x-2| > |2x — 1|, elevando al cuadrado 25(a-2) 2 >(2jc-1) 2 efectuando y simplificando: 

7a' 2 — 32jc + 33 > 0 «> (7x-ll)(x -3) > 0 < + V ~ ^ + 

11/7 3 

Como (7x - 11 )(x - 3) > 0, se toma los intervalos donde aparecen el signo (+), es decir 


< -oo, —] U [3,+oo >. Luego la solución es: 


. 2 .¡ . ¿ . 
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22J Resolver la inecuación: | jc — 11 +21 x -11 -3 < 0 

Solución 

Completando cuadrados se tiene: 

(|jc- 1|+1) 2 <4 <=> -2< |x + 11 + 1 <2 


» -3 < |x + 11 < 1 

o -3 < |x + 11 A |x + 11 < 1 o R A -1 < x + 1 < 1 
<=> R A -2 < x < 0, 




(23) | jc-3 | 2 -31 jc-3 |-18 > 0 


Solución 

Factorizando se tiene: 

(|x — 3| - 6)(|x — 3| + 3)>0 o (|x -3| > 6 A |x — 31 > -3) v (|x — 3| < 6 A |x — 3| < -3) 

o (|x —3| > 6 AR) v <t> 
o (x-3>6vx-3<-6)AR 
o (x > 9 v x < -3) A R 
o (x < -3 v x > 9) 

La solución es 




\x\-l 

2-x 


>0 


Por la defmición de valor absoluto | x |= 


Solución 

jc, x > 0 


-x, x < 0 


Si x < 0 => |x| = -x, reemplazando en la ecuación dada se tiene 
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-jt-1 


>0 


jt + 1 


>0 


Jt+1 


>0 <=> (x + l)(x —2)> 0, para x*2 


dedonde (x + l)(x-2) = 0 => r¡=-l, r 2 = 2 




-1 


X -f 1 

como ->0 la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+) es 

x-2 


decir: 


x g (<-'30,-1 ] U <2,+oo>) A <-'X),0] 


iliiillli 


...d) 


Si x > 0 => |x| = x, reemplazando en la ecuación dada se tiene 


.t-1 

2-.v 


>0 


Jt-1 

Jt-2 


< 0 de donde 


Si ——í-<0 o (x- 1 )(x — 2) < 0 para x * 2 
x-2 


Entonces (x — 1 )(x —2) = 0 => /•, = 1, r 2 =2 




X — 1 

Como -<0 => la solución es: x g [0,+oo> A [1,2> = [1,2> 

x-2 


¡¡||:|¡|¡¡¡|Í 


...( 2 ) 


La solución de la inecuación es la unión de (1) y (2) es decir: x e <-oo,-l] U [1,2> 


^ i -1 


2.v + 3 3x + 7 


Solución 


.v 


-1 ^ I—=—| 

2.t - +3 3.V + 7 


1 .<. 1*1 


12.v + 31 | 3 jc + 71 


7 3 

Para ,v , se tiene: |3x + 7| < |x| |2x + 3| 


...d) 
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y^w 


-7/3 


-3/2 


a) si X < —; 


t 3 jc + 7 j = -3 jc - 7 
I * I = -x 


...( 2 ) 


|2jt + 3| = —2jc —3 

reemplazando (2) en (1) se tiene: -3x— 7 < (-x)(-2x — 3) de donde 2x 2 + 6,v + 7 > 0 
pero como V x e R. 2x 2 + 6.v + 7 > 0 


la solución es: 


< - < V- ~ > A R - < -T?-i- > 


c . 7 3 

b) Si —< x <— => 

3 2 


13x + 71= 3x + 7 
I x |= -x 

| 2jc + 3 |= — 2jc— 3 


..(3) 


reemplazando (3) en (1) se tiene: 3x + 7 < -x(-2x — 3) de donde 2x 2 - 7 > 0 

2.v 2 —7 > 0 => (Vv + V7)(Vx-V7)>0 


V7 

\Í2 


1 3 

La solución es: < —,— > A (< 
3 2 


A/7 

ñ 




+00 >) 


mm 

¡¡¡ÉIÉ 




c) Si — < ,v < 0 
2 


| 3jc + 71 = 3.v + 7 

|.v|=-.v 

|2x + 3| =2x + 3 


( 4 ) 
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rccmplazando (4) en (1) sc tiene: 3x + 7 < (-x)(2x + 3) de donde 2jc 2 + 6x + 7 < 0 


como VxgR, 2x 2 +6x + 7>0 entonces la solución es: 


j Í 3x + 7 1 =3x + 7 

d) Si x>0 => j¡ x ¡ = x ...(5) 

¡|2x + 3| =2 x+3 



rcemplazando (5) en (1) se tiene: 3x + 7 < x(2x + 3) => 2x 2 -7>0 

■■ ' Tf ' 

V2 V2 


2x 2 -7 > 0 o (V2 jc+V7)(a/2x-V7): 



U-H-|.v| 


>0 


i- -v 


Solución 


, , , , _ . .. , , , , fjc-l, si X>1 f x, si x>0 

Apl ícando la definicion de valor absoluto: | x -11 = < ; ¡ x | = < 

11 — X, si X<1 -x, si x<0 


a) Si 


◄-<D- 

0 

f|.v| =-x 
5i x < 0 => \* 

U-l|=l-x 


-0- 


...( 2 ) 


1 — v—(—x) 

rccmplazando (2) en la inecuación dada.-> 0 

1 -(-A') 


1 + x 


>0 


como ->0 <=> x + 1 > 0 , X7i-1 <=> x>-l 

x + 1 
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La solución para cstc caso es: <^0> A <^^ í> ~ 
b) Si 0 < x < 1 


Jl-í|=.Y 

l|.V-l|=l-Jf 


...(3) 


rccmplazando (2) cn la ecuación dada: 

-—-—— > 0 => ——- >0 <=> (2x — 1 )(x — 1) > 0 para x * 1 

1 - A' X-\ 

ahora mcdiante el criterio de los puntos críticos se ticne: 




+ 


1/2 


La solución para este caso es: 




c) Si 


>. / 1 * 1 =-* 

X > 1 => { 

|u-l| = JC — 1 


• <4) 


rcemplazando (4) en la inecuación dada: 

-—!—— >()<=> —!— >0 o x - 1 > 0 para x * 1 de dondc x > 1. 
1-x x -\ 

La solución para cste caso es: 


{i&£> A <!,+*>>« <t^> 


Por lo tanto la respuesta es: 




12.v 2 -3.v-91< 21 .v 2 -2.V-31 


Sotución 


¡ 2 x 2 —3jc—9 = (2jc + 3)(jc-3) 
Sc conoce que: < 

Ly“ -2a-3 = (a+ 1)(a-3) 


( 1 ) 


Reemplazando (1) cn la inecuación dada 
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|2jc 2 -3jc-9| <2| jc 2 -2jc-3| o |(2x + 3)(x-3)| < 2|(x + 1)(x-3)| 

de donde: |2x + 3| |x - 3| < 2 |x + 11 |x — 31 para x * 3 
se tiene: |2x + 3| < 2 |x + 1|, elevando al cuadrado: 

4x 2 +1 2x + 9 < 4x 2 + 8x + 4 => 4x < -5 de donde: 


.v < - —; luego la solución es: 


1 




I — 2| <11 

x 

Solución 

Mediante la propiedad: |a| < b <=> -b < a < b 


| —-21 <11 <=> —11 < —-2 < 11 o —9 < — < 13 

XXX 


mediante la propiedad: a<b<c <=> a<b Ab<c 


—9 < — < 13 o -9<— A — <13 

X XX 


9.c +1 n . 13x-l A 
<=> ->0 A ->0 


a 


-1/9 0 


0 1/13 


La solución es: x e (< -oo,—- > U < 0,+oo >) A (< -oo,0 > U < — ,+*> >) 

9 13 


♦V X4t< >U < ^ > 


|3x + 2| < |2x — 11 + |x + 3| 


Solución 
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Por lo tanto la solución es: 


4' +2 r+3 -9 > 0 

Solución 

Se conoce: 4 v = 2 lx , 2 = 8.2' 

4' + 2 X + 2 —9 > 0 <=> 2 lx +8.2 r -9>0 
2 2x +Z.2 x -9>0 <=> (2 X +9)(2 A -1) > 0 
(2' +9)(2 r -1) > 0 <=> (2 X + 9 > 0 A 2 X -l>0) V (2 r +9<0 A 2' — 1 < 0) 
o (2 x >-9 A 2 X > 1) V (2 X < -9 A 2 X <l) 

<=> x g (R A [0,+oo>) V (4> A <-oc,0]) 


<=> 


31) Demostrar que: Sí |x - a| < R 


x g [a — R, a + R] 

Solución 


Si |x-a|<R => -R < x -a < R 

=> a-R<x<a + R 
=> x g [a-R, a+R] 


?jc + 3 7 

Demostrar que: Sí |x + 4 | < 1 => |-1 < — 

jc — 1 4 


Solución 


ai •' 2jt+ 3 . r 2* + 3 

A la expresion-expresaremos en la forma: -— = 2 + 


x-1 


x-1 


x-1 


...d) 
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Como |x + 4| < 1 


12-v-l | +1 
.í 2 -2.v-3 


<0 


-1 < x + 4 < 1 sumando —5 se tiene: 

-6 < x — 1 < -4 invirtiendo 

-— < —— < —, multiplicando por 5 
4 x-l 6 

-—< —— <-— sumando 2 
4 x + \ 6 

3.5 77 

— <2 +-< —<- 

4 a' — 1 6 4 

3 2x+3 7 .2.v + 3. 7 

— <-<— =>-< — 

4 x-l 4 jt-1 4 

Solución 


Por deíinición de valor absoluto: 12.v -11= 


2.V-1 , .v>- 
2 

, ■, 1 
1 -2.v , x < — 




1/2 


Sí x < — 
? 


|2x — 11 = 1 — 2x 


Reemplazando en la inecuación dada: 


! - 2x +1 


< 0 <=> 


2x-2 


>0 


(x — 1 )(x — 3)(x + 1)>0 


x ¿ -2x-7> U-3U + 1) 

para x * -1,3. Mediante el criterio de los puntos críticos se liene: 

^ TyTYTY i-. 


-1 


1 
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La solución paraeste casoes: jcg<-oo,— > A (<-1,1] £/<3,+oo>) 




Si .y>— => |2x - 1| = 2x - 1, reemplazando en la inecuación dada 


2.Y-1 + 1 


<0 «- 


>0 => x(x-3)(x+ l)>(),X7t-l,3 


.Y--2.Y-3 U-3)(a + 1) 

M , , ... . v~\n r v—\v 

Mediante el criterio de los puntos cnticos se tiene: q g 


La solución para este caso es: .v e [— ,+00 > A (< -1,0] U < 3,+oo > 




Por lo tanto la solución de la inecuación es: 


j; e ££5 3,rm> 


| V -x | -2 

M-i 


>0 


Solución 

A la inecuación expresaremos en la forma 


ItI-I 1*1-1 

Ahora aplicamos la defmición de valor absoluto. 


j .Y |= T , I X -1 |= 

-JY S1 X < 0 1 ~-Y, SÍ X < 1 


...d) 


x si x>0 ^Jjy-I, si jr>l t + \/ ~ "X/ , 

0 1 


para x < 0 => |x| = - x, |x — 11 = 1 — x 


...( 2 ) 
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-v(l-,v)-2 ^ 0 -v 2 --v-2 ^ 0 (-v-2)(-v + l) 

—-V — 1 JV + 1 JY + 1) 


para x * 1, 


(-v- 2)(.v +1) 
v + 1 


<0 x - 2 < 0. xvt-1 


=> x e <-oc,-l> U <-1,2] 


Lucgo la solución paraeste casoes: x e <-x.0> A (<-x,-1 > U <-1.1]) 

'A X 

para 0 < x < 1, => |x| = x, |x — 1| = 1 — x 
rccmplazando (3) en (1) se tiene: 


,v(l ~-v)-2 

-V — 1 


>0 


-v-jc 2 -2 

-V — 1 


>0 


x 2 -x + 2 
x — 1 


<0 


pero como V x e R, x 2 -x + 2 > 0 


-<0 => x-1 <0 

jc-1 


.(a) 

(3) 


x * 1 => x < 1, luego la solución para este caso es: x e [0,1> A <-oc,l> = [0,1> ... O) 
para x > 1 => |x| = x, |x — 11 = x — 1 
reemplazando (4) en (1) se tiene: 

jó a-1)-2 ^ x 2 - x - 2 > () ^ Uzi)U±I)> 0 

x - 1 JC - 1 x -1 


=> (x - 2)(x + l)(x — 1) > 0, para x * 1 
Ahora por el criterio de los puntos criticos se tiene 


x £ [1,+oco A ([-1,1 > U [2,+oo>) 








+ 


. X € [2*+>í> 


... <Y> 
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Por lo tanto la solución general de la inecuación es: la unión de (a), (p) y (y) 




\4x-x 2 |-5 


>0 


1-Va" 


Solución 

A la inecuación dada expresaremos en la forma. 

\-47 h*i 

Aplicando la delinición de valor absoluto: 


( 1 ) 


^j* si xa ! .u- 4 i=ír 4s ‘ ,í4 

0 4 


[—A si A< 0 ’ ' (4-a si a<4 

Parax<0 => |x| = -x, |x-4| = 4-x 


—a(4 — y) — 5 

Reemplazando (2) en (1) se tiene: - 1 -> 0 

1+A 


...( 2 ) 


a - — 4a — 5 
A+1 


>0 


(a-5)(a + 1) 
a + 1 


>0 para x*-l, x — 5>0 => x>5 


La solución para este caso sc tiene: x g <-oo,()> A [5,+oo> = cp 
Para 0<x<4 => |x| = x, |x — 4| = 4 — x 
Reemplazando (3) en (1) se tiene: 


... (a) 

...(3) 


a(4-a)-5 


>0 


4a — x 2 -5 


>0 


l-A 


a” -4a + 5 

_ Y-1 


>0 


como V x e R, a 2 -4a + 5 > 0 


A — 1 


>0 => x- 1 >0, x* 1 


entonccs x > 1, por lo tanto la solución para este caso es: 
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x e [0,4> A <l,+oo> ¡«ÍiHpÍ 

para x > 4 => |x| = x , |x-4| = x— 4 
reemplazando (4) en (1) se tiene: 


... ( 4 ) 


.v(.v - 4) - 5 


>0 


v -4v-5 v“ — 4v — 5 

>o => -—=_2>o 


1 — x 1—.v .v—1 

para x * 1, (x- 5)(x+l)(x—1) >0, ahora mediantc el criterio de los puntos criticos se tiene: 


-1 1 5 

la solución paraeste casoes: x e [4,+oo> A ([-1,1 > V [5,+*») 




(Y) 


La solución general es la unión de (a), (P), y (y) 


.*•> jfc¡¡¡§1® lí 


12 — a: | —x 2 
8jr— 19 — jc 2 | 


<0 


Solución 

A la inccuación dada se puede expresar en la forma: 


12 -.v | -x~ 
8.v |9 -jv 2 | 

12 - .v I -x 2 


<0 <=> 


<0 o 


—l-~' y 2 - <Q 

8jc-|.v 2 -91 
| jv-2 | -jc 2 


(propiedad del valor absoluto) 


<0 


8.v— 19 —jc 2 | 8v-|jc + 3||v-3| 

ahora aplicando la definición de valor absoluto. 


jr + 3 , .v>-3 ív-2 , x>2 íx-3 , v>3 

I- Y + 31 =\ . |.v-21 = < , |v-3| =( 

-.v-3 , .v< -3 2-.v , .v <2 3 -x , .v<3 


...d) 
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-©-► 


-©-©— 

-3 2 3 

Sí x < -3, => |x + 3| = -x-3, |x-2| = 2-x, |x — 3| = 3 — x 
Ahora reemplazamos (2) en (1) se tiene: 

2-x-x ^ 2-x-x 


( 2 ) 


8jc — (—jc — 3)(3 — .v) 


<0 


8.v + (3 + jc)(3-jc) 


<0 


2 - x - xl <0 « J . Í4J - 2 <0 


8jr + 9-jr 2 

(x + 2)(jc-1) 
(jc-9)(jc + l) 


jc 2 -8jc-9 

<0 <=> (x + 2)(x-l)(x-9)(x+ 1)<0, x*-l,9 




- 2-11 9 

de donde x e [-2,-l> U [1,9> 

La solución para el caso en que x < -3 es: x e ([-2,-l> U [1,9>) A <-oc,-3> = ()) 
para - 3<x<2 =>|x + 3| = x + 3, |x—2| = 2 —x, |x — 31 = 3 — x 
reemplazando (3) en (1) se tiene: 


(3) 


«» 2 
2-x—x 


8jc-(.y + 3)(3-,c) 

(.c + 2)(jc-1) 

(jc + 9)(jc-l) 


-<0 


2-x-jc- 


<0 


1 _ 
jc' +.r-2 


>0 


8x-9+x 2 x 2 +8x-9 

>0 <=> (x + 2)(x— l)(x + 9)(x — 1) > 0. para x *■ -9,1 


(jc + 2)(.c+9)(jc- 1) 2 > 0 , x * -9,1 

-9 -2 

de donde x e <-oo,-9> U [-2,1 > U <l,+oo> 

La solución para este caso en que -3 < x < 2 es: 


-e- 

1 
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x e (<-*,-9> U [-2,1> U <l,+oo> A [-3,2> 

A X -g 

para2<x<3 => |x + 3| = x + 3, |x-2| = x-2, |x-3| = 3-x 
reemplazando (4) en (1) se tiene: 

—<o 3 <o =, x ‘-’+ 2 ao 

8,r-(.v +3)(3 -x) 8.r-9+x 2 jc 2 +8jv-9 


.. (a) 
.. (4) 


como ,v 2 -jv + 2>0 VxeR => 


1 


>0 


1 


x 2 +8.V-9 


>0 


1 


(jv + 9)(jc-1) 


.v 2 +8x-9 
>0 => (x + 9)(x—l) > 0, x^-9,1 


-9 1 

de donde x e <-x,9> U <l,+oo> 

La solución para este caso en que 2 < x < 3 es: 

x e <-oo,-9> U <1 ,+■»> A [2,3> = [2,3> 

parax>3 => |x + 3| = x + 3, |x —2| = x —2, |x —3| = x —3 

reemplazando (5) en (1) se tiene: 


x-2-x 2 


- <0 


8x-(.v-f 3)(x-3) 
como jc 2 -jc + 2>0, Vx 
1 


x-2-x 1 
8x-x 2 +9 

1 


<0 


x -x + 2 
x 2 -8x-9 


<0 


x 2 -8x-9 


<0 


..(P) 
• •(5) 


, -<0 «• (x —9)(x + 1) <0, x*9,-1 ■* - v - v -► 

x 2 -8x-9 -1 9 


de donde x e <1,9> 
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La solución para este caso es: x e <-l,9> A [3,+oo> = [3,9> 
la solución es: x e [-2,1> U <1,2> U [2,3> U [3,9> 



jt+3 
x + 1 


< 4* + 3 




Solución 


•• (r) 


|^±2| <4x + 3 o (4.v + 3 >0 A -4v-3<^-<4x+3) 

X + l X + 1 


/ 3 . . . . x + 3 . x + 3 A ... 

<=> (jc> — A (-4x-3<- A -<4x + 3)) 

4 jc + 1 jc + 1 


o (x>-~ A + 4x + 3> 0 A 4x + 3-^->0)) 
4 x+l x+\ 


, 3 . 2v 2 +4v+ 3 . . v(2v + 3) . 

o (x>— A ( --->0 A --^->0)) 

4 v+1 v+1 


/ 3.1 A v(2v + 3) 

o (v> —- A (-->0 A -— >0)) 

4 x +1 x +1 


puesto que 2* 2 + 4* + 3 > 0 


-3/4 


A ( ◄- Jmmt t M A J—Jt tt mtt)L Jtttttttm ) 

\ -1 -3/2 -10' 


■4 - Q t ttt ttt t- 


-3/4 


A ( ^ 


-3/2 
o- 


-1 

-o 


0 7 

O- 


x e< — ,+oo > A < 0,+oo >=< 0,+oo > 
4 


W üi 
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x 

I ■* 2 + 41 


> X ~ ^ 
x 2 +x + 4 


Solución 


Aplicando la propiedad: V x e R, x 2 >0 dedonde 
.x : +4>0 A jr 2 +or + 4>0, entonces 
|.r 2 +4|=.r 2 +4 luego reemplazando se tiene: 

- > - y " — <=> x(x 2 +X + 4) > (x-3)(x 2 +4) 

x‘+4 ar+JC + 4 

o Jt 3 +x 2 +4jc>jc 2 -3jc 2 + 4jc—12 
<=> jc 2 >-3 =>VxeR 



-t||jc|-|-12 
| jc + 21+1 


l|l-Jc|-3[ 

|jt-l|+4 


+ -n/9-jc >0 


Solución 


-yll.vl-l-12 
| oc + 21+1 


—— —— ■■■ +V9-JC > 0 , entonces 
| jc —11+4 


-v II-v 1-11-12 
| jc + 2 | +1 


1 11 — Jt I —31 
| jc—11 +4 


>0 A 9-jc>0 


jr|U-H-12 J |1-jc|-3| 
| jc + 2|+l | jc — 11 +4 


A 9-jc>0 


además como 


M I-xl-31 ^ 
| oc — 11 +4 


entonces: 


JflUI-H-12 
| jc + 2|+l 


> —— — —>0 A jc < 9 de donde 
| jc — 11 +4 


- ^ ' V ■———— >0 A jc < 9 como |x + 2| + 1 > 0 entonces 
| jc + 2|+1 
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x |x — 1| - 12 > 0 A x<9 

í jc, x > 0 

Por definición: | jc |= < , entonces 

-jc, jc < 0 


si x < 0 => x|-x — 11 - 12 > 0 => x|x + 11 - 12 > 0 
jc + 1 , jc > -1 


..( 1 ) 


como | jc + 11 = ' => x g <-oo,0> = <-oo,-l> U [-1,0> 

jc-1, x < —1 


si x e <-oo,- 1> => |x + 11 = -x — 1 como 
x|x + 11 - 12 > 0 => -x 2 -x-12 > 0 => jr 2 +x + 12 < 0 
^3xe R,talque jr 2 + jc + 12<0; porlotanto (() 
si x g [-1,0> => |x + 11 = x + 1 => x(x + 1)— 12 >0 

x 2 +x-\2>0 => (x + 4)(x— 3 )> 0 **— + ^ ' + -» 

Luego x e [-1,0> A <-oo,-4] U [3,+ oo> = <|> 


Ahorasix>0 => x|x-l|-12>0 Ax<9 


x(x— 1)— 12 > 0 Ax<9 


jc~ -x-12> 0 A jc<9 => (x-4)(x + 3) >0 Ax<9 




-3 


///////////////#///////// 


x € <-oo,-3] U [4,+oo> A x < 9 
x G <-oo,-3] U [4,9] 



/. como x > 0 Axg (<-«,-3] U [4,9]) 
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@ I ——rl < I—r~ 1 

JT + 1 x 2 +2x + 1 


Solución 


. 1 . ._ x_ _ 

X + 1 x 2 +2x + 1 


1 .<. 1*1 


\x + l\ \x + l\ 2 


1 | JCI 1*1 

-<— 1 —parax?t-l => 1<— 1 —í— 

|jf + l | jc + 11 2 U+ll 


de donde 


|x + 1| < |x| para x *-1 => x 2 +2x + l<x 2 , x*-l 


2x + 1 < 0, x * -1 => x < —, x * -1 

2 



x+3 x+3 


Solución 


Completando cuadrados se tiene: | —— | 2 -21 * — -1 +1 > 1 de donde 

x+3 x+3 


,. x+ 1 . ,. 2 . ,x + l. . r+1 . 

(I-r|-lr>l o I--|-1 > 1 v I--|-1<-1 

x+3 x+3 x+3 


.x+1. . .x+1. n 

o |--| >2 v |--K0 

x+3 x+3 


,£li|> 2 

jc + 3 


JC + 1 - JC + 1 

-> 2 v --<-2 


jc + 3 


jc + 3 


jc + 1 ^ „ jc + 1 . . 

--2 > 0 v -+ 2 < 0 


jc + 3 


x + 3 


jc + 5 3x + 7 

<0 v -<0 


jc + 3 


jc + 3 
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-5 -3 


-3 

-^ u ^- 

-3 






lil: 

li g* 

* 

K ; :' ;; : ; : 


r 



WV 


- 7/3 


5 — 3jc 
[l“——“1] = 2 


JC 


Solución 

5 — 3jc 

[|-— —1] = 2 
JC 


. . 5—3jc . 

2 <-<3 

JC 

2< 5 " 3, <3 

JC 

<=> 

2£ 5-3, a 5 - 3 x <3 

JC JC 


<=> 

2 5 ~ 3x <0 A 5_3jC 3 < 0 


5íL±<0 a ^>0 

JC JC 


W. d 3^I 


5/6 


JCG<0,1] A JCG<-oO,0>í/< — ,+oo> 


0 

o- 


La solución es: 


::4- 


Mi 


mmmmmmm 


5/6 


1 


43) [I 


2jx-l 


l] = ° 
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Solución 


@ 


[I— JL —|]=o <=> o<—4 —<1 


2-Jx -1 


l4x-\ 


0<— -jL —<1 o 0<— JL — A —p—<1 

l4x -1 2^fx-\ 2y[x-\ 

laexprcsión estadefinidapara 2jx-\*0, x>0 

* 1 => 4jc 1 => jc * — 

4 


Por lo tanto analizaremos en: [0,— >£/< — ,+oo > 

4 4 


si jc > entonces en (1) se tiene: x > 0 A jc < 2^Jx - 1 


jc> 0 A x-2^x + 1 <0 

jc>0 A (^-l) 2 <0 => x ^ (|> 


si 0<*<— =;• x<0 A jc> 2V*-1 => c<0 A (^¡x-\) 2 >0 
4 


...( 1 ) 


x < 0 A x > 0 


/. x = 0 


44) [| -JC |] > 0 


Solución 

[|-jc|]>0 => [|-jc |] > 1 » -x> 1 

como -x > 1 => x < -1 => x g <-oo,-l] 

[|-xi]<0 

Solución 

[| —jc |] < 0 <=> -x <0 => x > 0 => x g <0,+oo> 
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@ tl 2x-l|] = —3 

Solución 

[| 2jc — 11] = — 3 o -3 < 2x — 1 < -2 
« -2 < 2x < -1 

o -1 < jc < => x g [—1,—— > 

2 2 

© dV?+i|]=-i 

Solución 

[| -h 11] = —1 <^> -l<'\/x + l<0. La solución es <\> puesto que 4x +1 > 0 


55 ) [| jt 2 — 2 jc — 81 ] = - 


Solución 


Como -íZ => no tiene solución. 
2 


49) [lV*-tUI]l] = 0 

Solución 

ti+f-n*!]i]=° « o<^-tui]<i 

o 0<x-[|x|]<l 


« [|jc|]<at<[|x|]+1 , VxeR 


@ [|jc 2 |]^15 


Solución 

[| JC 2 |]< 15 => [| jc 2 1]< 16 => x 2 < 16 => -4 < x < 4 















Sistema de Números Reales 


147 


@ [|.v 2 -2x-3|] = 0 


Solución 


[| jc 2 -2jc-3|] = 0 o 0< jc 2 — 2jc — 3 < 1 
0 < jc 2 — 2jc — 3 < 1 <=> 0<x 2 -2x-3 A x 2 -2x-3 <1 
<=> (JC—3)(JC + 1) > 0 A (a -1) 2 < 5 


——► A -45+\<x<S + \ 





[|-*l] 


<0 


Solucién 


[I - v |] 


<0 <=> (jc > 0 A [| -jc |]<0) V (x<0 A [| -x |]> 0) 

<=> (x > 0 A x > 0) V (x < 0 A x <-1) 

<=> (x > 0 V x<-l) 

<=> 


■y+UI 

\x\-[\x\] 


<2 


Solución 


Se conoce que | a |= 


x , jc>0 
-x, , x < 0 
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i) si x > 0 


21 <2 » _i_ £1 


x-[\x\] 

ÍM 

-v-[|x|] 


x-[\x\] 
- 1<0 


v-[|v|] 


Jf . _ x-x + [|x|] ¿0 _ [|x|] 


<0 


v-[|v|] x-[|x|] 

<0 Cí> ([|x |]>0 A jc—[|jc|] <0> V ([|jc|]< 0 A jc—[|jc []>0) 

» ([|jc|]> 0 A jc<[|jc|]) V ([|jc|]<0 A [| jc|]> jc) 

<=> (.v > 0 A xeZo) V (x < 1 A x e R) 
o (xeZ¿) V (x<l) 

<=> x e <-oo,l> 


ii) Si x < 0, x g Z 
0 


—-c—[| JC 1] 


> |x| = -x 

<2 => 0 < 2 => x<0, x gZ” 
x e Z~ U<0,1 > 


x e <0,+oo> A (<-oo, 1>) = <0,1 > 


/. X G Z 


(0) Demostrar que V x e R; | x |> ^/[| jc 3 |] 

Solución 

Por propiedad: VxeR, [| x |] < x < [| x |] + 1 
Si x € R => jc 3 € R , 

Luego V x 7, gR: [|x 3 |]<x 3 <[|x 3 |] + 1 => [|jc 3 |]<jc 3 ...(1) 

además VxgR: x < |x| => jc 3 < | jc 3 | ... (2) 

Luego(2) en (1) setiene: VxgR, [|jc 3 |]< jc 3 < |jc| 3 => [|jc 3 |]< |jc| 3 

r;YfitmÍÍYÍVÍ-ÍYÍii : il 
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55) [|x[|jc|]|] = x 


Solución 

Se conoce que [| x |] e Z entonces como [|jc[|a-|]|] = jcgZ 


Esdecir xeZ => [|jc|] = jcgZ => jc[|jc| ]eZ 


Luego: [|x[|jc|]|] = jc => [| jc_c|] = jc 


[|jc 2 |] = jc => .c 2 =.v => x(x — 1) = 0 => x = 0, x = 1 


por lo tanto [|jc[|jc|]|] = jc 




[||x|+l|]<2 


Solucién 


Aplicando la propiedad [| x + n |] = n + [| x |]. n e Z 


[IIx| +11]<2 => [||x||] + l<2 => [||x||]<l 


como [||.c||]<l => |x|< 1 => -1 <x< 1 




SV tl|^l]á3 


Solución 


Apl icando la propiedad [| jc |] < a 


x<a+ 1 


n 3x + l n ., 3jc + 1 3c + 1 a 

[-]<3 => -<4 =>-4<0 

3.C-2 3jc — 2 3jc-2 


3x + l -4(3.c-2) 
3x-2 


<0 


3x + 1-12jc + 8 
3.C-2 


<0 


-9.C + 9 
3.C-2 


<0 


.c— 1 
3x-2 


> 0 , aplicando el criterio de los puntos criticos. 
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2/3 1 

x-\ 2 

Como la inecuación es -> 0 , entonces la solución es: xe<-x, — >U< 1.+*> 

3x-2 3 


@ [|-t 2 — 2 .y — 21] < 13 

Solución 

Por la propiedad: si [\x\]<a => x < a 

[\x 2 -2x-2\]<\3 => x 2 -2x-2 <13 => x 2 -2x + l<16 


(x-1) 2 <16 =>-4<x-1<4 => -3<x<5 



@ 2[|x + l |] 2 -1 l[|x |] < —4 

Solución 

Como [|.r + l |] = [|x |] + 1 entonces: 2([|x |]+1) 2 -1 l[|.r |]<-4 desarrollando 


2[| x |] 2 + 4[| x |] + 2 -11[| x |] < -4 

2[|x|] 2 — 7[|x|] + 6<0 => (2[|x|]-3)([|x|]-2)<0 ■» ■ + V V t_ 

3/2 2 

como (2[|x|]-3)([|x|]-2)<0 entonces: [|x|]e[-j,2] => [|x|] = 2 =>2<x<3 
@ [| 2x-1 x 11] = x 

Solución 

Se sabe por propiedad que si [\a\]eZ A [\a\] = a => a e Z 
Luego como [| 2x- \ x | |] = x => x e Z => 2x - |x| = x 

U sduáán es 


De donde |x| = x xe Z ( j 
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Solución 

Calculando los vaiores de x en donde la expresión esta definida, es decir: 
——- >0 A x > 0 de donde x e [1 ,+oo> 

ahora calcularemos [| —|] cuando x e [1,+oo> 

2x 

como x e [l,+oo> => x> 1 => 2x>2 invirtiendo 

0 < — < — => [| — |] = 0 , por lo tanto: 

2x 2 2x 


l[| — 1] 

2x 


como 




< x => x 2 — jc + 1 > 0 


como x 2 -jc + 1 > 0, VxgR entonces para x e [l,+oo>, x 2 -jc + 1 > 0 
Por lo tanto la solución es: 


X € tl ,+«¿>v- 


62J log l/3 í2jc + 5) < -2 


Solución 


Aplicando la propiedad: log tf x<b sí 0 < a< 1 <=> x> a 


log 1/3 (2x + 5) < -2 <=> 2x + 5>(—) 


2x + 5>9 => 2x>4 => x>2 => ‘x«i|i|||| 


log 2 (3-v + 2) - log 2 (1 - 2x) > 2 
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Solución 


log„ x > b , a > 1 «> x>a b Ax>0 


3x + 2 

log,(3.r + 2)-log,(l-2jc)>2 => log 2 ( / )>2 

\-2x 


i /3- v + 2, 3jc + 2 3.V + 2 -> 

log,(-) > 2 <=> ->0 A ->2' 

- l-2.x l-2.v \-2x 


3jt + 2 3.V + 2 

<=> -<0 A-4>0 

2.v-l 1-2* 


3.V + 2 11*-2 

o ---<0 A --<0 


2*-l 


2*-l 




-2/3 1/2 


2/11 1/2 


2 1 , 2 1 

*e<-,—> A *e< —,—> 

3 2 11 2 


: • %:'í 

m 2 


(64) log,, 5 (2* 2 -3*+5)<log 1/s (* 2 +2* + l) 

Solución 

log„ /^xj^log^ Q(x) <=> P(x)>Q(x) A (P(x)>0 A Q(x)>0), 0<a< 1 
log li5 (2* 2 —3* + 5)<log 1/5 (* 2 +2.V + 1), 0< j<1 

\7 

2* 2 -* + 5>* 2 +2*+l A (2* 2 — 3* + 5>0 A* 2 +2x + l>0) 


,v-5* + 4>0 A x^-l 
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(x-4)(x —1)>0 A x*-l 
x e <-oo. 1 > U <4,+oo> x * -1 


1 4 


111 e ¡§§¡1 


x + 3 . 

log,( --)>1 

x-1 


Solución 


JC + 3 

La variable x debe cumplir jc>0 A -— > 0 


0 

o— 


x + 3 x + 3 i 

Como x > 1 aplicamos la propiedad: log r (-) > 1 => -> Jt = jc 

jc-1 jc-1 


jc + 3 


-> JC 


JC — l JC — 1 

.c 2 -2.V-3 


x + 3 _ jc + 3-jc 2 + .v 

-jc> 0 => - >0 


jc-1 


,v — 1 


<0 


(.C-3K.C + 1) <Q , ~ V + V - \/U_ 


x-\ 


-1 


1 


x g <-x),-l> U <1,3> 

La solución es: x e<l,+oo> A (<-oo,-l> U < 1,3>) 

© jt-9 
Hallar el menor de los números M tales que: | 1 —- 

Solución 

——— = 1--—, como x g [2,5] => 2 < x < 5 

.c - 6 jc - 6 

-4<x —6<-l => -1<—!—<-- 
x-6 4 


x e<l,3> 


| < M , sí x e [2.5] 
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- <1 

x-6 


1 jr—9 
- + 1 < — 
4 x-6 


<2 



x -9 
,v-6 


< 2 


Íilil 


,, ,, , ., , Ijc 2 +6x + 14| 

Hallar el mayor numero M de tal manera que: ---> M . si x 


x' +21 


Solución 


x~ + 6.v + 14 = (jc + 3)" + 5 entonces: si x e [-2,2] => -2 < x < 2 
l<x + 3<5 => 1 <(x + 3) 2 <25 dedonde 6<(jc + 3) 2 +5<30 

6<.v 2 +6 .y + 14<30 

como x e [-2,2] => -2 <x <2 => - 8 <. y 2 <8 

19 < jt 3 +27 < 35 => — <—-—< — 

35 jy 3 +27 19 

. /14 ... 6 x 2 +6.Y + 14 30 

de ( 1 ) y (2) se tiene: — <---< — 

35 a' 3 +27 19 


|jy 2 + 6jy + 6| ^ 6 
" x 3 +27 "35 




m 


£ 

: 35 


Hallar el número mayor de m y el número M tal que para lodo x e[ 
jy + 2 


m <- 


x + 3 


■<M 


Solución 


x + 2 x + 2 1 

A la expresión -—- escribiremos en la forma: --= 1- 

.y + 3 .y + 3 jy + 3 


e R.2] 


• 0 ) 


...( 2 ) 


,1] se cumple: 


como.vG[— .1] => — <.y<1 sumando3 
2 2 
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7 112 

— < x + 3 < 4, invirtiendo — <-< —, multiplicando por -1 

2 4 x+3 7 


-—< --—<—í- sumando 1 

7 x + 3 4 


, 2 , 1 1 5 x + 2 3 

1 — <1-<1 — entonces — <-< — 

7 .r + 3 4 7 jc + 3 4 


de donde 



1,41 EJERCICIOS PROPUESTOS 

I Hallar los valores de x que satisfacen a las siguientes ecuaciones. 


© 

12x + 3 | + 4 = 5x 

Rpta. v = y 

© 

| 3x - 1 | = 2x + 5 

Rpta. {-y.6) 

© 

\x 2 -41 = —2.v + 4 

Rpta. {0,2,-4} 

© 

1-^-1=- 

Rpta. {2-2 + 2-72} 

© 

(v-4) 2 - 2|.v-4|-15 = 0 

Rpta. {-1,9) 

© 

| 2x + 9 | = x — 1 

Rpta. <j> 

© 

| jc 2 — 3jc — 71 =3 

Rpta. {-1,-2,4,5} 

© 

l' + *l=3 
v + 4 

Rpta. {-5,-2} 

® 

|3x + 11 = 7—x 

Rpta. {~4,y} 
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© 

|x 2 + 21 =2x + l 

Rpta. 

{i} 

© 

| 3x - 5 | + x — 7 - 0 

Rpta. 

{-1,3} 

© 

| 5x — 3 | = | 3x + 5 | 

Rpta. 

{ 4,4> 

© 

K> 

X 

1 

ON 

II 

1 

X 

Rpta. 

4* 

© 

| 6x + 3 | = | 18 + x | 

Rpta. 

{-3,3} 

© 

13x —1 | = | 5x — 15 | 

Rpta. 

{2,7} 

© 

| 5x + 3 | = 3x - 1 

' 'jJOO , í? ¿íjí í 

Rpta. 

<t> 

© 

\\x 2 -\\-x\=x 

Rpta. 

{1-1 + V2.1+V2} 

© 

|2x —3| + 2 = |x —6| 

Rpta. 


© 

|3x—l|-|x + 2|=l 

Rpta. 

4 a 

© 

| jr — 41 2 -51 x -41 +6 = 0 

Rpta. 

{1,2,6,7} 

© 

21jc 2 — 2 | +5 = 6|2x 2 -31 

Rpta. 

{±-Jl,±2\ 

© 

| 6x + 3 | = | 18 + x | 

Rpta. 

{-3,3} 

© 

311 jc +11 — 41 2 —511 jc +11 —41 = 2 

Rpta. 

{-7 ,-3.1,5} 

© 

1 |x | - 3 | = | 3x + 2 j 

Rpta. 

{-|.j} 

4 4 

© 

|| jc + 21 —11 2 —51| jc+ 21 —11 —6 = 0 

Rpta. 

{-9.5} 

© 

| 2x — 3 | - 1 = | x — 3 | 

Rpta. 

<4 
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© 

11 jt 2 — 5 jc -h 151 —x 2 +81=3*+ 9 

Rpta. {^,16} 

@ 

|x + 1 | + 2 | x — 2| = | x- 8 | 

Rpta. {-|,^-} 
2 4 

@ 

3 | x + 1 | - 2 | x — 2 | = 2x — 1 

Rpta. {y.8| 

® 

21|-v — 51 +21 2 -ll||.v-51-21+12 = 0 

Rpta. {3.7} 

II. 

Hallar el valor de las siguientes expresiones: 


© 

112 + 5-c | — 11 2 — 4jc | . 

--í— ¡ - '- si x e <1,3> 

X 

Rpta. 9 

© 

| 7jc + 1 01 — | 5jc — 1 01 . 

'- -!—!- - si x e <0.1 > 

2jc 

Rpta. 6 

© 

|9x + X|-|2jc-8| . 

-- !—■ - 1 si x e <1,2> 

X 

Rpta. 11 

© 

| 2jt+3 1 — 1 3— jc | . 

- - - — - - - si x e <0,1 > 

A 

Rpta. 3 

© 

'5-201-13-201 si x e <-3 r 2> 

X 

Rpta. -2 

© 

16-v + 321 — 418— jc | . , „ 

- ------ si x e <-3,-2> 

5jc 

Rpta. 2 

© 

|4 * + 1 '- 1 *- 11 sí x e <0,1> 

-V 

Rpta. 5 

© 

| 7.v + 21 -13.v + 21 . 

1 11 - si x e <0,3> 

X 

Rpta. 4 

© 

313.v - 81 -13v + 241 . . . 

—- 1 — - 1 si x e <-5,-4> 

2x 

Rpta. -6 
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15x + 4|-| 4+4 ji| 


si x € <0,3> 


Rpta. 1 


III. 

Resolver cada una de las siguientes inecuaciones. 

© 

1 X + 2 1 A 

2jt-3 

„ 10 ,, , 

Rpta. < -oo. — >U< 2,+oc> 

© 

| 6_5V | < ^ 

3 + .v 2 

9 5 

Rpta. 

11 3 

© 

|4+— | <5 

JC 

Rpta. < -oo,- > U < l,+oo > 

© 

\x + -\<6 

X 

Rpta. [-4,-2] U [2,4] 

® 

1 * ” + 3* + 11 | ^ ^ 
x-2 

Rpta. [-5,-1] 

© 

1 

A 

„ 1 1 

Rpta. < —> 

6 4 

© 

\x+-\ <6 

V 

Rpta. [-3 - 2V2-3 + 2^2] U [3-2-V2,3 + 2^2] 

© 

■ 3-2v . 

2 + x <4 

Rpta. < - 00 ,-— > , 00 > 

2 6 

© 

I' ,+3 |S2 

6 - 3v 

Rpta. <--,-l> U <-l,--> . 

2 4 

© 

\——t\ > 6 

JC + 1 

Rpta. <--,-1 >í/<-1,--> 

2 4 

© 

JC 

Rpta. < — oc,0 > U < 0 J > 

© 

i 3_3 ; r i >2 

JC-1 

Rpta. <-oo,l> U <1, oc> 
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© 

'T'4 

3 + .v 2 

Rpta. < -oo,-3 >U<- 3, ^]t/[l.oo > 

© 

r"? 

IV 

Rpta. <-oo,l] U [3,4> U <4, oo> 

@ 

i ' +3 1>' 

6-2.v 2 

Rpta. [0,3> U <3, oo> 


. 3.v 2 -1 - 

1-r-|>-6 

x-2 

Rpta. <-x>,2> U <2, oo> 

© 

|.v 2 -4| <-2v + 4 

Rpta. <-4,0> - 

© 

, -v + 3 

1 , 1 < 5 - Jf 

x + 2 

Rpta. < - 00.22 -VÍ7 >U < -2,1 + 2-72 > 

© 

,jc + 3. . , 

1-~l <4x + 3 

.v + 1 

Rpta. <0, oo> 

@ 

|x - 2| < 2x 

2 

Rpta. < — ,oo> 

3 

© 

|^-P|- 2 x< 0 
l.v + 51+5 

Rpta. <VH)-i,VÍO+l> 

© 

|3x — 9| < x + 1 

Rpta. <2,5> 

© 

Jf-2 Jf + 3 

x + 4 x-6 

Rpta. <6, oo> 

© 

| x 2 +3jf | +jf 2 -2 > 0 

2 1 

Rpta. < -oo,- —]U[— ♦ 00 > 

© 

|* +3 |> 3 
.v +16 x-4 

Rpta. <-oo,4> 

© 

14.v 2 -8jf + 4| <4jc + 10 

_ , r 3 — JÍ5 3 + VÍ5 

Rpta. [ - , - > 

2 2 
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(68) 


| x + 5 | > 2x — 3 
12.r-l | +1 


a) 


x 2 -2r-3 


<0 


Rpta. <-x,X> 
Rpta. <-l,3> 


( 70 ) 


b) | 4x - 3 | > x + 2 

\x 2 -41 > —2r + 4 
|2x + 11 > 2 + x 


© |4x + 3| > x + 2 

@ |3x + 8| > 8x — 3 

(73) Demostrar que: 

a) Sí | x | < 3 


Rpta. 


1 1 1 


,->u< 5,oo > 
5 


r-7 4 10 


Rpta. <-oo,-4> U <0,2> U <2, oo> 
Rpta. <-oo,-l] U [1, oo> 

Rpta. < - 00 ,- 1> U < ~,oo > 

„ 11 _ 

Rpta. <- 00 ,— ] 


9 jc + 5 7 

b) Sí |x —3 |< 1 -< —<- 

5 jc + 1 3 


c) Si | x | < 2 => |^_4l<4 

r + 4 2 


d) Sí | x | < 1 => |^-|<2 
jc-2 


e) Si | x — 3 | < 1 => |^||<7 

r-1 


f) Sí | x — 2 | < 1 => |r~-4| < 5 


g) Si | x | < 3 => |J4l<4 
r-4 4 


h) Si |x — 41< 1 => !<_!_<1 
2 x-2 


i) Sí | x — 3 | < 1 => - <—í—< — 
8 jc + 4 6 


j) Si |x |< 1 => \Z*-1\<1 
jc + 3 2 


k) Sí |r-2|<! =>|r 2 -4|<||r-2| 


I) Sí |x — 5 |< 1 => !<—— <1 
3 jc-3 


© 


Sabiendoque: b >0 y |x-a|<2b probarque: 


1 1 i 

-€< — ,1 > 


x-a + 2b 5 
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© 

Demostrar que si x,a e <-oo,- 1] U [1, oo> entonces: 

|i--|<|*-o| 

x a 


|i| ! + 3|í|S- 7 

2 2 4 

Rpta. -1 < x < 1 

© 

ll.vl+21 < U 2 | 

Rpta. <-oo,-2] U [2, oo > 

© 

| -v — 21 2 -31 .v - 21 - 4 < 0 

Rpta. <-2,6> 

@ 

| jc- 1 | 2 +21 v-11 -3 <0 

Rpta. <0,2> 

® 

|jc — 21 2 -2 |-v-2|-15 > 0 

Rpta. <-3,7>" 

© 

Ul 2 +lx\< l 4 

4 

3 3 

Rpta. <-—.— > 

© 

2<|.v| 2 +|*| 

Rpta. <-oo,- 1 ] U [ 1, oo> 


|* ? -1| 2 -|* 3 — 1 j —3<0 


© 

|*-3| 2 -31*-31-18>0 

Rpta. <-oo,-3 > U <9, oo> 

© 

|*-1| 2 + 51* — 11 —36> 0 

Rpta. <-oo,-3> U <5,+oo> 

© 

l* + 'l I -2|* + jl>0 
*+3 *+3 

Rpta. < -5,-3 > U < -3,- 

© 

| x - 1 | > | x | —2 

Rpta. R 

© 

| x — 3 | + 2| x | < 5 

2 

Rpta. < —— ,2 > 

© 

x 2 + 21 * + 31 —10 < 0 

Rpta. [1-^17-1+V5] 

© 

|2*-5|-|*-2|+|*| 2 >7 

Rpta. <-x>,-j6]U[2j2.-i 


u> | -g 
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(91J 

© 

© 


(94J 

© 

© 

© 

(98} 


22 ) 

100) 


jr-|3.t + 2|+jr>0 
| 3x — 2 | < | x + 6 | 

\x + 2\ < \x\ 2 

|3.t 2 -2.v + l| > 3|.r 2 +jt-7 | Rpta. 

| x — 1 I + I x + 1 | < 4 

|2t 2 — 4 jc — 61 > |2jr 2 -3 jc-9| 

| x + 6 | > | x + 9| + | x—2 | 

|4x + 2|>|x — 1 | + 3 | x + 1 | 


I3.V 2 -2x 2 -7.t-21 > |x 3 +6.t 2 — 9 jc — 141 


110-3.v + jr 2 | < \x 2 +x-6 1 


Rpta. <-oo,-2-V2]t/[1+-v/3,+no> 
Rpta. <-l,4> 

Rpta. <-oo,-l> U <2,+oo> 

l + V48l >t/< l-v/48T 22 ^ 


< —00 — 



2.t 2 + .t -11 < 12.t 2 -.t -1 


| x — 61 -1 x —3 | < | x — 1 | 


(| jr-11 +1x-2 |)(| 1-jr |-|x-21) < jt 2 -6 

\—— |<—^- 

6-3.t | .t + 31 


I——rl ~—T~ 
x-3 4 


2.t +1 < - 


Rpta. 


U + 2| 


12 12 5 

Rpta. <-2,2> 


Rpta. <-oo,—] 
Rpta. <|) 

Rpta. [ 1+ - ^ ,oo> 


Rpta. <-oo,-2> U <3, oo> 


Rpta. [4, oo> 


Rpta. < -oo ,—~ > U < 0, > 

a /2 0/2 


Rpta. < -oo,-2]í/[-^- ,+00 > 


Rpta. <-00,-1 ] U [3, oo> 

D # 15 3^30, „ r 25 3^30. 

Rpta. <-00,-] U [—,——] 

7 35 7 35 




Kpta. <-x-2 >U <-2. -'- - - > 
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12.V-3 | x 2 +x + l 


Rpta. [ 


13 + 5^13 -13 + 5 JÜ 
2 ' 2 


] 



X 


l-\x\ 



Rpta. < -oo,-] > U < -1,0 > U < 


^—l,l>U<\,+oo> 

2 



I v ~ — 2x — 481 (|jtr 2 — 2 jc[ — |jt — 12)) 
\x-2\-6 


Rpta. {-6} U <-4.-3] U [4. *> 



2-¡2-x\-x ;() 
\x-x 2 |-2 


Rpta. <2, oo> 



1+|jc| X 


Rpta. < -oo.O > U [ 


1+^5 
2 • 


00 > 



Rpta. [-1 -J6,— >U <-,-1 +o¡6 >U <2.oo > 
2 2 

Rpta. [—1 —s/7 n/6] U[l + s/l,2>U [\ /ó.+oo> 



x + \ J_ 

l-v'+ll^-v 


Rpta. <0,1 > 



|x 2 -16| x 2 
x + 4 "|x-l| 


Rpta. < -oo,-4 > í/[y ,1 > U <1,+oo > 



Ji£l±12£l<3x 

14x | 


Rpta. [l,+oc> 



jc + 4 x-2 
| A' 2 + 4x + 41 a 2 + 4 


Rpta. R-{-2} 



-> x -1 

ii-vi+n 


Rpta. < -oo, o/2 > 
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! 4 * lrg l >0 

12.v + 51 

| x + 1 |-2|x| + 3|x —2|<6 

3— | jc 2 -4jc [ 
l.v-51+.v 2 


^<0 


312jv + 61 — |jch— | <6 

V 




x-3 9-jU 


x ~ X |<f 1 


x 2 —4x + 8 x-l 


v + ? 1 

1 — l^l-^rl 

x x-2 


2-\2-x\-x 


\x 2 -x\-2 

\x\ 3 -4jv 2 +20 
1 * 1+1 

16.v-.v 2 |-4 


>0 


>4 


>-l 


Rpta. V x g R — {— 


„ 1 H 

Rpta. < —,— > 

4 2 


Rpta. < —00.2 — ] U [1.3] U [2 + V7.+oo> 


Rpta. <-oo,-3] U [-1 -|] U < 0,—^y^L] 


4-1*1 

(|x + 2| + |x-2|)(|1-jv|-|2-jv|)>x 2 -6 


Rpta. [-4,-3> U <3,5] 


Rpta. <-*>,-]-{!} 


Rpta. H/2,V2]-{0} 
Rpta. <-oo,-l> U<-1,2> 


Rpta. <-oo,-4] U [-2,2] U [4 



Rpta. <-4,0> U <0,4> U <5,7> 
Rpta. [-1,3] 


Rpta. < —oo, — >U< 6,+oo> 


130) | x- 1 | - |x | + | 2x —3 |>x + 2 

131) (VU-1|-3-V5-|x-4|)(V|x-1|-3+V5-|jv- 4|) <|*|-6 Rpta. [4,7] 
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© 

(Ul+2)(|x|—2h/* 2 +4 >n 
( \x 2 +3|-4 x)^lx 2 +5 

Rpta. <-oo.-2] U <1,2] U <3,+oo> 

© 

i 3|x| - j 'i< 1 . 

jt + 1 Jt + 1 

Rpta. <-—,— > 

4 2 

© 

jt — 3 

Rpta. <j,5>-{3| 

© 

(a- + 3)(x-5)|.v| 0 

|a| 2 +2 

Rpta. <-3,5> - {()} 

© 

3a-a 2 

1 - 1 
jt + 2 

Rpta. <oo, -!•] - {-2} 

© 

(a + 3)(a-5)|a|^ 0 

1 a| 2 +2 

Rpta. <-3,0> U <0,5> 

© 

(|x|- 1 )(2x + 1)(| x | + 3) >0 

Rpta. [-1,—j]u[l,+oo> 

© 

| 6a 2 +9a-3 |<| 2a 2 -9a + 2 | 

o . 11 21 

2 4 5 2 

© 

|a 2 -51 2 -|x 2 — 51< 12 

Rpta. [-3,-1] u [1,3] 

© 

(1 x—21 +1x — 31)(|2 —a| — |3—a|>>|a 2 -1| 

Rpta. [43-1,2] 

© 

U 2 -2|+a^ 3 
a + 2 

Rpta. <-oo,4] - {-2} 

© 

1 x — 6 I —A+ I A + 2 I 3 
a-2 

9 

Rpta. < -oo,2 > u < — ,+oo > 

© 

|x-4| + |2x+3|^„ 

1 A — 1 | — 1 

Rpta. <0,2> 
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[m) 

( 149 ) 


u-51+ix+n ^ 

,Y-1 

| Jtr - 81 -jc+ | JC + 41 
x + 2 




<3 


Rpta. <-»,]> u [3,+oo> 


Rpta. < -oo,-2 > u < — ,+00 > 


„ r 13, r 13 r 

Rpta. <-5,-y]u[y ,5> 


5-1 x | |jc| + l 

(*J\x- \ | -3 --^5-|.v-4IX^/l.r-l |-3 +^[5-\x~-4\) <x-6 Rpta. [4,7] 
( A /|.v-2|-4-V6-|.Y-3|)(V|x-2|-4+V6-h -3|)<|jt-2|-5 Rpta. [-3,-2]u [6,9] 


| jc + 1 |. || Jt — 11 -21 


U-l| 


-1 + 


x-3 


J | x 2 + 41 x 2 +x + 4 


>0 


Rpta. < - 00 .- 3 ]u[| (1 + VÍ7 )3 > uf-J- (3 + VÍ7 ),+oo > 


' xIIX +11-21-6 ||x + 31 —11 ' 

|x-21 +5 | x +11 +2 


U-2|-x 2 

8x-|9-x 2 | 


->0 


154) 1 < 


<2 


I -v I-1 

|x 2 +2x + 31 + |x 2 -11 <6 

| x — 1 |-|x| + |2x-3|>x + 2 
|x 2 — x | —2 


Rpta. [4,9] 

|jc 2 +2|(x 2 +x-12) 
|x 2 +x + \\ 

x 2 -3x+|x-l|+4 
|x-l |+x 2 + 10x + 27 

| x 2 +7T | (x 2 -5 a +6) 
(jc 2 -9)(x 2 + x +1) 


<0 


<0 


<0 


I X I +1 


>0 


|jc 2 +91+3 
|jy 2 -1| 


>0 


(x-2)(jc-4) 


<1 
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| x + 51 -4jc+1 x - 21 
U 2 +2| 

U±2|-*i<o 

| jf + 51 +8 

|3j + 2|Vjt 2 +5 
-.v 2 +6x-3 

\x-2f ^ 


>0 


>0 


(,v 2 + 41 x(x + 2) + 2(,t + 3) 

—21 , v 2 | +1 jc 2 — v | +1 
.V 2 -5x + 6 

x 2 + 3— | jv 2 — 2jc — 151 


-<0 


|9-x 2 1 -8 j- 


<0 


1 A 

x — x ~ + 4x 
| jc 2 — 3jc + 21 

x - I X + 11 - I JC 

ll-v|-l| 

|.v 2 —-v I —2 


>0 


<0 


l-vl-1 


>0 


1631 11 x | -12x + 3 11 < 11 x | - | 2x + 2 || 


165) |.v —41 +8 > | jc—21 +4jc 


i 67 ) |3x2 : 5x+2| <o 


x 2 +5 

169) | x — 1 |-|x + 2| + |x + 4|<8 


|jc 2 -16| ^ jc 2 +4 


jc + 4 | jc — 1 


| 4jc—jc 2 1 —5 


175) 1 < 


l + ^íx 2 

jc 2 +1 jc | —3 
1+1*1 


>0 


—r 2 -—^—so 

|.v 2 — 2jc — 151-.v 2 -3 


n*i-4) 

|.v 2 — .v| —21x 2 costt|+1 ^ ft 

© 

i 

- 

x ~ - 5x - 6 cos k 

ii-vi+n 

i ' v_1 Ki 1+ - V i 

(D 

■ H* 1 , 

o 1 — 1 « 

x ~ -4* + 8 \-x 

1 .v-3 1 


177) 4< (-v + 2) 2 + |jt + 2|-2 <25 

| jc + 21 +2 


[179) l£_JlíZ_£>0 

| jc + 31 -2 


< jc —1 


> 2 x +1 
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© 

|x|-|2x-lL 0 

x(x-l) 

© 

© 

x 2 + x + l-|x 3 -11 > 0 

© 

© 

U+I3.TÜ £ 1 jri —4 

\x\ 

© 

(D 

| x 2 + 2x + 31 +1 x 2 — 11 <6 

© 

© 

1 x — X 2 |.(Vx -1} ^ 0 

4 x - 6x 

© 

© 

H6-X 2 |-X 2 > 0 

x 2 -|2-x| 

© 

© 

|V-r 2 -6x + 9-3|>V3-x 

© 

© 

|x 2 -5x+7|> x 2 -1 

© 

© 

( x 2 -6x + 8)-Jl2--|4-A' 2 | < 0 

© 

© 

(|4x~x 2 |-5)V7 v(x-1)(x-3) 

Ur | -1 

© 

(200) 

|x-31 3 +2(x-3) 2 -5 |x-31 -6 ^ 0 

(D 

(x-2) 2 - 2 1 x - 21 -24 

© 

|4-x| + |2x + 3©, 

|x-l|-l 

© 

© 

|3x 2 + 5x + 21-4 ^ A 

© 

*> _ — 

x + 5 


|x*-l|+2»|x| , 

IU 2 +1|+3| 


<0 


<0 


x-|x + l|-|x| 

IU|-1| 

J 4 — 2| -l>o 

— COS 71 —^Jx 2 

Vl * - 31 -1 x -11 
x 2 -9 

|VI-8|-7x ^ 0 

U 2 -4| 

U±^ S |x|-4 

Ul 

.r 2 +x + l-|x J -11> 0 


3-|x 2 -4x| 

|x-5|+x 2 


<0 


IIx — 11+2 | — |x — 11 2 
x 2 + 2 


>0 


i£z£i>-i 

4— | x | 


. x 2 -6x + 7 
x — 1 



ly-8|<lj-6| + |x-2| 

— +4t > Q 

|x 2 -3x + 21 
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[ 212 ) 

IV. 

o 

© 

© 

© 

© 

© 

v. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


.t 2 -16 


=.->0 


1 4x-x 2 |-5 ^ 


>0 


V|.x-4|-|jt- 1| Ul-l 

Encontrar el menor número M con la propiedad de que para todo x e R se cumple: 
2.v - x 2 < M Rpta. M = 1 

1 -4x-x 2 <M Rpta. M = 3 


2-x 2 ' 2 -x 1 ' 3 < M 


2x 2 ' 3 -x 4 ' 3 < M 


Rpta. M = — 


Rpta. M = 1 

l + 6x-x 2 <M Rpta. M=10 

3 + 36x-12x 2 < M Rpta. M = 30 

Encontrar el número mayor M con la propiedad de que para todo x eR se cumple: 


M <3+2;—- 

x- J: 


M < x 2/5 -x 1/s -2 

M <9x 2 -48x-36 
M <5x 2 -20x +16 


Rpta. M = — 

6 


Rpta. M = — 

4 


Rpta. M = -100 
Rpta. M = -4 


Si 2x + 3 € [7,11] encontrar el valor M que satisface a la siguiente desigualdad 


jr + S 
x-1 


<M 


Rpta. M = 


Si x €[—,—] encontrar el mayor valor M que satisface a la desigualdad M < - - --- 
2 2 x-2 

Rpta. -| 
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© 




© 

@ 

© 

© 


i x — 1 

Sí — e b[< -xj > V < 2,+to >]. Hallar el menor valor de M tal que | —-1 < M 

x 2x + 5 


x -j- 5 

Sí |x — 31 < 1. Hallar el número M tal que: | : -1 < M 

x + l 


x — 3 

Hallar M tal que sí |x| < 2 => |-1 < M 

jt + 4 


Encontrar un número M positivo tal que: | Jt 3 - 2jc 2 + 3jt - 41 < M 


Encontrar un número M positivo tal que: | \ <M sí jt e [—, — ] 

x-2 2 2 


Encontrar un número M positivo tal que: | jt 1 -3x + 41 < M sí x g [-2,2] 


Encontrar un número M positivo tal que: | Jt ‘ + 4jt -31 < M sí x e [-2,4] 


jt + 2 

Encontrar un número M positivo tal que: |- \<M sí x e [5,8] 

jt-4 

Encontrar un número M positivo tal que: | jt 3 + 2jt 2 — 3Jt — 61 <M sí x e [-2,5] 


Encontrar un número M positivo tal que: | Jt 4 — 2jt 3 +jt 2 — 3jt — 51 < M sí x e [-3,-1] 


x " — 6jt + 2 9 

Encontrar un número M positivo tal que: |-1 < M sí x e [— ,4] 

Jt + 5 2 


Encontrar un número M positivo tal que: 


x + 1 


x 2 +4* + 4 


| < M sí x e [-1,3] 


jt — 3jt + 5 

Encontrar un número M positivo tal que: | —-- \<M sí x g [0,4] 

jt“ — 2jt — 5 


jt - + 6jt + 14 

Hallar el mayor número N tal que: |--- \>N si x e [-2,2] 

jt 3 +27 
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O 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


X-x 


Si — e (< -oo,l > U < 2,+oo >), Determinar el menor número M tal que |-1 < M 

x jc + 4 


Determinar el número M tal que: 


, x-3 
x-4 


| <M , Vxg <1,3> 


Jt 3 +14 

Hallar el menor número M tal que: | —5 -1 < M , sí x e [-1,2] 


Hallar un número M tal que: sí |x| < 1 

Resolver las siguientes ecuaciones: 
[|3x|] = jc + 2 


jc -4jc + 14 

Jt + l 


x + 3 


<M 


Rpta. x = 1 


[|3jc|] = 2jc + 2 


ü - . 2|+3 |] = 5 


[|2-|-r||] = l 
[| 3.v - 51] = 2 jc +1 
[|V3^7|] = 2 
El |jr .~ 1| ~ 1 1]=2 


3 

\x\-2 

\x\ 


l = -l 


[Il~~~ - 3||] = -1 


[11^-4111 = 5 

x + 3 


Rpta. x = 2,— 


Rpta. <-7.-5] U[Q,11> 
Rpta. [-1,0>U<0,1] 


Rpta. {6,y} 


Rpta. <-6,-1] 

Rpta. <-9,-6] U [8,11> 

Rpta. <j> 

Rpta. (j) 


19 17 7 

Rpta. [-4, - >U <— 

5 7 3 J 
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Rpta. [-3.-2 >U <----] 
5 5 


Rpta . <--y-,-9] U [6,^-> 


© 

[| 12.v 2 —111] = 1 

Rpta. <-JI-l]U : 

© 

\' + 2 

[l^-|] = 2 
jf + 3 

n H 01 

Rpta. <y.8] 

© 

[|U-2| + 3 |] = 4 

Rpta. [-1.0>u<0.1] 

© 

[12 -1 x 11] = 1 

Rpta. [7,9> 

© 

[| 2 *->=4 
jc + 3 

„ r 13 16 

Rpta. [ -,-> 

y 2 3 

@ 

[|jc 2 -2jc|] = 3 

Rpta. <l-V5,-l]u[3,l +V5 > 

© 

[|2x 1] -1 x — 11 = 2x — 3 

Rpta. {-2,y,y, 4> 

© 

|[U 2 1]-1|=3 

Rpta. < -V5,-2]u[2,V5 > 

© 

[( |jr-2| + |2x-l|-2 |] t 

o . 5 2. .8 11 

© 

[U-1|] 2 +2[|.v|] 2 =57 

Rpta. [-4,-3> 

VII. 

Resolver las siguientes ínecuaciones: 



jc 2 +1 

[|-—~l]<2 

x + 2 

Rpta. <-oo,-2> U <-l,3> 



Rpta. 



[|4.t 2 —5 jc — 41] < 1 
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[| 12,v 2 +5x | -2 |J< 1 

Rpta. <-3--> U <-l,-> 

2 2 


1 [1 —x l]-l I <2 

Rpta. <-3,0] 

© 

[|x 2 -l|]>0 

Rpta. <-»,-1] U [l,+oo> 


[| V3 -2jc|] < V3 

Rpta. <0,+oo> 

© 

[|.v 2 -l|]<0 

Rpta. <-a/2,V2> 

® 

5 - x 

Rpta. <0,5> 

® 

[12.v - — |] > 1 

X 

Rpta. [-2,0 > U [-j ,+oo > 

© 

[|jr-4|]<-l 

Rpta. <-2,2> 

© 

?.v + 3 

[| 1 —-—~ -111 ] -í 1 

-V -f- 1 

2 

Rpta. < -oo,— — > U <6,+oo> 

© 

[|Í£líl-i|]>i 

4 

Rpta. < -oo,-5] U [5,+oo > 

© 

[|2.v--|]>l 

JC 

Rpta. [-2,0 > u[^-,+oo > 

© 

[|.v|] 2 -2[|v|]-2<0 

Rpta. [0,2] 

© 

[|.v -2x-191] 

Rpta. <1-2V5,-3]u[3,1 + 2a/5 > 

© 

V[|.v|] 2 -12([|v|] 2 -[|.v|]-6)>0 

Rpta. <-oo,-3> u <4,+oo> 

© 

#H s0 

[|-v 2 -2.v-31] 

Rpta. [2.3> 
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@ 


@ 

@ 

VIII. 

© 

© 

© 

© 


[\x-2[\x\] |](jc 2 -4)>0 
([| jc|] - 2)J\7~+ 2 \(x 2 - 4jc + 3) > 0 


Vl-J 


x--[\x\]-4 


■ < 0 


[\x-2\].(x 2 -x + 2)>0 
6 -[|x|] 


23) ([| v|]—jr)(jr — 2 )(jc—3) 2 >0 


l*H 

[UIH 


<1 


26) ||*-l|-tl*|]|<* 


@ 

® 


>0 


(|*-5|+2jc + V*-5-[|*-2|]* + 5K*-y) 

V6-jc 

(jc 2 +4x + 5 >\/x-l( 2 ' r +senjc)(jc + 2) 
([I-v|]-L)(* 2 -2*-3) 

Resolver la inecuación logarítmica. 

log I/2 12*-31 > -3 


<0 


V2-j 


l*l[l*-l|]-9 


>0 


- 2jf ~ n > n£zi ni£l 
5x + 26 * + 7 * 


29J 

[|* 2 - 91 ] 


31) [|il±i|]<4 

“■ J -4* + 2 


log 3 (* -3+r + l f 3) < 1 


, |v 2 +4v|+3^ A 

log 7 -—- -->0 

x +1 jc— 5 1 


4v-l 1 

log 2 [——--]<-l 

2x~ -4v - 6 


1 rl 2v —3 L 
log[l-— 2 ] > 1 

v +1 


Rpta. > -(-[ 

2 2 2 


Rpta. [-1,0> U <3,15> 


Rpta. [— ,+oo > 


Rpta. [2,—>U<4,+oo> 
4 


Rpta. <L(V2l-3),l> 
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© 

log ( .v 4>(3-*)<2 

Rpta. (j) 

© 

log, (2.V + 6) <-2 

Rpta. <2,+x> 

© 

log.t^-^l 
x — 1 

Rpta. <1,3> 

© 

log, 13 - 4.v | > 3 

„ 5 11 

Rpta. < -oo,— > u < — ,+oo 

4 4 

© 

log, 13 - 4 v | > 2 

Rpta. < -oo,- y > u < 3,+oo > 

© 

logJ|^f|+35]>2 
x — 5 

7 

Rpta. < — ,5 > u < 5,+oc > 

© 

24-2v- y 2 

< 14 »» 

( , h > 14 

Rpta. <-3,l>u<3,4> 

© 

Al 

f? 

t/j 

Rpta. <-l+V6,2>u<2,5] 

© 

¡og^(x-3^/x + l +3) < 1 

Rpta. [-1,0> u <3,15> 

© 

log 5 (3x-5) > log 5 (7-2jc) 

_ 12 7 

Rpta. < —, —> 

5 2 

© 

lou j (.v : -4,v + 3)>-l 
> 

Rpta. [0,l>u<3,4] 

© 

lo^2 (1 V — 21 —1) > 1 

Rpta. <-oc,-1 > u <5,oo> 

© 

% 

. UJ 

ij 

IV 

Rpta. <0.i^ v [2,+oo> 

© 

l0g ( ; (2 + .V) < 1 

(20) logj (a ' 2 -4)>logi (4 a-7) 

■» *> 

© 

log 2 (.v 2 ) + log 2 (-t 4 ) > 3 

( 22 ) log, (X-2.v)>3 
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a) DEFINICION.- Llamaremos cota superior de un conjunto A e R a Kxlo 

número k e R tal que x < k, VxeA, ósea que cualquier número 
que sea mayor o igual que los elementos de A se llama “cota supcrior de A”. 

Cuando A tiene alguna cota superior, diremos que cl conjunto A es acotado 
supcriormentc. 

Ejemplo.- Sea A = <-x>,3> y la cota superior k = 5 

cotas superiores de A 

A .-o.. ■ ",. . R 

x 3 4 5 6 7 

Observamos que cualquiera de los números reales mayores que 3 e incluso el 3 es cota 
superior de A. 

De todas estas cotas superiores de A, él número 3 es la menor. Luego daremos la 
siguiente definición. 

b) DEFINICION.- A la menor de las cotas superiores de un conjunto A cz R y 

acolado superiormente, se lc llama supremos de A o mínima cota 
superior de A y se denota por Sup(A). 

OBSERVACIÓN.- 

© E1 supremo de A es también una cota superior de A. 

© La menor cota superior k = Supremo de A = Sup A csta caracterizada por las 
condiciones siguientes que es equivalente a la definición. 

K = Sup A v=> V x e A y para toda cota superiór k' de A, se tiene que jc < k < k' 

© E1 supremo de un conjunto A, si existe, no es necesariamentc un elcmento de A, 
coino en cl caso de A = <-x,3> cuyo supremo es 3 no pertenece al conjunto A. 

La exislencia del supremo para conjuntos acotados superiormente esta dado por el 
siguiente axioma. 
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1.43 AXIOMA rn&mmmo O AXIOMA l>E hA MÉNIMA COTA 
SÜPERIOR,- _j 

Todo conjunto A de números reales, no vacío y acotado superiormente, tiene una menor 
cota superior en R. 


Ejemplo.- Demostrar que sí A = <-oo,3> entonces Sup A = 3 

Solución 

Probaremos esta afirmación por el absurdo. 

Supongamos que 3 no es la menor cota superior de A, entonces se puede asegurar que 
existe una cota superior k de A tal que k < 3 y puesto que k < — ^ < 3 


Tomamos k'=—— => k<k'<3 ...(1) 

2 

De donde k'e A - < -oo,3 >, pero siendo 1 cota superior de A debería tenerse k'< k 
contradiciendo a (1). 

La suposición es absurda por lo tanto Sup A = 3. 


a) DEFINICION,- Llamaremos cota inferior de un conjunto A e R a todo 
número k e R tal que k < x, V x e A. Osea que cualquier número 
que sea menor o igual que los elementos de A se llama “cota inferior de A”. 

Cuando A tiene alguna cota inferior, diremos que el conjunto A es acotado 
inferiormente. 


Ejemplo.- Sea A = [-2,7> y la cota inferior k =-2. 

cotas iníeriores de A p 

-4 ^3 * 7 

Se observa que cualquiera de los números reales menores que -2 e incluso el —2 es cota 
inferior de A. 
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De todas estas cotas inferiores de A el número -2 es la mayor. Luego daremos la 
siguiente definición. 

b) DEFINÍCION.- A la mayor de las cotas inferiores de un conjunto A c R y 

acotado inferiormente, se le llama ínfimo de A o máxima cota 
inferior de A y se denota por inf (A). 

OBSERVACIÓN.- 

© E1 ínfimo de A es también una cota inferior de A. 

© La mayor cota inferior k = inf(A) = ínfimo de A esta caracterizada por la condición. 

K = inf(A) o VxeA y para uxia cota inferior k' de A se tiene k'< k <x . 

© E1 ínfimo de un conjunto puede no ser elemento del conjunto dado. 

Ejemplo.- E1 conjunto A = [-2,7> esta acotado superiormente por 8 e inferiormente por 
—3, además la mayor cota inferior es —2 y la menor cota superior es 7 por lo 
tanto: Sup(A) = 7 y Inf(A) = -2 de donde Sup(A) é A, Inf(A) e A 

Cuando en un conjunto A se tiene que Sup(A) e A entonces el Sup(A) también se le 
llama el máximo de A y si el Inf(A) e A entonces al ínfimo de A también se le llama el 
mínimo de A. 

c) DEFINICION,- Un conjunto A se dice que es acotado, si es a la vez acotado 

inferiormente y superionnente. 

Ejemplo.- E1 conjunto A = <1,7> U [30,50] es acotado y Sup(A) = 50, Inf(A) = 1. 

Ejemplo.- E1 conjunto A = <-oo,-5] U ^L+^o no es acotado inferiormente ni 
superiormente. 



Si x es un número real positivo entonces existe un número natural // () tal que 

0 < —-— < x (o equivalentemente tal que xn {) > 1 ) 

»o 
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Demostración 

Demostraremos por el absurdo. Suponiendo que nx < 1, V n e N 

Por lo tanto el conjunto A = {nx / n g N} esta acotado superiormente al mencx* por k= 1, 
y por el axioma del supremo el ccxijunto A posee una menor cota superior k (Sup A) en R 
que satisface la condición nx < k < 1, VneN pero siendo x > 0 => k —x < k y por 
lo tanto (k — x) no puede ser cota superior de A puesto que k es la menor de todas ellas. 
Lxiego existe un elemento de A: m x x como m x e N tal que k-x< m x x <k ... (1) 

Pues si así no fuese, entonces se tendría que nx<k-x, VnxeA => k — x seria cota 
superior de A lo cual es falso. 

Luegode(l) => k<(m x +l)x => k<mx, con m = (m { +1) g N 

lo cual es absurdo, pues siendo k = Sup A debería tenerse mx < k, de esta manera el 
principio queda demostrado por el absurdo. 

Ejemplo.- Probar que el conjunto A = {—/ne N} es acotado. 

n 

Sdueión 

Ubiquemos los elementos de A en una recta para x = —, n g N. 

n 

n = 5 n = 3 n = 2 n = 1 

, _ R 

0 1 1 I I 1 

n 5 3 2 

Ahora encontraremos el supremo y el ínfimo de A como: 

VneN => n>l => 0<x = -<1 

n 

Cuando n crece los elementos de A se acercan al cero (0) pero sin coincidir con el 0 para 
n € N de esta observación se tiene: 


Sup (A) = 1 g A inf (A) = 0 *A 
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Probaremos que inf(A) = 0, de (1) se vio que 0 es una cota inferior, si no fuese la mayor 
existiría otra cota inferior k mayor que 0 y por principio Arquimediano se tiene que existe 

un n 0 gN tal que 0 < — < k lo cual es absurdo pues — e A y siendo k cota inferior 
n 0 "o 


de A debería cumplirse que k< —, de manera que Inf A = 0. 

n 0 




Si A ^ ()>, B ^ (|), dos conjuntos acotados superiormente tales que AcB, probar 
que Sup A < Sup B. 



Si A 4>, B * (() son dos conjuntos acotados inferiormente tales que AcB probar 
que Inf (B) < Inf(A). 




Hallar supremos y el ínfimo de A = {- —— /wgíV}, B = { —— / n g N} 

3n + 4 3w + 8 


Rpta. sup(^í) = - — , = -2, sup(2?) = 4 , inf(2?) = 0.2 

® Determinar el supremo y el ínfimo si existen en cada uno de los ejercicios. 


a) A = {jc g Rí x 1 <9} 


Rpta. SupA = 3, Inf A = -3 


b) ,4 = {jcefl/21 + 4jc-jc 2 >0} 


Rpta. Sup A = 7, Inf A = -3 


v . ,3 + 2 n , xn 

c) A = {—— IneN) 
3-2 n 


Rpta. Sup A = 5, Inf A = -7 


d) A = {x eR/x 2 -4x-12<0} 


Rpta. Sup A = 6, Inf A = -2 


e) A = {x t R / \ x\\x + \\ <2} 


Rpta. Sup A = 1, Inf A = -2 


A={xgR/\6 + x-x 2 \ <6\ 


Rpta. Sup A = 4, Inf A = -3 


f) 
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Encontrar el supremo y el ínfimo de 


A={ 


cosnn 
2 + n 


/neN}, 


B = { 


6 + 4 n 
2 — ln 


/nsN} 


1 1 4 

Rpta. supM) =— , inf(y4) = -— , sup(5) = —— , inf(5) = -2 

(7) Hallar el supremo y el ínfimo si existe de: 

/4={xe/?/x 2 -4 jc- 12<0} , 5 ={x 2 -4x-12/x e<-oo,oo>} 

Rpta. Sup (A) = 6. Inf (A) =-2, Sup (B) = 3 , Inf(B) = -16 

© Dar un ejemplo de dos conjuntos A y B, mediante intervalos tales que 
Inf (A n B) > Sup {Inf(A), Inf(B)}. 

Q) Determinar el supremo y el ínfimo si existe de los siguientes conjuntos. 


a) 

A={x &R/\A-x\> x) 

b) 

A={xeR/ |x 2 —41 < 16} 

c) 

A={xgR/ |x + 6| + |3-x| =9} 

d) 

A = {xeR/\x 2 +2x-4| <7} 

e) 

A = {x&R/\x-%\-\Ax 2 -\\ <0} 
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a) PAR ORDENADO.- 

Llamaremos “par ordenado” de números reales a la expresión (a,b) donde a es 
llamada la primera componente y b es llamada la segunda componente. 

Ejemplo.- Son pares ordenados, (3,5), (-2,7), (etc). 


b) IGUALDAD DE PARES ORDENADOS.- 


Los pares ordenados (a,b) y (c,d) diremos que son iguales si sus correspondientes 
componentes son iguales, esto es: 




Ejemplo.- Los pares ordenados (5,6) y (5,4) no son iguales sus segundas 
componentes son diferentes. 


Luego diremos que dos pares ordenados son diferentes si ima de sus componentes 
correspondientes son diferentes esto es: 



Ejemplo.- Determinar el valor de x e y de tal manera que (5x+2y, -4) = (-1,2x- y) 

Solucién 


Para calcular el valor de x e y aplicamos el concepto de igualdad de pares 
ordenados: 












Relacionesy Funciones 


183 


(5x + 2y, -4) = (-1,2x —y) o 


5x + 2y = -l 
2x-y = -4 



c) PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS.- 

Consideremos dos conjuntos A y B arbitrarios; llamaremos producto cartesiano de A 
y B, al conjunto formado por todos los pares ordenados (a,b) de tal manera que la 
primera componente a pertenece al conjunto A y la segunda componente b pertenece 
al conjunto B. 

La notación del producto cartesiano de A y B es: AxB. Simbólicamente el producto 
cartesiano se representa: 



Nota: (a,b) eAxB •» aeAA beB 

Ejemplo.- Sean A= {1,3,5} yB= {2,4} Entonces: 


A x B = {(1,2),( 1,4),(3,2),(3,4),(5,2),(5,4)} 


También puede determinarse A x B mediante el métodó del “diagrama del árbol” el 
cual nos permite observar el conjunto de pares ordenados, este método consiste en 
disponer los elementos de A y B del modo siguiente 


A 


B 


AxB 


1 



(1,4) 

(3,2) 


3 



(3,4) 

(5,2) 


5 



(5,4) 
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OBSERVACION.- Cuando los conjuntos A y B son finitos entonces: 



donde: n(A): es el número de elementos del conjunto A. 

n(B): es el número de elementos del conjunto B. 
n(A x B): es el número de elementos del conjunto A x B. 

Ejemplo.- Si A={2,4} yB = {1,3,5} entonces: AxB={(2,l),(2,3),(2,5),(4,l),(4,3),(4,5)} 
De donde: n(A x B) = n(A).n(B) = (2)(3) = 6 
Además se tiene: 


B x A = {(1,2),(1,4),(3,2),(3,4),(5,2),(5,4)} de donde se observa que AxB^BxA 

d) PROPIEDADES DEL PRODUCTO CARTESIANO 



e) REPRESENTACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO CARTESIANO.- 

En el producto cartesiano A x B, a cada uno de los conjuntos A y B lo 
representaremos sobre dos rectas perpendiculares, en donde los elementos del 
conjunto A se representa sobre el eje horizontal y los elementos del conjunto B se 
representan sobre el eje vertical, de tal manera que las líneas verticales que pasan 
por los elementos de A y las líneas horizontales que pasan por los elementos de B al 
interceptarse se obtienen los pares ordenados de A x B. 





© © 
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Ejemplos.- 

B_ 

4 

2 




H-1-h 

i i i 

1 1 ! 




i l i 

1 2 3 4 5 

A X 



Sí A= {1,3,5} y B={2,4} entonces: 

A x B = {(1,2),( 1,4),(3,2)(3,4)(5,2)(5,4)} 

A los elementos del conjunto A lo representaremos 
en el eje horizontal y a los elementos del conjunto B 
lo representaremos en el eje vertical. 


OBSERVACION 

Como los conjuntos A y B son arbitrarios, entonces consideremos los siguientes casos: 

Si A = B, el producto cartesiano denotaremos por AxB = Ax A = A 2 

Si A = B = R entonces AxB = RxR = R 2 este producto nos representa al plano 
cartesiano. 

0 DIAGONAL DE UN CONJUNTO.- 

Dado un conjunto A * <j>, a la diagonal del producto cartesiano A x A denotaremos 
por I A y es defmido por: 

={(x,y)e.AxA!y = x} 

Ejemplo.- Sí A= {1,3,5} entonces: 

Ax A = {(1,1),(1,3)(1,5),(3,1),(3,3),(3,5),(5,1),(5,3),(5,5)} 

Entonces: I A ={(1,1). (3,3), (5,5)} 
g) EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 
0 Determinar los valores x e y, en cada caso: 
a) (4, 2x —10) = (x - 1, y + 2) 

Solución 
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Mediante la igualdad de pares ordenados se tiene: 


(4,2x —10) = (x — 1, y + 2) 


4 = x -1 
2jc —10 = y + 2 


r 5 

U = -2 


b) (y—2,2x+ l) = (x —l,y+2) 

Solucién 

Mediante la igualdad de pares ordenados se tiene: 

(y-2,2x+l) = (x-l,y+2) => \ y 21 => í 

[2x + l = y + 2 [ 


x-2 
y = 3 


'c) (A - C) x B 


Dados los conjuntos A=(xez/-l<x53) ; B={xez/l<x<4} 

C={xez/láxá4} 

Hallar los siguientes conjuntos y graficar: 
a) A x B b) B x C 

Solucién 

Tabulando los conjuntos dados se tiene: 

A = {-1,0,1,2,3}, B= {1,2,3,4}, C= {1,2,3,4} 

a) A x B = {(* 1,1),(-1,2),(-1,3),(-1,4),(0,1 ),(02),(0,3),(0,4),( 1,1),(12),( 1,3)( 1,4),(2,1), 

(2.2) (2,3)(2,4)(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)} 

b) B x C = {( 1,1),(1,2),( 1,3),( 1,4),(2,1),(2,2,),(23),(2,4),(3,1 ),(3 *2),(3,3),(3,4),(4,1), 

(4.2) ,(4,3),(4,4)} 

c) A —C= {-1,0} 

(A-C) x B = {(-1,!),(-1,2),(-1,3),(-l,4),(0,1 ),(0,2),(0,3),(0,4)} 
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© A= {x e R/x — 3 <7}, B= {y g R/-2< y< 3}. Graficai\ Ax B, BxA 

Solución 

Como x-3<7 => x<10 
Ax B = {(x,y)/x< 10 A -2<y<3} 

B x A = {(x,y) /-2<x<3 A y < 10} 
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Para A y B subconjuntos arbitrarios de R, geométricamente visualizar, como superficie, el 
producto cartesiano A x B en el espacÍQ bidimensional R 2 , entonces: 






© Que parte del plano cartesiano se obtiene si se representa gráficamente los siguientes 
productos canesianos. 


a) <0,+qo> x <0,+oo> 


b) <-oo, 0> x <-oo, 0> 


c) <-oo,0> x <0,+oo> 


d) <0,+oo> x <-oo,0> 


Solución 


a) 

<0,+oo> x <(),+oo> 

=> 

{(x,y) /x> 0 A y> 0} 

b) 

<-oo, 0> x <-oo,0> 

=> 

{(x,y) / x < 0 A y < 0} 

c) 

<-oo,0> x <0,+oo> 

=> 

{(x,y)/ x<0 A y>0} 

d) 

<0,+oo> x <-oo,0> 

=> 

{(x,y)/ x>0 A y<0} 
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h) EJERCICIOS PROPUESTOS. 

I. En cada caso determinar los valores de x e y. 


o 

(x,4) = (-2,y) 

© 

(4,2x - 10) = (x — 1, y + 2) 

© 

(y—2,2x+ l) = (x —l,y+2) 

© 

(5x + 2y, -4) = (-1,2x — y) 

© 

(x + 4, 6) = (10, y —x) 

© 

(x + 5, 3 — y) = (7,2) 

© 

(x + y, 3) = (5, y—x) 

© 

(x-7y,2x-6y) = (15,-10) 

® 

(3x - 8y, 4x + 3y) = (4 - 2x - lOy, 2x + 4y + 7) 


@ 

(5x + 2y, -4) = (-1,2x-y) 

© 

(x 3 -19, x 2 y-6) = (y\ xy 

© 

(2x — y, x + y+ 3) = (x + y+ l,2x + y) 



© 

2 2 2 2 

-2) 
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II. En cada caso hallar los conjuntos y graficar: 

(l) Dado los conjuntos: A={xe z/-1 <x < 3}, B ={xg z / 1 < x < 4}, C= {xgz/ 1 <x < 4}; 
Hallar los conjuntos y graficar: 

a) AxB b) BxC c) (A-C)xB 

(^ Sea A={xgR/1<x<3) y B={yeR/2<y< 4}. Hallar AxBy graficar 

© Sean A = {a,b}, B = {1,2,3,4,5} y E = {3,5,7,9}. Hallar (Ax B) n (A x E) 

C) Representar al conjunto producto cartesiano: {x e R / |x| < 5} x {x e R / -2 < x < 3} 

Sombreando el área apropiada en el sistema bidimensional. 

© Dado los conjuntos A = {x e N/x = jfc e N}, B = {xeN/x 2 -14x + 40 = 0}, 

4 

C = {xgA//jc 2 -1 = 0}, entonces el número de elementos del conjunto 

[(A n B) u C] x (B — C) es. 

Si A={x gR/2<x< 5} y B = {xeR /1 < x < 4}. Graficar'A x B, luego graficar BxA. 
Si A= {x € R / 2 < x < 5} , T = {x gR /1 < x < 4}. Graficar T x A, luego graficar AxT. 

3 - 2 

© Sí A = {?-j^/(x- 2)(x+3)(x-5) = 0} yi = {y+3/¡t(r+2)(r-4) = 2} VxeR 
Hallar A x B, B x A y graficar. 

© Si A = {xeN/x = ~^,keN}, B = {x s N / x 2 +\<12\. Hallar (A n B) x (B - A) 

@ Sí A = {x 2 -\/0<x<5, xez}, B = {x 2 +\/-5<x<-3, xez}, 

C = {x 3 +4 /(jc-1)(jc + 2)(x-3) = 0, xgz} . HallarAxB, AxC, BxC 

@ Si A = {-/xez A -2<x<4}, B = {xeN/x<2 A jre{3,2,4,5}} 

^ JC 


Hallar y graficar A x B y B x A 
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(n) Si A = {3x + 1 / (x e N A x < 3) V (x e z A 0 < x < 5)} 

Calcular la diagonal del producto A x A y luego grafique. 

Dado A={x e</-12<x + 6< 20} y B = {jc ez/10 < x 2 < 400} 

Cuantos elementos tiene A x B. 

@ Dados los conjuntos: A = {x g N/x< 3} , B = {x eN/xespar yx < 5}, 
C = {x e N /x es impar y x <4}. Hallar el conjunto (A n B) x (C — A) 


© 

© 

© 

@ 

© 

© 

© 

@ 

© 

© 

25) 


Sí A = {xez + = kez*} y B = {x ez + / x 1 +1 < 12} . Hallar (AnB) x (B-A) 

Si A y B son dos conjuntos arbitrarios demostrar que: AxB = <j) <=> A = <J> VB = (|) 
Demostrar que: Ax(BuC) = (AxB)u(AxC) 

Demostrar que: A x (B n C) = (A x B) n (A x C) 

Demostrar que: (A - B) x C = (A x C) - (B x C) 

Dcmostrar que: Sí A c: B entonces A x B cz B x B 
Der ostrar que: Sí AcB entonces AxAcAxB 
Den jstrar que: A x (E - B) = (A x E) - (A x B) 

De¡ ostrar que: (A n B) x (E n F) = (A x E) n (B x F) 

Den )strar que: (A x E) u(BxF)c(AuB)x(EuF) 

Dei >strar que: A cz B y E cz D implica que AxEcBxD 


111! 


?1QNI£S B ÍN ABJ AS#", 


a) DEFINICION.- Consideremos dos conjuntos A y B no vacíos, llamaremos 
relación binaria de A en B ó relación entre elementos de A y B a 
todo subconjuntoRdelproductocartesianoAxB, estoes: 

! B &&JMI 
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Ejemplo.- Sean A= {2,4} y B = {1,3,5} entonces 
A x B = {(2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3),(4,5)} 

Los siguientes conjuntos de pares ordenados son relaciones de A a B: 

Ri ~ {(2,1),(2,5)}, R 2 = {(2,3),(4,1),(4,5)}, R 3 = {(2,1),(43),(2,3)} , R A =AxB 
Pero los siguientes conjuntos de pares ordenados no son relaciones de A en B: 

R 5 = {(U), (4,1), (4,5)} , R 6 = {(2,1),(4,1),(3,4)} puesto que (1,2) ^ AxB, (3,4) <g A x B 
por lo tanto R 5 £ ÁxB , R e ^AxB . 


Observación.- 

© Si A = B, entonces R es una relación en A ó, R es una relación entre elementos de A. 

© La definición 1.1 establece una comparación entre elementos de pares ordenados, 
motivo por el cual se le llama “relación binaria”. 

© Si R es una relación entre elementos de A y B, al conjunto A le llamaremos conjunto 
de partida y al conjunto B le llamaremos conjunto de llegada. 

(4) Generalizando: una relación R, entre los elementos del conjunto de los números 
reales R, está determinado por una íunción proposicional P(x,y); esto es: 



© Cuando el par ordenado (a,b) satisface a la función proposicional P(x,y) de la 
relación R, diremos que (a,b) g R en caso contrario (a,b) ¿ R. 



Si A tiene p elementos y B tiene q elementos entonces 3 2” relaciones entre A y B 
donde n = pq. 


Ejemplos.- Sí A= {1,3} y B= {2,4} entonces AxB= {(1,2),(1,4),(3,2),(3,4)} 

E1 número de relación que se obtendrá de A x B es 2 2x2 =2 4 =16 es decir: que se 
puede formar 16 relaciones: 
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<(1,2)}, <(1,2),(3,2», {(1,4)}, {(3,2)}, {(3,4)}, {(1,2),(1,4)}, {(1,4),(3,2)}, {(1,2),(3,4)}, 
{(1,4),(3,4)}, {(3,2),(3,4)}, {(1,2),(1,4),(3,2)}, {(1,2),(1,4),(3,4)}, {(1,4),(3,2),(3,4)}, 
{(1,2),(3,2),(3.4)}, {(1,2),(1,4),(3,2),(3,4)}, 4 

b) DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACION BINARIA. 

Consideremos una relación R de A en B: es decir que RcAxB, 

E1 dominio de la relación R denotado por D R es el conjunto defmido por: 

E1 rango de la relación R denotado por R r es el conjunto defmido por: 



Ejemplo.- Si R= {(1,4),(1,5),(2,3U2,4),(2,5)} entonces D*={1,2}, R r ={3A¿} 
OBSERVACION.- 

Para determinar el dominio de una relación, primero se despeja “y” enseguida se analiza 
los valores que pueden tomar “x” para que la variable “y” sea'real. 

Pa a determinar el rango de una relación se despeja “x”, enseguida se analiza los valores 
quc puedan tomar “y” para que la variable “x” sea real. 

E mplo.- Determinar el rango y dominio de la siguiente relación: 

R = {(x,y) e RxR/x 2 + y 2 +10y-75 = 0{ 

Solución 

En primer lugar despejamos la variable “y” para obtener el dominio, es decir: 
jc 2 + y 2 + 10y-75 = 0 , completando cuadrado 

(j + 5) 2 = 1 00 —jc 2 dedonde y = -5±Vl00-jt 2 

/ 

Ahora analizaremos los valores que pueda tomar x para que “y” sea número real es decir: 
100-jc 2 >0 dedonde: jc 2 < 100 =>-10<x<10 /. D f =[-10,10] 
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Ahora despejamos la variable “x” para obtener el rango, como x 2 + y 2 + 10y-75 = 0 
=> x = ±^¡75-10y - y 2 entonces analizando los valores que puede tomar “y” para que 
x sea número real se tiene: 75-10 y-y 2 > 0 

donde (y + 5) 2 <100 => -10<y+5<10 => -15<y<5 R f =[-15,5] 


c) PROPIEDADES DE LA RELACION BINARIA,- 


Las relaciones binarias gozan de las siguientes propiedades: 

Propiedad Reflexiva.- Una relación R en A, diremos que es reflexiva si 
(a,a) g R para todo a e R esto es: 



( 2 ) Propiedad Simétrica.- Una relación R en A diremos que es simétrica si 

(a,b) e R implica que (b,a) e R, esto es: 




Propiedad Transitiva.-Una relación R en A, diremos que es transitiva sí: 


(a,b) g R A (b,c) e R implica que (a,c) e R, esto es: 





Propiedad Antisimétrica.- Una relación R en A, diremos que es 

antisimétrica sí: 

V a,b g A, (a,b) e R y (b,a) g R implica que: a = b, esto es: 

Res aottsimtlriea Va,N Á ( f&b) g R A e R => a = l>| 

Propiedad de Equivalencia.- 

Una relación R en A, diremos que es de equivalencia si es: reflexiva, simétrica 
y transitiva. 


Ejemplo.- Si A = {1,2,3,4,5,6| las relaciones en A. 












© © 
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a) R x ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} es reflexiva en A. 

b) R 2 = {(1,1),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} no es reflexiva en A por que falta (2,2). 
Ejemplo.- Si A = {2,3,5,7}, las relaciones en A 

a) R x = {(5,3), (2,7), (3,5), (7^), (2,2)} es simétrica porque(x,.y) g R¡ =>(y,x)eR x 

b) R 2 = {(5,3), (2,7), (3,5),(2,2)} no es simétrica porque falta (7,2). 

Ejemplo.- Si A = {1,3,7,9} las relaciones en A. 

a) R x = {(7,1),(2,2),(1,2)}noes transitivaporque (7,1) e R 2 A (1,2) eR 2 => (7,2) e R 2 

Ejemplo.- Si A = {1,2,3,4,5} la relación R en A dado por 

R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)} es una relación de equivalencia porque 
es reflexiva, simétrica y transitiva en A. 

Ejemplo,- Sea Z = conjunto de los números enteros y la relación R definida sobre 
Z en R = {(x,y) gZxZ/x — y = 3m, m e Z) es una relación de 
equivalencia. En efecto: 

R es reflexiva porque: a-a = 0 = 0.3 VaeZ es decir: (a,a) gR, V a e Z 
R es simétrica porque: Sí a — b = m.3 => b — a = -(a — b) = (-m).3 
V a,b g Z => (a,b) g R => (b,a) e R , 

R es transitiva porque: Sí a-b=m.3 y b-c = wi'.3 entonces 
a - c = (a - b) + (b - c) = m.3 + m' .3 
a — c = (m + m' )3 => a — c =m.3, V a,b,c e Z 
es decir: (a.b) g R A (b,c) e R => (a,c) e R, V a,b,c e Z. 

Por lo lanto R es una relación de equivalencia. 
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d) DETERMINACION DE UNA RELACION BINARIA. 

Teniendo en cuenta que una relación es un conjunto de pares ordenados, entonces a 
una relación determinaremos por extensión o por compresión. 

lra. Por Extensión.- 

Una relación queda determinada por extensión cuando se menciona cada uno de los 
pares ordenados de la relación. 

Ejemplos.- 

a) R, = {(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)} , R 2 ={(a,b),(c 9 d) 9 (e 9 f)} 

b) Si A = {2,3,6,9} y B = {1,4,5,6,12} 

Expresa por extensión cada una de las relaciones: 

© R = {(x,y) e AxB/y = 2x} 

Solución 

R={(2,4),(3,6),(6,12)} 

©. R= {(x,y) e AxB/x + y= 12} 

Solución 

R={6,6} 

2da. Por Comprensión,- 

Una relación queda determinada por comprensión cuando se da una propiedad que 
caracteriza a todos los pares ordenados que conforman la relación. 

Ejemplos.- 

a) Si A = Z conjunto de los números enteros la relación R={(x,y)eZx Z / y = x} 
es una relación expresada por comprensión. 

b) Si U={xeN/x<7}. Determinar por comprensión la relación: 
R={(3,1),(4,2),(5,3),(6,4),(7,5)} 
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Solución 

Se observa que la diferencia entre la primera componente y la segunda componente 
es dos unidades por lo tanto expresaremos por comprensión: 

R = {(x,y) eUxü/x-y=2} 

e) RELACIONINVERSA.- 

Si R c A x B es una relación de A en B; entonces a la relación inversa de R io 
denotaremos por y está definido por: 

R~ l ={(y,x)eBxA/(x,y)GR\ 

Ejemplo.- Sí R= {(3.2),(3,1),(4.2),(4,5),(6,8)} => R~ l ={ (2,3),(1,3),(2,4),(5,4),(8,6)} 
Ejemplo,- Hallar la inversa de las siguientes relaciones. 

a) R = {(x,y)e Rx R/x + 3y = 12} 

Solución 

Para determinar la inversa de una reiación se despeja x, es decir: x = 12 - 3y 
Luego se permuta x por y es decir: y = 12 - 3x 

I ¡¡j j jj¡j 

b) R = {(x,y) eRxR/3x + 4y=5 A l<x<7| 

Solución 

5 —4y 

Primeramente despejamos x de 3x + 4y = 5 es decir: x = —, 1 < x < 7 

5 —4y 

Ahora veremos como va variando y, como 1 < x < 7 => 1 <-— < 7 


3 < 5 —4y < 21 => — 4 < y < — 

2 
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v = 


5-4x 

3 


-4 < jc < — 
2 





a) Definición.- Llamaremos gráfica de una relación de R en R al conjunto de puntos 

P(x,y) cuyas coordenadas satisfagan a dicha relación, teniendo en 
cuenta que una relación puede estar expresada en una de las formas: 

E(x,y) = 0 V E(x,y) < 0 V E(x,y) > 0 V E(x,y) < 0 V E(x,y) > 0. 

b) Discusión de la Gráfica de una Relación. 

Para trazar la gráfica de una relación dada por la ecuación E(x,y) = 0, daremos el 
siguiente criterio. 

lra. Determinación de las intersecciones con los ejes coordenados. 

Intersección con el eje X: E(x,y) n eje Jt = {(jt, y)e R 2 / y = 0\ = P 

Es decir: para hallar el punto P de intersección con el eje X se hace y = 0 en la 
ecuación E(x,y) = 0, ósea que se resuelve la ecuación E(x,0) = 0 

Intersección con el eje Y: E(x,y) n eje y = {(x, y) e R 2 / Jt = 0} = Q 

Es decir: para haliar el punto Q de intercesión con el eje Y se hace x = 0 en la 
ecuación E(x,y) = 0, ósea que se resuelve la ecuación E(0,y) = 0. 

2da. Determinación de la simetría con respecto a los ejes coordenados. 

Simetría con respecto al eje X. 

Existe simetria con respecto a eje X si se cumple E(x,y) = E(x,-y). Fig. (a) 
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Simetría con respecto al eje Y. 

Existe simetría con respecto al eje Y si se cumple E(x,y) = E(-x,y) Fig. (b) 

Simetría con respecto al origen. 

Existe simetría con respecto al origen si se cumple E(x,y) = E(-x,-y). Fig. (c) 



3ra. Determinación de la extensión de la curva. 

Consiste en determinar el dominio y el rango de la relación. 

4ta. Determinación de las Ecuaciones de las Asíntotas. 

Trataremos solamente de las asíntotas verticales y horizontales. 

Asíntotas Verticales.- La recta x=a, es una asíntota vertical de la relación 
E(x,y) = 0. si para cada (x,y) e E(x,y), se tiene que 
para “y” bastante grande la distancia de “x”a“a” es decir |x-a| es muy pequeño. 
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Para calcular las asíntotas verticales se despeja la variable y de la ecuación 


E(x,y) = 0 es decir: y = 


A*) 

g(x) 


de donde f y g son expresiones solamente de x. 


entonces las asíntotas verticales se obtienen de la ecuación g(x) = 0, es decir 
haciendo el denominador igual a cero. 


Asíntotas Horizontales.- La recta y = b es una asintota horizontal de la 
relación E(x,y) = 0 sí para cada (x,y) e E(x,y) sé 
tiene que para “x” bastante grande la distancia de “y” a “b” es decir |y - b| es 
muy pequeña. 



Para calcular las asíntotas horizontales se despeja la variable x de la 


ecuación E(x,y) = 0, es decir: x = 


f(y) 


donde f y g son expresiones 


g(y) 

solamente de y, entonces las asíntotas horizontales se obtienen de la ecuación 
g(y) = 0 es decir haciendo el denominador igual a cero. 
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5ta. Tabulación. 

Consiste en calcular un número determinado de pares ordenados a partir de la 
ecuación E(x,y) = 0. 

6ta. Trazado de la curva,- Mapeo de los pares ordenados. 

OBSERVACION 

Diremos que el par (a,b) pertenece a la relación E(x,y) = 0 sí y solo sí E(a,b) = 0. 
Ejemplo.- Discutir y graficar la relación: R = {(x,y) gRxR / xy —2y —x = 0} 

Solucién 

A la relación dada escribiremos en la forma: R(x,y) = xy- 2y - x = 0 
1° Intersección con los ejes coordenados: 

Con el eje X; hacemos, y = 0 ; R(x,0) = 0- 0- x= 0 => x = 0 
Con el eje Y; hacemos, x = 0; R(0,y) = 0-2y-0 = 0 => y = 0 

2° Simetrías: 

Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y) 

pero x(-y) - 2(-y) — x * xy- 2y- x, por lo tanto no existe simetría con el eje X. 

Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 

pero xy-2y-x* -xy - 2y + x, por lo tanto no existe simetría con el eje Y. 

Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 

pero xy-2y- x * (-x)(-y) — 2(-y) - (-x), por lo tanto no existe simetría con el origen. 
3° Extensión: 

x 

Calculamos el dominio, para esto despejamos y es decir: y = -. 


Luego D r =R-{ 2} 
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Calculamos el rango, para esto despejamos x es decir: 
Luego R r — /? — {1} 

4° Asíntotas: 



x 

Asíntota Vertical: se despeja y. y =- la ecuación de la asíntota vertical es x=2 

jc-2 

Asíntota horizontal: se despeja x: 

2 v 

x =-, la ecuación de la asíntota horizontal es y = 1. 

v-1 


5° Tabulación: 


X 

0 

1 

3 

4 

-1 

-2 

Y 

0 

-1 

3 

2 

0.3 

0.5 



3888338838383388838388388833888888388 

S8888888388888888%88888^88^ 




ÜfXlJ 




Hallar el dominio y rango de larelación: R = {(x,y) e RxR/xy 2 -x + 3y 2 +1 = 0} 

Solución 

Calculando el doininio de la relación R, para esto despejamos y de la ecuación 


xy 2 — x + 3y 2 +1 = 0 => (jc + 3)>* 2 = jc— 1 
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Analizando los valores que pueda tomar x para que y sea real, en este caso debe 

cumplirse: ——- > 0. + \/ - ~\/ + 

-3 1 

Luego D r =< -<0,-3 > t/[l,+oo > 

Ahora calculamos el rango de la relación R. 

Para esto despejamos x de la ecuación: xy 2 -x + 3 y 2 +1 = 0 


x(y 2 -1) = -3y 2 -1 


3y 2 +1 



Luego los valores que puede tomar y para x sea real es que y * ± 1 
Por lo tanto R r =R- {-1,1} 

Hallar el dominioyel rangode larelación: R = {(x,y)eRxR/x 2 y 2 -4x 2 -4y 2 =0} 

Solución 

Sea x 2 y 2 -4x 2 -4y 2 =0 ...(1) 


Para calcular el dominio de la ecuación (1) despejamos y = 


4x 


x 2 -4 


Ahora analizaremos los valores que pueda tomar x para que y sea real, en este caso debe 


cumplir: 


x 2 -4 


>0 


1 


x 2 -4 


>0 


1 


(x + 2)(x-2) 


>0 




-2 


La solución es x e <-oo,-2> U <2,+oo> 

Para x = 0 también se verifica. Por lo tanto: D R = < -oo,-2 > U < 2,+oo > U {0} 
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Ahora calculamos el rango de la relación para esto despejamos x de la ecuación (1) 

x = ±J—f — . analizando los valores que pueda tomar y para que x sea real, en este caso 
V y -4 

4v 2 

se tiene —-> 0 

y 2 -4 

■> 4v 2 1 

V y e R, y' > 0 => y = 0 se cumple, —=->0 => -> 0 

y 2 -4 (y-2)(y+2) 

-2 2 

La solución esy g <-qo,-2> U <2,+qo> 

Por lo tanto: R r = < -oo,-2 > U < 2,+oo > £/{0} 

© Sí A= {2,3,6,9,11} y B = {1,4,5,6,12,14} 

Expresar por extensión cada una de las siguientes relaciones: 

a) R = {(x,y) eRAxB/y = 3x} 

Solución 

R= {(2,6)} 

b) R = {(x,y) eAxB/x + y= 12} 

Solución 

R= {(6,6),(11,1)} 

c) R = {(x,y) g A x B / y = x} 

Solución 


R = {(6,6)} 
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Si el universo es U = {1,2,3,4,5} determinar por comprensión cada una de las relaciones: 

a) R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)} 

Solución 

R = {(x,y) eUxU/y = x} 

b) R = {(3,1 ),(4,2),(5,3)) 

Solución 

R = {(x,y) e UxU/y=x-2( 

La relación R = {(x,y) gZxZ/x - y=2k, keZ}. Es una relación de equivalencia 

Solución 

a) Reflexiva: Six = y => y—x = 0 

=> x-x = 2(0), OeZ 
Luego V (x,x) g R R es reflexiva. 

b) Simetría: Como x - y = 2k, multiplicando por -1 se tiene: y - x = 2(-k), -k € Z 

Luego (y,x) e R R es simétrica 

c) Transitiva: Sí (x,y) e R => x-y = 2k { , k x ^Z 

(y,z) g R => y-z = 2k 2 , k 2 eZ 

x-z = 2(k x +k 2 ), k x +k 2 eZ 

Luego (x,z) e R .*. R es transitiva. Por lo tanto R es de equivalencia. 

La relación R definida por: R = {(x,y) e R x R / |x - y| < 4}, R es de equivalencia. 

Solución 


a) Reflexiva: VxgR, |x - x| = 0 < 4 => (x jc) e R 


.*. R es reflexiva 
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b) Simétrica: (x,y) gR |x — y| < 4 

=> |y- x| < 4 (y,x) e R R es simétrica. 

c) R no es transitiva: para esto tomemos dos pares ordenados 
(7,4) g R ==> |7 — 4| = 3 <4 

(4.1) e R => |4 — 11 = 3 <4 

(7.1) gR => |7 —1| = 6 ¿ 4, luego R no es transitiva. 

Por lo tanto R no es de equivalencia. 

Determinar sí la relación: R = {(x, y) / + <Jy = 1, jc, y e R + } es reflexiva, simétrica y 

transitiva. 

Solución 

a) Reflexiva: Sí xeR + => -s [x+4x*l, x* — . 

4 

Luego (x,x) & R => R no es reflexiva. 

b) Simétrica: Sí (x,y) g R => «Jx + <Jy = 1 

Jy + 4x = 1 => (y,x) g R 

Por lo tanto R es simétrica. 

c) Transitiva: Sí (x,y) e R entonces: 4x + Jy =1 

(y,z) g R entonces Jy + 'Jz = 1 

4x+-Jz =2(1 -'Jy)* 1 


=> (x,z) ^ R, por lo tanto no es transitiva. 
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(Í) Discutir y graficar la relación: R - {(jc, y) e RxR/ x 2 y-4y + x = 0) 


Solución 

La relación dada también se escribe así: R(x , y) = x 2 y-4y + x = 0 
Ahora haremos la discusión correspondiente: 
lra. Intersección con los ejes coordenados 

Con el eje X, hacemos y = 0; R(x,0) = 0- 0 + x = 0 => x = 0 
Con el eje Y, hacemos x = 0; R(0,y) = 0-4y+0 = 0=> y = 0 
2da. Simetrías 

Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y). 

Pero x “ (->’) - 4(-y) + x*x y -4y + x , por lo tanto no existe simetría en el eje X. 
Con respecto al ejeY: R(x,y) = R(-x,y) 

Pero x 2 y - 4y + x * (— jc) 2 y - 4y - x , por lo tanto no exis'te simetría con el eje Y. 

Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 

x 2 y-4y + x = (-x) 2 -4(-y)-x , por lo tanto si existe en el origen. 

3ra. Extensión. 

—x 

Calculamos el dominio, para esto despejamos y, y - —- 

x 2 -4 

el dominio es: R = {-2,2 J- 

Calculamos el rango, para esto despejamos x 



2y 


el rango es todos los reales R, puesto que y = 0, x = 0, la ecuación se verifica. 
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4ta. Asíntotas 

—x 

Asíntotas Verticales: se despeja y, y = — -, las ecuaciones de las asíntotas 

—4 

verticales se obtienen de la ecuación x 2 - 4 = 0 de donde x = -2, x = +2 es decir: 
x = ± 2 son las asíntotas verticales. 

-ItJÍ+Íóy 1 

Asíntotas horizontales, se despeja x, jc =--- 

2y 

La ecuación de la asintota horizontal es y = 0 

5ta. Tabulación. 


X 

-4 

-2.5 

-1.5 

-1 

0 

1 

1.5 

2.5 

4 

X— 

0.3 

1.1 

-0.9 

-0.3 

0 

0.3 

0.9 

1.1 

-0.3 


J 

i 

Y 1 


~T \ - 

2 -1 

! ! 

X 

-4 -2.5 

^ i í 

-i|.5 yr 

0 1 1.5 

^ 1 1 ► 


Discutir y graficar larelación: R = {(jc, y) e RxR/x 2 y 2 -4x 2 -4y 2 =0} 

Solución 

A la relación dada escribiremos en la forma: R( jc, y) = x 2 y 2 -4x 2 -4y 2 =0 


Ahora haremos la discusión correspondiente. 
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lra. Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X, hacemos y = 0 de donde tf(jc,0) = 0-4x 2 -0 = 0 


ConelejeY, hacemosx = 0 dedonde /?(0,y) = 0-0-4y 2 =0 

2da. Simetrías: 

Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y) 

Como jc 2 >> 2 -4jc 2 -4y 2 =x 2 (-y) 2 -4x 2 -4(-y) 2 
Por lo tanto existe simetría en el eje X. 

Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 

Como jc 2 .y 2 -4jc 2 -4 y 1 =(-jc ) 2 y 2 -4(-x) 2 -4y 2 
Por lo tanto existe simetría en el eje Y. 

Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 

Como jc 2 y 2 -4jc 2 - 4y 2 = (-Jc) 2 (-y ) 2 -4(-jc) 2 - 4(-y) 2 
Por lo tanto existe simetría en el origen. 


3ra. Extensión. 


Calculamos el dominio para esto despejamos y. 



y es real sí 



1 

(x - 2)(x + 2) 


>0 



x = 0 


y = o 




x e <-oo,-2> U <2,+oo> por lo tanto D R =< -oo,-2 > U < 2,+oo > U {0} 



Calculamos el rango, para esto despejamos x, jc = ±. 
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x es real si 


JzL> 


y 2 - 4 


>o 


--->0 + \/ - V~+~ 

(y-2)(y + 2) 


-2 2 

y g <-oo,-2> U <2,+oo>. Por lo tanto R r = < -oo,-2 > U < 2,+oo > Í7{0} 

4ta. Asintotas. 

' .2 


■••JS 


Asintotas verticales: se despeja y ■ 

Las asintotas verticales se obtiene de la ecuación x 2 -4 = 0 =>x = ±2 
Asintotas horizontales: se despeja x = ± 


4 y l 


I y 2 -4 

Las asintotas horizontales se obtienen de la ecuación j> 2 -4 = 0 => y=±2 

5ta. Tabulación. * 


±3 




±4 


4^3 


0 


0 



Solución 































Relaciones y Funciones 


211 


A la relación dada escribiremos en la forma: R(x,y) = yx 2 -4y-x 2 = 0 
Ahora haremos la discusión correspondiente 
lra. lntersección con los ejes coordenados. 

Con el eje X, hacemos y = 0, de donde /?(x,0) = 0-0-x 2 = 0 => x = 0 
Con el eje Y, hacemos x = 0, de donde R(0,y) = 0-4y-0 = 0 => y=0 
2da. Simetrías 

Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y) 
pero yx 2 -4y-jc 2 *-yx 2 -4(-y)-x 2 
por lo tanto no existe simetría en el eje X. 

Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 

como yjc 2 -4y-x 2 = y(-x) 2 -4y-(-x) 2 
por lo tanto existe simetría en el eje Y. 

Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 

pero yx 2 -4y-x 2 *->•(- jc) 2 -4(-y)-(-x) 2 


por lo tanto no existe simetría en el origen. 

3ra. Extensión. 

x 2 

Calculamos el dominio, para esto despejamos y de donde y = —--,yesreal 

jc“ -4 

si x * ± 2, luego entonces .*. D R = R - {-2,2} 


Calculamos el rango, para esto despejamos x., jc = ±. 

4y 


4y 




>0 


y -1 


x es real sí: 


0 


1 
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y e <-oo,0] U <l,+oo>, Rr =< -oo,0] U < l,+oo > 

4ta. Asintotas 

x 2 

Asintotas verticales, se despeja y, y = —--, las asintotas verticales se obtienen 

x -4 

delaecuación jc 2 -4 = 0 => x = ±2. 


Asintotas horizontales, se despeja x, jc = ±. 
obtienen de la ecuación y — 1 = 0 => y = 1. 

5ta. Tabulación. 


4 y 

V-1 ’ 


las asintotas horizontales se 


X 

0 

±i 

±1.5 

±2.5 

±3 


0 

-0.3 

-1.2 

2.7 

1.8 




Hallar el dominio y rango de las relaciones. 
a) R = {(jt,.y) e RxR/y = x 2 -4jc, y< 0} 
c) R = {(x,y)eRxR/x 2 =y- 1} 
e) R = {(jc, y) e RxR/^Jx +< s [y =1} 


b) R ={(jt,jy) g RxR/y = -\A~Jt 2 } 
d) R = {(x,y) e RxR/ xy-2y-x=0} 
f) R ={(jc, y) e RxR/x 2 y 2 + jcv = 5 } 
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g) R = {(x,y)eRxR/y = -—- -} h) R = {(x,y) eRxR/ix 1 -4)y = y 2 } 

2x 2 —3jc—5 

i) R = {(x,y)eRxR/x 2 y 2 -2x+y 2 -4 = 0} 

j) R = {(x,y)eRxR/(x 2 -6x + 5)y 2 =4y-l) 

Sí U = {x <= Z + / x impar A x < 8}. Tabular las siguientes relaciones en U 
a) R= {(x,y) e UxU/x = 3 V y=5} b) R= {(x,y) e Ux U/x +y= 8} 

c) R = {(x,y) e U x U / xy = 21} d) R={(x,y)eUxU / x divide a 20} 

(T) En el conjunto de los naturales N se define una relación R de la siguiente forma: 

R = {(x, y) e NxN/ x 2 + x = y 2 +y) 

es decir si es una relación de equivalencia, justifique su respuesta. 

© En R se define las siguientes relaciones, V x,y e R 

a) R = {(x,y) gRxR/|x-1| = |y— 1|} b) R ={(jc,y) gRxR/ x 2 -x -y 2 -y) . 
Demostrar que son relaciones de equivalencia. 

(^ Siendo A = {1,2,3,4,5,6} estudiar las propiedades de las relaciones binarias. 

a) R= {(x,y) e Ax A/x+y> 0} b) R = {(x,y) g A x A/x —y< 2} 

c) R = {(x,y) eAxA/x<y} 

Rpta. a y c es de equivalencia, b) es reflexiva 

Qs) En A = {1,2,3,4} se considera la relación R = {(x,y) eAxA/x = y V x + y= 3} 

Es de equivalencia. Rpta. Si 

(^ En Z define la relación R: R = { (jc, y ) g ZjcZ /jc 2 +jc = y 2 +y}. Graficar R. 

Clasificar larelación Rdefmida enZxZ mediante ( a,b)R{a ', b') <=> ab' = ba' 

Rpta. R es de equivalencia. 
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© 


© 


Definimos en el conjunto Z x (Z - 0) la siguiente relación (a,b) R (c,d) «> ad = bc 
Es una relación de equivalencia Rpta. R es una relación de equivalencia 

Demostrar que la relación dada por: R = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,c),(c,a),(b,d),(d,b)} 
En el conjunto A = {a,b,c,d} es una relación de equivalencia. 

Discutir y graficar las relaciones siguientes: 


a) jcy 2 -3y 2 -1 = 0 


V 2 X 

c) y = 


3-x 

e) x 2 y 2 -x 2 +y 2 + 1 = 0 

g) xy—2x —y—2 = 0 

Discutir y graficar las relaciones siguientes: 

a) xy 2 +xy-6x-3 = 0 


b) y 2 (x 2 -4) = x + 2 


d) y = 


2x 2 -3x—5 


x 2 y 2 +Ax 2 -4 y 2 =0 


h) y 2 (x+ 1) = 4 


b) y = 


3x -8x + 4 


© 


. 2 4x 

c) y ¿ = 


x 2 -4 


e) x 3 +xy 2 -y 2 =0 

g) yx 2 -25y-x = 0 

Discutir y graficar las relaciones siguientes: 
a) y = - 


c) y = 


x 2 -25 
x+1 

2x 2 -5jc + 2 
3jc 2 -10x + 3 


d) , = 2j . 2 

0 

h) y = 


x 2 +1 


y = 


2x 2 -5x + 2 

x(x+3) 

(x + 2Xx-2) 

x 2 -3x + 2 


b) y = 


(x-iy 


4x-5 
2(x 2 -1) 


d) xy 2 -4x 2 -3y 2 + I2x = 0 
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Discutir y graficar la relación R definida por: 


R = {(x,y) e RxR / y = 


(2jc-1 ) 2 - *■ 

x 2 -ix-i n 



Se va a introducir el concepto de ñinción, hablando libremente una fiinción f de un 
conjunto A en un conjunto B es una regla (procedimiento o mecanismo) que nos 
transporta de un conjunto a otro de manera que asociamos cada elemento A un único 
elemento en B. 


a) DEFINICION,- Consideremos dos conjuntos cualquiera A y B, a la relación 
binaria f de A en B le liamaremos fimción de A en B, si y 

solo si, verifica: 



esto quiere decir, que dos pares ordenados distintos no pueden tener la misma 
primera componente. _ 



Gráficamente: 



f es ftmción, sí b = c 


Observaciones: 


o Una fimción f de A en B denotaremos por: f: A - > B; ó A ——-> B y se lee “f 

es una fimción de A en B”, donde el conjunto A le llamaremos conjunto de partida y 
el conjunto B le llamaremos conjunto de llegada. 

© Si el par (a,b) e f, escribiremos b = f(a) y se dice que b es la imagen de “a” por f ó 
también, que b = f(a) es el valor de f en el punto a. 

© Sí A = B = R, a la fimción f: R- > R, se denomina fimción real de variable real. 

© Teniendo en cuenta la parte 2) se tiene la siguiente notación: 

y~ » (x.yíef 
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donde y = f(x) se lee u y es función de x” ó “y es la imagen de x por f 
(x,y) e f se lee “el par (x,y) pertenece a f 
Ejemplo.- f(l) = 3 <=> (1,3) ef 
© De la parte 4), a la función f se puede escribir en la forma: 

f = {(x.y) g Hx H / y « ffo)} 

donde la ecuación y = f(x) es llamada regla de correspondencia. 

Observación: Una consecuencia inmediata de la defmición a), es que toda función es 
una relación pero no toda relación es una función. 


Ejernplo.- La relación: R = {(1,2),(2,3),(3,4),(2,5)} no es una ftmción, puesto que para 
el elemento 2 existen dos elementos 3 y 5 tales que (2,3),(2,5) e R, que 
contradice a la definición de función. 


b) DEFINICION GEOMETRICA.- f es una función <=> cualquier recta 

perpendicular al eje X corta a la gráfica de f en 
un solo punto. Es decir: G f (/) n L = {punto} 



G \(/) nL={p}, 

f es función 


G 2 (h) nL = {P,Q} 
=> h no es función 



Sea f: A- > B una función de A en B, llamaremos dominio de la función f, al conjunto 

de todas sus primeras componentes, al cual denotaremos por D f , es decir: 
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_ i _ÉÉ_I 


y llamaremos rango de la íünción f al conjunto de las imágenes de todos los elementos de 
A, mediante f al cual denotaremos por R f es decir: 



Ejemplo.- Sea f = {(1,2),(3,4),(5,6),(7,8)} su dominio y rango es: D f ={1,3,5,7}; 

R f - {2,4,6,8} 




\ el CAwmo vm 



E1 dominio de una función f se determina analizando todos los valores posibles que pueda 
tomar x, de tal manera que f(x) sea real, salvo el caso en que dicho dominio sea 
especificado. 

E1 rango de una función f se determina despejando la variable x en función de u y”» iuego 
se analiza todos los valores posibles que pueda tomar “y”, de tal manera que x sea real. 


Ejemplo.- Hallar el dominio yrango de la función /(x) = ^2 + x-x 2 

Solución 

Calculando el dominio: como y = f(x,) entonces: 
y = 'sll + x-x 2 luego “y” es real si, 2 +x-x 2 > 0, de donde 




x 2 -jc -2 < 0 => (x — 2)(x+l)<0 


-1 


2 
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Luego el dominio es: /. D f = [-1,2] 


Calculando el rango: como y = -^2 + x-x 2 , y > 0 


2 ' j j , . l±^¡9-4y 2 

y = 2 + x-x , despejamos x, es decir: * =- 2 - 


9 3 3 

Luego x es real si 9-4^ 2 >0 => y 2 <— => - —— 


3 3 3 3 

Porlotanto /?/ - [0,+oo > n = [0, —] dedonde /. /?f =[0,—] 

Ejemplo.- Hallar el rango de la función: /(jt) = jc 2 -4jt + 7 , x e [2,3] 

Solución 


En este caso el dominio esta especificado x e [2,3] ahora calculando el rango: como 

2 4± a/4 v —12 ¡ - 

y = f(x)=x -4jt + 7. Despejamos x es decir: jt =- 2 - = 2±^]y-3 


x = 2±^3 e [2,3] => 2<2±4¿-3<3 
0 < ±-yJy-3 < 1 => 0 Z^y-3 <1 =>0<y-3<l 


3 < y < 4 => y g [3,4] por lo tanto .*. /?f = [3,4] 



A una fimción f, le llamaremos aplicación de A en B, si y solo si: D f = A. 

En forma simbólica: Un conjunto f c; AxB es una aplicación de A en B <=> V xeA, 
3 y e B, tal que y = f(x). 

Observación,- Una aplicación es un caso particular de una función, luego toda 
aplicación es una función, pero toda función no siempre es una 
aplicación. 
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Nota,- Algunos autores consideran a la íunción y aplicaciones como sinónimos, en estos 
apuntes, a las aplicaciones las consideraremos como casos particulares de las 
ñinciones. 


Ejemplo.- Sean A= {1,3,5}, B= {2,4,6}, calculando AxB 

A x B = {(1,2),( 1,4),( 1,6),(3,2),(3,4),(3,6),(5,2),(5,4),(5,6)} 

a) E1 conjunto f = {(1,4),(3,2)} es íunción donde D f - {1,3} y R f = {4,2} pero f no es 
una aplicación de A en B puesto que D f * A . 

b) E1 conjunto f={(l,2),(3,4),(5,6)} es una íunción donde: Df ={1,3,5} y 

% 

R f = {2,4,6} como D f =A entonces f es una aplicación de A en B. 



0 FUNCION CONSTANTE.- 



A la fimción f, le llamaremos fimción constante, si su 
regla de correspondencia es: 

También a la función constante, se puede definir por: 



donde su dominio es D f =R , su rango es R f = { c } 
y su gráfica es: 


0 FUNCIONIDENTIDAD.- 



A la función f, le llamaremos función identidad, si su 
regla de correspondencia es: 



También a la función identidad se define: 

f = {(x,y) g R x R / y = x}, donde D f = R , R f =R 
y su gráfica es: 
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@ FUNCION LINEAL.- A la fiinción f, le llamaremos ftmción lineal, si su regla de 

correspondencia es: 


i 

Y f(x) = ax + b 



fix) || ax + b 

donde a,b son constantes y a * 0. También a la 
^ ftmción lineal se puede expresar en la forma: 

^ 0 

X f = {(x,y)€Rx R / y = ax + b}. donde D f =R y 

R f =R; a,b e R y a * 0, cuya gráfica es: 



FUNCION RAIZ CUADRADA.- 



A la función f, le llamaremos función raíz cuadrada, 
si su regla de correspondencia es: 

ilililllll 

También se puede expresar en la forma: 

ID/ " € RxRJ y --ffjl 

donde D f = R' y R f =[0,+oo> 


(5) FUNCION VALOR ABSOLUTO.- 



(ó) FUNCION MAXIMO ENTERO.- 


A la ftmción f, le llamaremos fimción valor 
absoluto, si su regla de correspondencia es: 

i'(x) = jx|. donde \x\ I: Élil ~ f 
También se puede expresar en la forma: 

Donde D f =R y R f =[0,+oo> y su gráfica es: 

A la función f, le llamaremos función máximo 
entero, si su regla de correspondencia es: 
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También se puede expresar en la forma: 




donde D f =R y R f =Z 



Si x e [0,1> <=> /(x)=[|x|] = 0 => f(x) = 0 

Si x e [1,2> o /(jc)=[|x|] = 1 =>f(x)=l 

Si x e [2,3> «• /(x)=[|x|] = 2 => f(x) = 2 

Si x e [3,4> <=> / (x) = [| -t |] = 3 => f(x) = 3 


Sixe[-1,0> <=> / (jc) = [|jc|] = — 1 => í(x) = -l 

Si x e [-2,-1 > « /(*)=[ \x\] = -2 => f(x) = -2 

Sixe[-3,-2> o f(x) =[|jc|] = -3 => f(x) = -3 
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@ FUNCION SIGNO.- 



A la íunción f, le llamaremos función signo, si su 
regla de correspondencia es: 



También puede expresar en la forma: 




Donde D f = R , R f = {-1,0,1} y su gráfica es: 


(?) FUNCION CUADRATICA.- 


A la función f, le llamaremos íunción cuadrática, si su regla de correspondencia es: 


111 ü |¡¡ 2 |Ü¡ 1É|¡ a.b.c e R. lll 


También a la ecuación cuadrática se expresa así: 

f «■ {(A.J) y^<ir g,».c 

La gráfica de la función cuadrática es una parábola con eje perpendicular al eje X en el 
cual se presenta dos casos. 

Si a > 0 la gráfica se abre hacia arriba. 

Si a < 0 la gráfica se abre hacia abajo. 


E1 dominio de la función cuadrática es: D f =R, E1 rango se determina completando 
cuadrados. 

h h^ h^ 

Como f(x) = ax 2 +bx + c =3> f(x) =a(x 2 +— x +—-) + c- 

a 4 a 2 4 a 


f(x) = a(x + ^-) 2 
2 a 


Aac-b 2 


4a 
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Luego el vértice de la parábola es: V (——, 

2 a 4 a 



D f =R 


D f =R 


® 


D r 4 ac-b 1 

R f =[-,+*»> 

' 4 a 


0 Aac-b \ 

R f =< -oo,-] 

f 4 a 


FUNCION POLINOMIAL,- 

A la función f, le llamaremos fimción polinomial, si su regla de correspondencia es: 




donde son números reales, a n * 0. 


Ejemplo.- /(x) = 5x 5 +7x 4 +3jc + 6, esuna función polinomial. 


FUNCIÓN RACIONAL.- 

A la función f, le llamaremos función racional, si su regla de correspondencia es: 







donde a 0 ,a l9 ...,a n , b 0 ,b ¡9 ...,b m son constantes reales y b m * 0 
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x +5jc-17 

Ejemplo.- La ñinción /( jc) =—=-, es una función racional cuyo dominio es el 

x 2 -5jc + 6 

conjunto de todas las x, de tal manera que el denominador no se anule, es 
decir: D f ={jcg/?/jc 2 -5jc + 6*0} = /?-{2,3} 



Consideremos una función f con regla de correspondencia. 



Si x toma valores específicos, por ejemplo: jc = jc 0 , entonces y 0 = /(jc 0 ) se dice que la 
fimción ha sido evaluada, en otras palabras es: 

Cuando jc = jc 0 el valor de la función es / (jc 0 ) 

Ejemplo.- Si / (jc) = 2jc 3 + jc 2 + jc + 2, el valor de f en el punto x = 2 es f(2) es decir: 

/(2) = 2(2) 3 +(2) 2 +2 + 2 = 16 + 4 + 2 + 2 = 24 
Ejemplo.- Si /(jc) -x 2 +jc + 1 entonces /(z) = z 2 +z +1 

f(-Jy) = y+4y + i 

Ejemplo.- Si / (jc) = 5 X , probar que f(x + y) = f(x).f(y) 

Solución 

f(x+y) = 5 x+y =5 x .5 y =f(x).f(y) 


•*. f(x + y) - f(x).f(y) 



En las ñinciones definidas con dos o mas reglas de correspondencia, su dominio y rango se 
determinan de la siguiente forma: 
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Suponiendo que la función f es defmida por: 





el dominio de f(x) se determinan así: 



el rango de la función f(x) se calcula por: 



Esta forma de calcular dominio y rango de una función con dos reglas de 
correspondencia, también se extiende, a funciones de tres o mas reglas de 
correspondencia. 


Ejemplo.- 


Calcular el dominio y rango de la función: /(jc) = 


f2 jc + 1 si jc>1 
\x 2 -2 si x <0 


Solución 


Calculando su doininio se tiene: 


f/i(x) = 2jt + l, si jc>1 
\fi(x) = x 2 -2, si jc < 0 


í D fi = [l,+oo > 
|D /2 =<-oo,0> 


Luego su dominio de f(x) es: D f = D f u D fi = [l,+oo > u < -oo,0 > 

/. D f = < -oo,0 > u [l,+oo > 


Ahora calcularemos el rango: 


Si x > 1 => y = 2x + 1 despejamos x: 



y > 3 de donde: y e [3,+c»> 


Si x<0=> y = x 2 -2 , despejandox se tiene: x = -^Jy + 2 <0 => y + 2 >0 => y>-2 
de donde: y g <-2,+oo> 

Luego el rango de la función f es dada por: R f =< -2,+oo > u [3,+oo > = < -2,+qo > 



Cuando se conoce una función y = f(x), en base a esta función, se puede construir otra 
función en una forma rápida mediante el siguiente criterio: 
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ler. Si se tiene la gráfica de y = f(x) entonces la 
gráfica de la función: 

F(x) = f(x) + c se obtiene desplazando 
verticalmente la gráfica de y = f(x) en c 
unidades, siendo hacia arriba si c > 0 y 
hacia abajo si c < 0. 



2do. Si se tiene la gráfica de y = f(x) entonces la gráfica de la flmción F(x) = fix - c) se 
obtiene desplazando horizontalmente la gráfica de y = f(x) en c unidades, siendo 
hacia la derecha si c > 0 y hacia la izquierda si c < 0. 



3er. Si se tiene la gráfica de y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = f(x - h) + k 
se obtiene desplazando horizontal y verticalmente la gráfica y = f(x) en h y k 
unidades respectivamente. 
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4ta. Si se tiene la gráfica y = f(x) entonces la gráfica de la fimción F(x) = af(x), a > 0 se 
obtiene de la siguiente manera: 

i) Si a > 1 la gráfica esta estirándose verticalmente en un factor a en base al eje X. 

ii) Si 0 < a < 1 , la gráfica esta encogiéndose verticalmente en su factor a. 



5ta. Si se tiene y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = ffax), a > 0 se obtiene 
de la siguiente manera: 

i) Si a > 1, la gráfica se encoge horizontalmente en un factor a en base al eje Y. 

ii) Si 0 < a < 1, la gráfica se estira horizontalmente en un factor a en base al eje Y. 



6ta. Si se tiene la gráfica y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = -ffx) se obtiene 
haciendo rotar la gráfica y = ffx) alrededor del eje X. 
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7ma.Si se tiene la gráfica y = fl[x) entonces la gráfica de la fimción F(x) = f(-x) se 
obtiene haciendo rotar la gráfica y = f(x) alrededor del eje Y. 



8va. Si se tiene la gráfica y = f (x) entonces la gráfica de la función F(x) = -f(-x) se 
obtiene haciendo rotar la gráfica y = f(x) alrededor del eje X y el eje Y. 

Ejemplo.- Graficarlafunción F( x) = *Jx-2 + 2 

Solución 

La gráfica de F(x) = *Jx-2 +2 se construye a partir de la función /(jc) = V*, 
trasladando a la derecha 2 dos unidades y hacia arriba dos unidades. 
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Ejemplo.- Graficar la ftinción F(x) = |x — 3| +3 

Solución 

La gráfica de F(x) = |x -3| + 3 se construye a partir de la ftmción f(x) = |x|, trasladando a 
la derecha 3 unidades y hacia arriba 3 unidades. 



(^ Determinar el dominio y rango de la íunción / (jc) = V* 2 -1 


Solucién 

Como y = f(x) = V* 2 -1 => y = ^lx 2 -1. Luego analizamos los valores que x puede 
tomar para que “y” sea real, y como y = ^¡x 2 -1 entonces ‘V’ es real si x 2 -1 > 0 
=> jc 2 >1 =>x<-l Vx>l por lo tanto el dominio es: D f = < -oo,-l]u[l,oo> 

Ahora calculamos el rango, y para esto despejamos x y = V* 2 -1, y > 0 => jc = ±^Jy 2 +1 , 
Luego analizamos los valores que “y” puede tomar para que x sea real y como 
jc = ±^Jy 2 +1 entonces x es real Vy e R . 

Por lo tanto el rango de f es : R f = [0,+oo > n R =[0,+oo > 

© Calcular el rango de f(x) = 2jc 2 + 5jc~6 


Solución 
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Como y - /(jc) => y - 2x 2 +5jc-6 es una íünción cuadrática en estos casos el rango se 
determina completando cuadrados: 

, 2 5 25 25 , . . 73 5 2 

y + 6 = 2(jc + —jc—) -dedonde y +— = 2(jc+—) 

2 16 8 84 

5 73 

Luego K(-—,——) por lo tanto el rango 


73 

de fes: R f = [-,+ 00 > 

f 8 


4x 2 — 1 

Determinar dominio, rango y construir la gráfica de la función / (jc) = —— — 

Solución 

4x 2 — 1 í2x + 1K2jc-1) 1 

Factorizando y simplificando se tiene: / (jc) =-= -—-- = 2jc - 1, jc * — 

2jc +1 2jc +1 2 

Luego como f(x) = 2x-1 , jc * -1 / 2 su dominio es: D f =R-{-^-} 


Ahora calculando el rango, para esto despejamos x: y 

y +1 


= 2jc — 1 => jc = 


y + l 


como x 


11 y+1 1 1 

e<-oo,— > u <—,00 > entonces -e<-oo,— >u< — ,oo> 

2 2 2 2 2 


.y+1 1 1 y + 1 . . 

-00 <--< — v — < -- <00 entonces -oo<y<-2 v - 2 < y < oo 

2 2 2 2 

Por lo tanto R f = < -oo,-2 > u < -2,oo > 
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© 


© 


Determinar el dominio y rango de la función /( jc) = 

Solución 

La función f(x) está bien defmida si: 

2jc 


2jc 


x 2 -4 


x~ -4 


> 0 entonces 


(x + 2)(x-2) 


> 0, ahora resolvemos la inecuación. 


~V^V~V 


-2 0 2 
Luego D r = <-2,0] u < 2,+oo > 

Para determinar el rango despejamos x, como y = f(x) 


2 x j 2x 7 ? i 

Entonces y=í— - , y > 0 => y= — - dedonde y x -2jc-4y =0, y>0 

'í jc” —4 jc'-4 


jc = 


21-^4 + 16/ 


-, y > 0 ,racionalizando jc = - 


-16/ 


- 8 / 


2/ 2/(2+ a /4+16/) 2+74+16/ 

x es real si y solo si y eR. Luego = [0,+oo > a =[0,+oo > 

x—3 

Determinar dominio, rango y graficar la función: f (x) = sig( -) 

jc + 4 

Solución 

Aplicando la defmición de la función signo se tiene: 

. x -3 


r , ,v>0 


... , . . x -3 

J(x) = sig( --) = 

JC + 4 


-1 si -<0 

jc + 4 

x — 3 

0 si --= 0 , al resolver cada una de las inecuaciones se tiene: 

jc + 4 
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© 


0 


y/ v . ,X~3 

J(x)=sig( --) = 

jc + 4 


-1, si — 4 < jc < 3 
0, si x = 3 
1, si jc<-4vjc>3 


Su dominio es: D f =< -oo,- 4>u<-4,oo> 


Surangoes R f ={-1,0,1} 

Determinar el dominio rango y graficar la función: /( x) = [| V* |] 

Solución 

Calculando su doininio se tiene: f(x) está defmida si jc > 0 , luego D f = [0, oo > 
Por lo tanto su rango es: R f =Zq ={0,1,2,...} 

Sí [| Vjc |]=0=> 0 < V* < 1 => 0 < jc < 1 
Si [|Vx|] = l => 1<Vjc<2 => l<x<4 
Si [\sfx |] = 2 => 2<4x <3 => 4<x<9 


1 


Determinar el dominio y graficar la ñinción: f(x) = |x| + |x - 11 

Solución 

Por definición del valor absoluto se tiene: 


r,-i i ~ 

[-JC 5 /JC <0 ‘ |-JC + 1 si X < 1 0 1 

Ahora calculando las reglas de correspondencia de f(x) 

Si X < 0 => jxj = -x, |x —1| = 1 — A' 

como /( x) = Lvl + Íjc -1| => f(x) = -jc + 1- jc = 1-2jc, para x < 0 
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Si 0<*<1 => |jc| = jc, |jc-1| = 1-jc 

Como /(jc) =|jc| h- ¡jc — 1| =x + 1-jc = 1 => f(x) = 1, para 0 < jc < 1 
Si jc > 1 => |jc) = jc, |jc — 1| = jc - 1 

Como /(jc) =¡jc|-f|jc-l| = jc + jc-1 =2jc-1 => f(x) = 2x—1, para x>l 



. _ |[l x 1] si[\x\]espar 

¡ 2 x “[| ,v +11] si [| x |] es impar 


Solución 

Sixe[0,l> => [|jc|] = 0 espar => f(x) = 0 
Si x e [ 1,2> => [| x |] = 1 es impar => f[x) = 2x - 2 

Si x e [2,3> => [| x |] = 2 es par => f(x) = 2 

Si x e [3,4> => [| x |] = 3 es impar => ffx) = 2x - 4 

Sixe[-1,0> => [| ,v |] = -1 es impar => f(x) = 2x 


Si x e [-2,-l> => [| jc )] = —2 espar =>■ Rx) = -2 
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Si x e [-3,-2> =? [| -v 1] = —3 es impar => f(x) = 2x + 2 



(5) Determinareldominio,rangoygraficarlafunción: f(x) = ^]x-[\x |] 

Solución 

Calculando el dominio de la fimción f es decir: f(x), está definida si x-[|x |]> 0 de 
donde x > [| x |] que por definición de máximo entero se cumple VxeR. Luego D r =R 

Como[|x|] = n « n<x<n + l, neZ 

Entonces /(jc) = y/x- n , V x e[n , n +1>, n e Z 

Si x e [0,1> => [| jc |] = 0 => f(x) = y[x 

x e [2,3> => [|x|] = l => f(x) = *Jx -1 

x e [23> => [|jc|] = 2 => f(x) = y[x-2 

xe[-l,0>=> [|x 1] = -1 => J'(x) = -Jx +1 


x e [-2,-l> => [|x|] = -2 => f(x)=Jx+2 
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1 ()) Hallar dominio, rango y graficar la función f definida por / (jc) = - 


3 — jc 


X\-Í\x\] 


Solución 

Calculando el dominio de la función, es decir: 

f(x) es defmida si jc-[U|]* 0 esdecir: D f =/?~{x/|jc|-[|jc|] = 0} 
Como | jc |= [|jc |] => x g N puesto que |x| > 0. Por lo tanto D r =R-N 


Í x si x > 0 

, analizamos en la forma 

-x si x<0 


Si x > 0 => /( x ) = 


3-jc 

JC-[|x|] 


X 6[0.1> => [|x|] = 0 

x e [1,2> => [|x|] = l 
x e[2,3> => [|x|] = 2 


r / « ^ , 

=> f{x)= -=-1 

X X 


f(x) = 
f(x) = 


3 -x 
x-l 

3-,t 

x-2 


3 — r 

f(x)= T = -l 

x-3 


x e[3,4> => [|x 1] = 3 
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x e [4.5> => [|x|] = 4 => f(x) = — A 

x-4 

x 6 [5,6> => [|x|] = 5 => /-(x) = — 

jc-5 

x e [-1,0> => [| .r |] = -1 => /(X) = 

-jc + 1 

X e [-2,-1 > => [|jc|] = -2 => f(x) = -^iL 

-x+2 


X € [-3,-2> => [| JC |] = -3 => f(x) = -M- 

-jc + 3 




Luego el rango es : R r = < -oo,-2 > u {-1} u < 0,+oo > 

Determinar el rango y graficar la fünción definida por 

f(x) = [| —— 1] + 2x , S¡ X €<-l,0> 
x -1 

Solución 


Por la propiedad [| x + n |] = n + [| jc |], n e Z 
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/W=[l^^|] + 2* = [|^-^-— 7 1] = II7-^—|] + 2x 

x — \ x — \ x -1 x -1 


f(x) = 7 + [|- -\] + 2x 

x -1 


Ahora definimos [|-1] es decir: 

x -1 


Como x g<- 1 ,()> => -1 < x < 0 => -2 < x — 1 < -1 => -1 <—!— <-— 

x-\ 2 


=> -8< —<-4 => 4<—— <8 

x-l x-l 


[I ~r 1] = 4. 5, 6, 7 

jt-1 


8 

' x — \ 




n < ■ 

-< n + 1 


x — \ 

1 

x — \ ^ 1 


<-< — 

/í + 1 

8 n 

8 

, 8 


< —x +1 < — 

// + 1 

n 

-1 + 

8 

-< -x < 1 - 


n + 1 

//-8 

/i~7 


^JC<- 

n 

n + l 


// +1 


x e[-——— > entonces x g<-1,0> para n = 4, 5, 6,7 
n n 


Luego f(x) = 7 + n + 2x, n = 4,5,6,7 
Ahora definimos f para cada valor de n 
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f(x) = < 


2* + 7 + 4 = 2jc + 11 
2jc + 7 + 5 = 2 jc + 12 
2jc + 7 + 6 = 2 jc + 13 
2x + 7 + 7 = 2x + 14 


si xe<-l-3/5> 
si x e< -3/5,-1/3 > 
si x e [—1 / 3,—1 / 7 > 
5/ Jce[-l/7,0> 


Graficando la fnnción f se tiene: 



49 r 54 34 r 37 89 r 96 t/l 

= <9, — >u [—,— > u [—,— >u [ —, 14 > 


5 3 


3 7 


^2) Hallar el dominio, rango y graficar la fünción f(x) definida por: / (jc) = 


\4-x ¿ 
U + jc 2 


Solución 

E1 dominio se determina en la forma siguiente: D r = < - 00 , l] u < l,+oo >= R 
Ahora calculamos el rango: 

Si x < 1 => v = 4-jc 2 =í> jc 2 =4 -y 

x~ = — (y- 4) => V(0, 4) de acuerdo al criterio de la función cuadrática. 


si jc < 1 
si JC > 1 


Parax>l => y = 2 + x 2 , de donde y-2 = x 2 => V(0, 2) 
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Ahora graficando se tiene: 



Luego R f = < -oo,4] u< 3,+oo > = R 


^3) Hallar el rango y graficar la función f definida por: /( x ) = 

Solucién 

Calculando el rango de la función 

Sixef-4,6] => y = x 2 -x-l2=(x--) 2 
, 2 4 


* 2 -*- 

x-2 


x+l 


x e [-4, 6] => -4 < X < 6 


9 111 

— < x — < — 
2 2 2 


1,2 121 
0<(x —) < — 
2 4 


_49< 1 2 49 121 49 

4 ~' X 2 4 4 4 


49 w 1 , 49 1C 

- <(x —)-<18 

4 2 4 


49 49 

=>-<v < 18 => v e[-,18 > 

4 4 


12, .ví'xe[-4,6] 
sixe< 6,+ oo > 
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Si x g < 6 , + oo> =>■ 

x e <6, + *» => 

=> 


Jt-2 , 3 

>• =-= 1 - 

jc + 1 x + l 

6< x < +oo => 7 < x + 1 < + oo 

ft 11 »33 

x + l 7 x + 1 7 



3 3 

— < - 

7 x + 1 


<0 


Í<i--L 

7 Jt + l 


<1 



Solución 


Calculando el dominio de la fimción f(x) es decir, f(x) está definida si x * -1 
Luegoel D f =/{-{-!} 


Ahora a la ftmción expresaremos en la forma: 


f(x) = 


X 7, +X 2 +JT + 1 
|jt + l| 


(x 2 +l)(jt + l) 
|x + l| 



X + 1, si x > -1 
— JC — 1, si X <— 1 


Por lo tanto la función f(x) es dada por: 


J(x) = 


Jj c 2 +1 si x > -1 
| — 2 -1 si X < —1 
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Ahora graficando se tiene: 

Sí X >-1 => y = x 2 +1 => y-\=x 2 , V(0.1) 
x < -1 => y = -x 2 -1 => y + l = -x 2 . V(0,-1) 



(Í 5 ) Hallar cl domimo. rango y graficar la función: f(x) = [| Jr |]+ -Jx-[\x\] 

Solución 

La función f(x) está definida si x-[\ x |] > 0 


De donde x > [ 

| .V1] es valida Vxe 

R, luego D f = R 

Si x e [0,1 > 


[|xü = 

= 0 => 

f(x) 

=4~x 

x e [1.2 > 


[\x\] = 

= 1 => 

f(x) 

II 

+ 

1 

x e [2,3 > 

=> 

[|X|] = 

2 => 

f(x) 

=2+Vx-2 

x e [3,4 > 

=> 

[Ul] = 

3 => 

f(x) ■■ 

= 3 + Vv^3 

x e [-1,0 > 

=> 

[\X\] = 

- 1 => 

f(x) 

= — 1 + -\/1 + X 

x e [-2,- 1 > 

=> 

[\X\] = 

-2 => 

f(x) 

= -2 + a/2 + .v 
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16/ Determinar el rango y graficar la fiinción / (jc) = | x 2 -9 \ 


Solución 


Aplicando la definición de valor absoluto a la función í(x) expresamos: 


/ (x) =| x 2 - 9 1 = 


p-9, si x 2 £9 
|9 - A' 2 , si X 2 <9 


[a' 2 -9, si x €< -oo,-31 u[3,+oo> 

/U) = i ? 

(9 - x~, si x e<-3,3 > 

E1 rango de la función f(x) es R f = [0,+oo> 

La gráfica es como se muestra en la figura 




Construir la gráfica de la función 


/w= 


í\x+[\x\]\ 
(|x + [|x-l 


si [| x |] es par 
si [| x |] es impar 


Soiución 


Six€[0,l> => [| x |] = 0 espar => f(x) = |x| = x 

x€[1,2> => [|x|] = l es impar => f(x) = |x| = x 

x € [2,3 > => [| x |] = 2 es par => f(x) = |x + 2| = x + 2 

x€[3,4> => [| x |] = 3 es impar => f(x) = |x + 2| = x + 2 

x € [- 1,0 > => [| x |] = — 1 es impar => f(x) = |x- 2 | = 2 -x 

x € [- 2,-1 > => [| x |] = -2 es par => f(x) = |x — 2| = -x + 2 
x € [-3,-2 > => [|x|] = -3 es impar => f(x) = |x-4| = -x + 4 


x € [-4,-3 > => [| x |] = -4 es par => f(x) = |x - 4| = -x + 4 
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Hallar la gráfica de f(x) = (jc —[|jc |]) 2 

Solución 

X€[0.1> [|x|] = 0 => f(x)= X 2 

X € [1,2 > => [|JC|] = 1 => f(x)=(x-l) 2 

x e [2,3 > =* [|x|] = 2 => f(x) = (x-2) 2 

xe[-l,0>=> [|jc|] = -1 => f(x)=(x+ 1) 2 

x € [-2,-1 > => [|x|] = -2 => f(x) = (x + 2) 2 



D f =R, Rf =[0,1 > 


Por definición | x | = 


f jc, si x > 0 
[-jt, si jc < 0 


Solucién 
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Luego la fimción f(x) queda expresado así: 

_ í -Jx, si x>0 

| /- . 

[V- x, si x < 0 

donde D f = R y R f =[0 ,+ oo > 



Hallar el rango y graficar la función f defmida por: f(x) = |2x — 11 — x 

Solución 


Por defmición de valor absoluío 1 2x -11 = 


2x-l si x>- 
2 

l-2x si x< — 
2 


Si jc- c — => |2x — 11 = 1 — 2x => f(x) = 1 -3x 


x>- => |2x — 11 = 2x — 1 => f{x) = x- 1 


Ahora la función dada se expresa asi: f(x) = 


l-3x si x< — 
2 

x — 1 si x> — 
2 


calculando el rango de la función f(x) 

si x< ~^ => y = 1 - 3x, despejando x => x = - => 2-2y<3 => y > — 

Si ,v > ^- => y = x-1, despejandox => x = y + \>^ => y > 


„ , „ 1 r 1 r 1 
Por lo tanto R f = < — ,+oo > u [— ,+oo > = [ — ,+oo > 
/ ^ 1 2 2 


Su gráfica es: 
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Hallar el rango y graficar la función f(x) dado por: 

' 2 


f(x) = 


, si JC G [1,2 > 
[|*l] +V* -[|X|], si X €[—14 > 

, si jcg[-4,-1> 


Solución 

xg[-1,0> => [|jc|] = —1 => f(x) =-l + V^c + 1 

x € [0,1 > => [|x|] = 0 => f(x) = *Jx 

Ahora expresaremos a la función: 


/U)H 


- V- * ,51 JC G [-4,-1 > 

- 1 + Vjr + 1, 5/ JC € [-1,0 > 
Vjc , si jcg[0,1> 



4 

1 Y 


1 



1 

f / 

x' * 

-4 

-1/; 

1 

1 2 3 X 

-1 

o 


-2 


, si x e [1,2 > 

Graficando cada parte de la fimción 

Si /( jc) = a x , Demostrar que f(x + y) = f(x) f(y) 

Solución 

Como f(x) = a 2 => f(x + y) = a x + y =a x .a y =f(x).f(y) 


R f =[-2A> 


/. f(x + y) = f(x).f(y) 
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@ 


La fimción f(x) es lineal, hallar dicha fimción sí f(-l) = 2 , f(2) = -3 

Solución 

Como f(x) es una fimción lineal entonces f(x) = ax + b 
Ahora calculamos los valores de a y b 



Dada la ftmción f(x) = mx + b, V xeR, si se sabe que f(3) = 11, f(-3) = 6. 
Hallar m + b 

Solución 

Calculando los valores de m y b 




Dada la función f(x) = ax + b, x e R, donde a y b son constantes reales, sí 
f(x + y) = f(x) + f(y) V x, y e R , y sí f(-2) = -6. Hallar a y b 


© 


© 


Solución 


Como f(x + y) = í(x) + f(y) 


a(x + y) + b = ax + b + ay + b 


a(x + y) + b = a(x + y) + 2b => b = 0 


Luego f(x) = ax + b => f(x) = ax 


f(-2) = -2a = -6 => a = 3 


... a = 3, b= 0 
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© Si /(jr + 4) = jr 2 +3jc, Hallar f(a + 1) 

Solución 

Defmiremos la función f(x) para esto se hace una sustitución z = x + 4 x = z- 4 
Ahora se sustituye en /(x + 4) = jc 2 +3x => /(z) = (z-4 ) 2 +3(z-4) = z 2 -5z + 4 
Luego la íunción f(x) es dado por: f(x)=x 2 -5x + 4 
Calculandof(a + l)esdecir: /(j + 1) = (a + l) 2 -5(¿z + l) + 4 = a 2 -3a-4 


f(a + \) = a 2 -3a-4 

Dado el polinomio P(x) = x 2 +(<z + 1)jc 2 +x , se defme ia fiinción f con dominio 
{0,L2,3,5}, por f(a) = resto de la división de P(x) entre x + a , calcular f(2) + f(3) 

Solución 

Calculando el resto de la división de P(x) entre x + a 
.r 3 +(g + l)jc 2 +jc | x + a Como f(a) = a 2 -a 

f(2) = 4 — 2 = 2 
f(3) = 9 — 3 = 6 
Luego f(2) + f(3) = 8 


-jc 3 -*jc 2 


jc 2 +x 


-x~ -ax 


(l-a)x 

-(1 -a)x-a(l -a) 

a 2 -a = resto 


Hallar el dominio de cada una de las funciones 
a) f(x)=4x 2 -4x + 3 


b) f(x)=^\~\x | 
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c) /( x) 


e) f(x) = 


r~ 

d) 

/(*) = 

V 4-x 2 

hx 2 — x—i 

i x 2 +3x 

0 

/W = 


h) 

/W = 

V 3 + 2X-X 2 


i) f(x) 


fT -2 | 

1 1-x 

x + 2 


1 4 .+*- 3 -49 


x-l 


x 2 -5x + 6 


I Qr -4)(x 2 -9) 
-x 4 +17x 2 -16 


sjx -1 x | 

j) /(x) = ~Jx-l + 2-Jl-x + sfx 2 + 1 


I) f(x)=. 


Vx 2 -3x-4 
-Jll-Jx 2 -4 


k) /(x) = 

Rptas: 

a) Df = < -oo,l] u [3,+oo > 
c) D f -=< -oo,-2 > u [0,2 > 

e) D f = < -oo,-3 > u [-—,0 > u [l,+oo > f) D f = [-33 > - {-142} 


b) D f =[-1,1] 
d) D f = [1,2> u<3,oo> 


g) D f = < -14] u [23 > 
i) /)/ =<t> 


k) [- 1,-1 >u< - 1 ,- 1 ] 

3 4 


(T) Determinar el dominio, rango y graficar la íiinción: /(x) = 


h) Df =<f> 

j) D f ={ 1} 

I) <-5.-2] u [4,5> 

[x 2 -9 si x < 4 
|5x-2 aw' x>4 


Rpta. Df=R 


R r = [—9,+oo > 





























Relacionesy Funciones 


249 
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Hallar el dominio de las fimciones siguientes: 
1 


a) f(x)=- 


x 2 ~[\x\] 


b) f(x) = 


2x-[\x\] 


c) f(x)=- 


2x 


d) /W=[|-I'J 

x 


e) f(x)=[\ --|J 

jc-3 


g) J(x) 


„ IEI 

Íx + 1 


x + 1 

j) f(x r)=-\/l-V4^j 


h) /(x) = 


4-s 

lxl-1 


x-[|x|] 
0 f(x)=[\x 2 1] 

i) f(x)=4x-x 2 


k) f(x) = 1--V8-X 2 -2jc 


1) f(x)=ix 2 +4x-l2 + 




Íx + 20-x 2 


© Determinar el dominio, rango y graficar cada una de las fimciones siguientes: 


a) /(*)=< 


.VZ JC < 1 

I — jc 3 si x>\ 


c) f(x) = 


[Vjc-2 í/ jc>2 
Ly 2 +2jc-3 si jcg<-1,1> 


b) g (x) = 


d) /(*) = 


3jc-2 5/ -4<jc<4 
si 4 < jc < 6 


|jc 2 -4 5/ jc<3 
2jc -1 si x > 3 


© Hallar el dominio, rango y graficar la función: 


a) f(x) = 


c) f(x) = < 


| x + 2 1 -x si x e< -4,0 > 
4^x si JC€<0,4> 
2jc-8 5/jcg<4,oo> 

2[|x|] + 2 si -5<jc<1 
V* si 1 < x < 4 

6 si - 7 < jc < -5 


b) /(Jc) = 


\x 2 -l 

[|x| 


si 4<x<l 
si x< 4 


d) f(x) = 


[[|x-l|J si 4<x<l 
s > x <4 


e) f(x) = |x — 11 + |x + 1| 


f) f(x) = (x l + 4)[|2jc + 3|] 
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g) f(x) = 


i) J(x) = 


V 4 -JC 2 +2, si -2<x<2 
M si x<2 

2 si x< -2 

2[| x |] si x e< -5,1] 

«Tx SÍ JC€<1,4] 
jc 2 f3 si jce<-7,-5] 


b, /wJ» 2 * 1 ' 

[2[|jc|] si jce<3,5] 


j) f(x) = 


| x + 3 1 si x < 0 
2 (jc — l) 2 si ;ce[0,l> 

2 — | jc — 4 1 si x e [2,+oo > 


Hallar dominio, rango y graficar cada una de las funciones siguientes. 


a) f(x) = |x + 1 | + |x— 1 | — 2|x| 

c) ffx) = |x + 2| + |2x—2| + |-x + 5| 

e) ffx) = |x-2| + |x + 1| 


b) /W=[|x|]-|jc| 

d) f(x) = |x| |x-l| 

f) ffx) = |x + 2| + |x — 2| — |x| — 1 


g) /(x)=V2 [T2 x + 5|]-4[|x|] 
¡) /(x)HxK|x|] 


h) /W=VtU-2|]-[|Jc|] 


j) f(x) = 


|x + 3|,jc< 0 
2(x-l) 2 , x e[0,2 > 
2-|x-4|,xe[2,oo> 


k) J(x) = -x l 


|jc+l|-l 


jc + 3 


-3 < x < 4 


1) /(jc) = — v/2 jc —s/jT , sixe[l,9] 


Determinar dominio, rango y gráficar cada una de las funciones siguientes. 
a) /(jc) = 2[|jc|]-2jc b) f(x) = 4 5-|x-3| c) /(jc) = [|2-3jc|] 

. [ 12 x 1 ] , _ . 2-x 


d) f(x) ■■ 


g) f(x) = 


1 


[|x-3|]-[|jc|] 


e) f(x) = 

h) f(x) = 


x-VÍMÍ 

|x| 

[|x|] + l 


f) / (x) = 

i) f(x) = 


lx| 

[|x|] + l 
xH¡x\¡ 


s¡2-[\ x 1 ] 


j) /W=[|x|] + Vlx|-[|x|] 
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Construir la gráfiea de las funciones siguientes. 

a) f(x) = sig (\x 2 -11-1) b) f(x)=[\^4-x 2 |] 

c) Ííx) = sig (x -I- l)-sig(x-l) 

En cada una de las funciones dadas, hallar el dominio, rango y hacer su gráfica. 


d) f(x) =sig(— —j) 

x + 4 


a) f(x) = 


C) f(x) = 


(x + l)(x' +3x-10) 
x 1 +6x +5 


4x_ -9 

2x+3 


e) f(x) =[| x |]+1 x | +x + 2 


g) f(x) = 


|x|-l 


o /w-i-BÜL 

| X | —X +1 

Gráficar las funciones siguientes. 
a) f(x) = [\-x 2 1 ] 

C) f(x)=Jíx] 


e) f(x) = 


x[\2x-l\]-2x 


b) f(x) = 

d) f(x) = 

f) f(x) = 


x_ -10x-l 

[\x 2 \]-2x-l 

(x 2 +3x-4)(x 2 -5x + 6) 
(x 2 -3x + 2)(x-3) 

1 


x~[\x\] 


h) f(x) = sig( [| x -11 ]-1) + «g([| x +11] -1) 


.. rr , .x 2 +x-6. 

j) f(x) = sig( --—) 

X +1 


b) /(x)=[|-x 2 +l|] 


d) /(x)=VÉÜÜ 


0 /w .!i±lh!*lll.*«<.«] 


I x +11 —4 


En cada fimción, hallar el dominio, rango y hacer la gráfica. 


a) f(x) = 


[|x + l|] 


b) f(x) = 


2 -x 

I x | —[| 2x |] 
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c) f(x) = 


~J\ 2x | —2[| x |] 


d) f(x) = 


Ul 

[\x\] 


e) f(x)=[ |--^l] 

1 + jr 


f) /w = (x-[|x|]) 2 


g) J (x) = JC —[| | X | |] 


h) /W=[U|] + (jf-[|jr|]) 


3 , 

© 

Q 


Hallar el rango de la función f(x) = x — |x - 2|, x e R 


Gráficar la función / (x) = (x 2 + 4)[| 2jc + 31], D f = [-1,1] 


(Í 4 ) Hallar el rango de f(x) = |x + 2| - 2|3 - x|, x e [-4,10> gráficar la función f. 

( 15 ) Sea f(x) = | x | +*>/— jc— [| jc |], 0 < x < 2 Hallar el rango de f. 


Hallar el rango de f(x) = —[\ 21 jc +11|] (| x \ -1) para x e <-5/2,2 > , gráficar f. 


11) Hallar el dominio, rango y gráficar la función 


a) f(x) = 


l^^-l si — 1 < jc < 1 
3-Jt 

a/jc 2 +2x si 1 < jc < 2 

si -2<x<-l 


x + l 


b) f(x) = 


5-jc , xe<-2,3> 
2 


JC + 


1 — JC 


, jc e [3,5] 


b) f(x) = jc 2 - 2jc-3 


c) f(x)='J\-x +)\ + x 


d) f(x)= — 


x 2 -9 


jc“ — 2 jc—3 


e) f(x) = J[\x\]+\-JÍ^ 


h) f(x) =| 6 + x-x~ | 


g) /(JC)=JC 2 + |JC|-JC + 1 
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^8) Hallar dominio, rango y gráficar la función 


@ 


© 


a) f(x) = 


| 6-jcI-I . , _ 

si -1 <x <8 


x + 3 
|16-x 2 | 


b) f(x) = 


|6x| 


si -5<x<-3 


©) Hallar el dominio, rango y gráficar la función: f(x) = 


4 

Cl—5—rll 

x l +1 


x 2 -2 , -3<x<0 
x-\x-2\ , 0<jc<8 
2 + Vjc-4 , 4<jc<8 

, si x <3 


[|—j 1]+ 3 jc , si 4<jr<6 

x -1 


3(x-6) 2 


-4|] , si 8¿x <9 


Hallar el rango de / (x) = - - --- ■ -- sí x e [-2,4> 
6 1+1 x—31 




*[\ 1] + 3-c -1 

Hallar el rango de f(x)=— - - -, —sí xe<-2,-^-> 


| 5jc — 11 —15 + 61 jc + 21 


Determinar dominio, rango y gráficar: / (x) = ^9-x 2 sig ( - - — ) + [| — |] - 1 

x — 1 x + 3 


Hallar el dominio, rango y gráficar: /(x) = 

Construir la gráfica y hallar el rango de: 

f{ = |EI->c— 2 1] . •« [UIJ es par 

|3x-[|x + l|]| , si [|x|] es impar 

Rpta. R f =[-7,-4] u [-3,0] u [1,4] u [5,8 > 


l*-[|x|]| , si [|x|] es par 

Jx-[|x+l|]| , si [|x|] es impar 


, V x e[-3,4] 


® Sea f: [-2,4> -+ R/ f(x) = |x + 11 3 Hallarel rangode f. Rpta. R f =[-—,1] 

1+1 x —31 5 

(26) Dadaslasfunciones f(x) = -x 2 +3x + l, g(x) = 3x 2 +2x + l Hallar R f aR x 
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(27) Hallar los valores de a y b para que cada uno de los conjuntos de pares ordenados sea una 
íunción y determinar la fimción en cada caso. 

/ = {(1,8), (2,-3), (1, a 2 + b 2 ),(-l, a + b), (a 2 + b, b), (b + a 2 , b)} 
g = {(4,3)(-5,-3)(4,a 2 -6 2 ),(-5,a + ¿»),(a 2 +b,a),(a 2 +b 2 ,b)} 


Rpta: a) a = 2 , b = 2 


b) a = -2 


b = -1 


© 

© 


Si /( x) = x 2 [| ^ |] - 4jc[| 1 ], x e <0,6]. Hallar el rango y gráficar 


Hallar dominio, rango y gráficar la íünción f(x) = 


JC | AT— | JC || 


5_ x 

Determinar el rango y gráficar la fiinción: f(x) = \ x 2 [| —-— ¡] — 41, x € <1,3] 
Sí f(x) = ax 2 +bx+c, /(-l) + /(|) = -j, f(-l) = 0 y f(l) = 8 . Hallarf(5) 


@ 


Rpta. a = 3 , b = 4, c = 1, f(5) = 96 
Determinar las siguientes funciones lineales 
a) ftl)=l y f(3) = 3 

c) f(7) = 0 y f( 8 ) = 42 


b) f(l) = 3 y f(3) = 1 


(55) Si f es una función real es de variable real tal que f(x + 2) = x 2 + x. 


„ . . f(a+3)-f(a-3) 3 

Calcular —---, a * - 

2a-3 2 


Si f es una función real de variable real tal que f(x + l) = x ¿ +3 
f(a + !)-/(!) 


Rpta. 6 


Calcular 


-, 0 


Rpta. a 
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(35) Sea f una función real de variable real definida por f(x) = mx + b tal que : 

2f(2) + f(4) = 21 y ft-3) —f(l) = -16 Hallarel valorde 1/(1) Rpta. | 

(¿d) Sea f(x) = ln(l—). demostrar que: f(x) + f(y) = f ( X + ^ ) 

\-x \ + xy 

( 37 ) Sea f(n) la suma de n miembros de una progresión aritmética, demostrar que: 

f(n + 3) — 3f(n + 2) + 3f(n + l)-f(n)= 0 

Sea <p(x) = -^(ax + a x ) y \¡/(x) =~(a~a x ) 

Demostrar que: ip (x+y) = cp (x) cp (y) + yj/ (x) \\i( y) y 
\j/ (x+y) = cp (x) yj/ (y) + cp (y) vj/ (x) 

( 39 ) Demostrar que, si f(x) es una función exponencial, es decir f(x) = a x (a<0) y los 
números constituyen una progresión aritmética, los números f(x x ),f(x 2 ) y 

f(x 3 ) forman una progresión geométrica. 


@ 

© 

@ 

(43) 


Hallar analíticamente el rango de la función J(x) = Ax-x 2 -1, x e [0,10]. 

Determinar el rango de la función /(x) = ^lx-Jx , sí x e [1,9] 
Determinar el dominio, rango y graficar la función f(x)=x 2 + \x\-x + \. 
Hallar el dominio, rango y graficar las funciones dadas. 


a) J(x)=[\\-x 2 |] 


b) g(x) = ^x + 4 -*Jx-5 


jc“ , jc<0 


. . 1-2jc , -1<jc<0 

44) S \ f(x)={ , g(x) = < 

\|3 + cosjc|] , jc>0 \senx , 0<jc<tt 


Hallar dominio, rango y graficar f + g. 
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( 47 ) 


Halle el dominio, rango y dibujar la gráfíca. 

^fx 1 -16 


a) f(x) = 


c) 

e) 

g) 


f(x) 


[|.r 2 -161] 
x*\x\ 


b) f(x) = 


4ix-i 


\X\-[\X\] 

f(x)=[\x 2 -2x-31 ] 

•Jx 2 -9 , ;ce<-5,-3] 
J'(x) = • | jc+3 |-2 , x e< -3,5] 
jc 2 -10jc + 26 , jce<5,7] 


d) f(x)= [|| l-2x||] 


f) /(jc)=V[UI]-3jc 


h) f(x) = 


0 f(x) = 


5 —jc , jce<-2,3> 
2 


x + 


l-x 


, x e[3,5] 


j) f(x) 


x 2 -2 , jce[-3,0> 
jc-|x-2| , jce[0,4> 
2 + Vjc-4 , jc e[4,8> 

1*1+2 , Jce[-7,-2] 
tl|l] + JC , |JC|<2 


í-ijc+n 


2jc -1 


, *e[24] 


k) f(x) = 


I) /( x) = 


H) f(x)=< 


[| | *-l | -2 |]jc 2 -2jc , jce<-l,2> 

|jc— 41 , jce[2,9> 

3jc -[|1+jc|] si [|jc|] es impar 

[| -jc |] si [| jc |] es par V x e [-2,4] 


25-jc 


7-jc 


, Jce[-5,—] 
27 


-\ZTc- 3 I , Jc e[— ,4 > 


Determinar una función polinómica de segundo grado f(x) tal que f(0)=-5,f(-l)=l, ff 1 )=-7 


Hallar el rango de la función J (x) ■ 


x l + jc + 2 


sí x e [-1,10] 
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Hallar el rango dc la función f(x) = ——Lü, sí x e <0.1> 

2-VUKUI] 


Hallar el rangode lafunción /'(x) = 8x[|—-l]+JC 2 [|——1] donde ZD r =< —1.1] 

jc-4 jc + 2 


50) Hallar el rango de la función f(x) = ^ * - *! ^ sí x g <-3,5> 

21 jc-2|+1 


Si / (jc) = y Df =[4,20], Hallar 

1 + JC‘ 


Hallar el rango de la íunción /( jc) = — -, sí x e [1,10] 

4jc 2 +1 


53) Dado f(x)=4-J(x + 6) 2 -9 , x e<-oo,-ll>. Hallar R, 


,2r. T—X , 


Determinar le rango y graficar la función /(jc) = 14 - jc [| —-— |]| 


55) Determinar él doinino, rango y graficar la función /(;c) = 


56) Hallar el rango y graficar las funciones: 

a) /(x)=[|—x e [-1,3] b) /( x) 


1-JC, JC>1 
cos/r, -1 < JC < 1 
JC-JC 2 , x < — 1 


= ^|x|-i[|*|]. 


x e [-2,1> 


51) Calcular el rango y graficar las funciones dadas: 


x + 5 i -iii 
-, si |.v-2|>3 

v-2 


a) f(x) = - a/v 2 +4.r-l, 0 < v < 1 

2+|2v-5|, 5/ 2<v<3 


b) /(v) = 


V* 2 -9-2, -5 < v< -3 

I x + 21 -3, 0 < v < 5 
3x-16 


x-5 


-, x > 6 
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c) 


/(*) = 


| jr-4 31, si -4 < jc < 0 
« 3 — jc 2 , si 0<jc<4 
-2, si j jc |> 4 


d) 


f(x) = 


-|x + 4|, si -8<jc<2 
jc 2 -4x-2, si 2<x<5 
-jc 2 +10jc-22, si 5<jc<8 
-3, si \x\> 8 



Consideremos dos ftnciones reales de variable real, f,g: R —► R si D r *(f >, 
Entonces: 


a) Igualdad de Funciouiv- 

Diremos que las fimciar:es f y g son iguales sí y sólo sí 



Ejempio.- Las tunciones f(x) = 3 -1 / Or)=jc 3 -) 

Son iguales porque L - D , 7 x; - g(/ 

Ejemplo,- Las íuncior es . - .< * f o son : aiea 

puesto que D , •- '-.i _ jc l, . 

Ejempio.- l as funcior.es < *x) - , • > v \ ^ 

son iguaies > : r dc nrr * ' :» Jo . 

'vus domínrj»:: . den 


b) Suma de Fundones.- 

Teniendo en cuenta ^uc rea ; . . • . i e id< v **u 

regla de conespondenci t 

DEFINIOON.- Si f > soe ,>s ftm , . v , .0, • f 

tespcclív t ;iv ' ‘r • t . !e » v 'erC’.Uii* por 

f -> e se dcfine' 
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i) £/+;"#/ A % 

«> v.c,- />,- aí) i: 

Ejemplo.- Hallar f+gsi: f={(-l,2),(0,0),(2.4),(3.-l),(4,3n. g= {(2,0),(3,4),(4.7).(6,2)f 

Solución 

Primeramente calculamos el dominio de f y g. 

Df ={-l,0,2,3,4} , = {23,4,6} 

Luego calculamos el dominio de la suma: D r + g = D f aD^ = {2,3,4} 

ahora calculamos los pares ordenados que pertenecen a f + g. 

(/+*)( 2) = /(2) + g(2) = 4+0 = 4 (2,4) e / + g 

' (./ +g)(3) = /(3) + g(3) = -1 + 4 = 3 => (3,3) e / + g 

(/ + g)(4) = /(4) + g(4) =3 + 7 = 10 (4,10) € / + g 

Luego la suma de f y g es: f+ g = {(2,4),(3.3),(4,10)f 

Í2jc + 1, si x > 1 Í3jc + 1, si jt < 8 

Ejemplo,- Calcular (f + g)(x) sí: f(x) = \ , , g(x) = \ 

[jr' - 2, si jc < 0 ( 2 jr ,six >10 

Solución 

Primeramente calculamos el dominio de f y g 
D f = < -».0 > u tl. +00> . D t ,=<-oo, 8 ] u <10,+oo> 

Luego calculamos el dominio de la suma f + g es: D f . g = D r a D g 


o °-►D, 



i 

I 


D r+g =D r AD g = <-oo,0> u [1,8] u<10,+oo> 
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Ahora definimos la suma en cada intervalo 

Si x < 0, (/ + g)(x) = /(jc) + g(x) -x 1 -2 + 3x + l fx 2 +3jc-1 


Sí 1 < x < 8, (f + g)(x) = f(x) + g(x) = 2x + 1 + 3x + 1 = 5x + 2 


Si x < 10, (/ + g)(x) = f(x) + g(x) = 2x +1 + 2jc 3 = 2x 3 + 2 jc + 1 


Luego ia suma (f + g)(x) es: 


(/ + £)(*) = 


jc 2 +3jc— 1 si x < 0 
5jc + 2 si 1 < jc < 8 
2x 3 +2x + l si x > 10 


c) Diferencia de Funciones.- 

Si f y g son dos funciones con dominio D f y D g respectivamente entonces a la 
diferencia de f y g denotada por f- g se define: 



Ejemplo.- Hallar f-g sí f= {(1,2),(2,5),(3,4),(4,1)} y g = {(0,2),(1,0),(2,1),(-1,3)} 

Solución 

Primeramente calculamos el dominio D f yD g : D r = {1,23,4} , D g ={-l,0,1,2} 

Ahora calculamos el dominio de la diferencia D f _ g = D f a D g = {1,2} 

Calculando los pares ordenados que pertenecen a f- g 

í(/-^)(l) = /(U-g(l)-2-0 = 2 ^ í(l,2)«/-g 

\(.f ~g)(2)- f(2)-g(2) = 5-1=4 ^ \(2A)ef-g 


Luego la diferencia f- g es: 


f-g= {(1,2),(2,4)} 
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d) Multiplicación de funciones.- 

S¡ f y g son dos funciones con dominio D f y D e respectivamente, entonces a la 
multiplicación de f y g denotado por f.g se define: 



Ejemplo.- Hallarf.g si: f = {(1,4),(4,5)(2,3),(3,2)} y g = {(0,2),(1,2),(2,-1),(3,0),(5,2)) 

Solución 

Primeramente calculamos el dominio Df y D g : D f = {1,2,3,4}, D g = {0,1,2,3,5} 


Ahora calculamos el dominio del producto: D f g = D f /\D g = {1,2,3} 


Calculamos los pares ordenados que pertenecen a f.g 


(/•£)(!) = /(l)+g(l) = 4.2 = 8 
“ (/g)(2) = /(2) + g( 2) = 3.(-l) = -3 => 

.(/•g)(3) = /(3)+g(3) = 2.(0) = 0 

Luego el producto f.g es: f.g = {(1,8),(2,-3),(3,0)} 


(1.8) e f.g 
(2,-3) e f.g 
(3,0) e f.g 


Ejemplo.- 


Í2jc + 1,x> 1 f3 jc + 1 . jc<8 

Hallar (f.g)(x) donde: f(x) = \ , , g(x) = \ 

[x'-2,x<0 f2jc 3 ,.r>10 


Solución 

Primeramente caiculamos los dominios de f y g: 

D f = < -oo,0 > u [1,-foo > , D g = < -oo,8] u < 10,-i-oo > 


Ahora calculamos cl dominio del producto f.g 


D f - 




0 1 


8 10 

—o o— 


-*D a 
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D fg = D f AD g = <—oo,0> u [1,8] u <10,oo> 
Ahora definimos el producto en cada intervalo 
Six<0, (f.g)(x) = f(x).g(x) = (x 2 -2).(3x + l) =3x 3 +jc 2 -6jc-2 


Si 1 <x<8, (f.g)(x) = f(x).g(x) = (2x + 1)(3jc +1) = 6jc 2 +5jc + 1 
Six> 10, (f.g)(x) = f(x).g( jc) = (2jc + 1)2jc 3 =4.v 4 +2jc 3 


Luego el producto (f.g)(x) es: 


(f-g)(x) = 


3jc 3 + jc 2 - 6.v - 2, 
< 6 jc 2 + 5jc +1 
4x 4 + 2 jc 3 


si jc < 0 
si 1<jc<8 
si jc > 10 


e) Cociente de Funciones. 


Si f y g son dos íunciones con dominios D f y D g respectivamente entonces el 
cociente de f y g denotado por f/g se define 



Ejemplo.- Hallar f7g si: 

f={(-2,3), (0,3), (4,0), (5,-3), (6,3)} y g ={(0,-2), (-2,5), (3,2), (5,0), (8,-2)} 

Solución 

Primeramente calculamos el dominio de f y g: D f = {-2,0,4,5.6}, D g = {-2,0,3,5,8} 


Ahora calculamos el dominio del cociente f/g 


D/ Ig = D f a D g - {x € D g i g(x) = 0} 

= {-2,0,4,5,6}n{-2,0,3,5,8} -{5 e /g(5) = 0} = {-2,0,5} - {5} = {-2,0} 
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Calculando los pares ordenados que pertenecen a f/g 


'4-2) = ^f = f 

g g(-2) 5 

¿Í2U2.-2 

* *( 0 ) 2 2 


<- 2 ,|)^ 
5 g 

(0,-y)e- 
2 g 


1 f 3 3 

Luego el cociente — es: — = {(-2,—),(0,—)) 

g g 5 2 


/' Í2x +1, si A' e[-3,0 > íx 2 +1, si jrer-2,21 

Ejemplo,-Hallar (—)(x) si: /(x) = j = | ... 

g [x + 2 , si jc e [0,4] [x - 4 , si jr e< 2,5] 


Solución 

Calculando los dominios de f y g: D f = [-3,0 >u [0,4] , =[-2,2] u < 2,5] 


Ahora calcuiamos el conjunto {x e D g / g(x) = 0} 


a) Si x e [-2,2] => g(x) = x 2 +1 = 0 3 x tal que g(x) = 0 

b) Si x e <2,5] => g(x) = x- 4 = 0 x = 4 entonces: x e <2,4> u<4,5] 

•-o-• 

_i_i_i_i_ i i 

-3 -2 0 2 4 5 


D f¡g = D f aD^, -{4} =[-2,0>u<0,2] u<2,4]-{4} = [-2,0 > u< 0,2] u<2,4> 


(-)(*> 

g 


2x +1 , . _ 

—-, si x e[-2,0 > 

jr +1 

- X + - si jce<0,2] 
x 2 + \ 

x+ 2 . . 

-, sixe<2,4> 

[x + 4 
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Definición.- Dadas dos funciones f y g, tales que: f: A- > B ; g: B- > C y que 

R r AD g * (j ), entonces la función compuesta g o f es aquella íunción 


definida por: 

Í) - ' : 


h = g o f \ 


OBSERVACION. Para que exista la composición de funciones g o f es necesario que: 
Rf aD,, * <t>. 


ILUSTRACION GRAFICA 
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Ejemplo.- 


Sean f = {(0.1).(1.2),(2,3),(4,3),(5,2)} yg= {(6,7),(5,4),(4.3).(2,4).(1,4),(0,7)} 
Hallar D gof , D gof , así como f o g y g o f. 

Solución 


i) Calculando D gof ; 



D f = {x e D e /xs D e a g(x) e Df \ por defmición: 


D g = { 0, 1, 2, 4, 5, 6} 

g(0) g(l) g(2) g(4) g(5) g(6) 


II 

7 


II 

4 




II 

7 


veremos cuales pertenecen al D r 

Se observa que el 4 e D f entonces D íog = {1,2,5} 


Ahora veremos su regla de correspondencia. 


í/og)(l) = /(g(l)) = /(4) = 3 
■ (fog)(2) = /(g(2)) = /(4) = 3 
(/>g)(5) = / (g(5)) = /(4) = 3 


(1.3) e /og 

(2.3) e /og 

(5.3) e /og 


fo g = {(1,3),(2,3),(5,3)} 


ii) Calculando D gof ; 

D gof = {x e D r /x e D f a /(jc) e D g } por definición. 
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Dr= { 0, 

i 

f(0) 


1 , 2 , 

f(l) f(2) 


4, 5} 

I 4- 

f(4) f(5) 


li 




1 


II 

2 


II il 

3 3 


II 


2 


Veremos cuales de estos elementos pertenecen al D g , entonccs 1 e D g , 2 g D e luego: 
D gof = (0,1,5) 


Ahora veremos su regla de correspondencia. 


= g(/(0)) = g(l) = 4 
<(go/)(l) = g(f0)) = g(2) = 4 =* 

(gof)(5) = f(g(5)) = g(2) = 4 

gof={(0,4),(l,4),(5,4» 


(0,4) g gof 
< (1,4) G gof 
(5,4) g gof 


Ejemplo,- Sean f, g: R- > R tal que: f(x) ~ x 2 + 2x + 3 , g(x) = x —5 

r (gof)( 1) + (/og)(2).(/og)(3) - (gog)(2), _ 2 


Hallar [- 


(fog)( 2) 


’-Y 


Solución 

Calculando cada una de las operaciones 

(gof)( 1) = (g(f(l)) = g(6) = 1 ; (fog)(2) = (f(g(2)) = f(-3) = 6 

(fog)(3) = f(g(3)) = f(-2) = 3 ; (gog)(2) = g(g(2) = g(-3) = -8 

Ahora reemplazamos en la expresión dada: 

(gof ')(!) + (fog)(2).(fog)0)-(gog)(2) 2 _ 1 + (6)(3)-(-8) 2 =f 27 2 = 9 2 = 4_ 

1 (fog)( 2) 6 V 81 
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Ejemplo.- Sea g(jr) = 


í—3 jc 2 +1 
1*-1 


si X > 1 
si X < 1 


Hallar 


(gogKl) + 2g(-l) 
(gog)H) + g 2 (l) 


Solución 


Calculando cada operación se tiene: 


(gog)(l) = g(g(l)) = g(-2) = -3 
< (gog)(- 1) = g(g(-l)) = g(-2) = -3 

g(-l)=-2,g(l) = -2 


Ahora reemplazamos en la expresión: 


. (gog)(l) + 2g(-l) -3 + 2(-2) -3-4 


(gog)(-l) + g 2 d) — 3 + (—2) 2 -3 + 4 


-7 


Ejemplo.- Si f(x) =x 2 encontrar dos funciones g para los cuales 
( fog)(x) = 4x 2 - 1 2x +9 

Solución 

(fog)(x) = f(g(x)) = 4 * 2 - 1 2x + 9 = (2x- 3 ) 2 
g 2 (x) =(2x-3)‘ => g(x) = ±(2x-3) 


gi (jc) = 2jc— 3 , g 2 (x) = -2x + 3 

Ejcmplo.- Dadas las funciones f(x) = 3x —2síx e<0 ,+oo> ; g(x) = x 2 sí x e <-3,5> 

a) Hallar fog (la función f composición g) 

b) Hallar gof (la función g composición 0 

Solucién 

a) 1 ro. calculainos el dominio de f o g: D foK = (jc e D g /* e D g a g(jc) e D r } 
x e a g(.c) e D¡ 

x e< -3,5 > a jc 2 e<0.oo> entonces x e <-3,5> A <-oo,0> u <0,oo> 


x e <-3.0> c j <0.5> 
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2do. Calculando la regla de correspondencia de f o g 
( fog)(x) = f(g(x)) = f(x 2 ) = 3x 2 -2 
Por lo tanto: ( fog)(x) = 3x 2 -2 para x e <-3,0> u <0,5> 
b) 1 ro. Calculamos el dominio de g o f: D gof ={x eD r / x a J(x) e D g } 
x g D r a f(x) eD g 

x <= <0,oo> A 3x-2 e <-3,5> entonces x e <0,oo> A -3 < 3x —2 < 5 

1 7 7 

x g <0,oo> A -1 < 3x < 7 entonces ag<0,oo>a — <x<— ag<0,— > 

3 3 3 

2do. Calculando la regla de correspondencia de g o f 


( gof)(x) = g(f (x)) = g(3x - 2) = (3x - 2) 2 = 9a 2 - 1 2a + 4 



Ejemplo.- Hallar fog si f(x) = 3x + 2, x g <-oo,3>, g(x) = 



Solución 


g¡ (x) = 2a 51 x < 0 
g 2 (*) = ~3jt si x>\ 


donde D g =D g uD ?i dominio de la íunción g 


Ahora calculamos el dominio de f o g 


D íog = {x € D g fxeDg A g(x) e D t } = {x e D g / a e u D^ a g(jf) € D f } 


= {x G D g[ a (x)D f }u{ag D* 2 a g 2 (a) g D f } = D^ uD^ 





Relaciones y Funciones 


269 


Ahora calculando D ítíg y D fog ^ 

D/o e , = U e D S) /v e D^ a g) (x) e D r ) 
x e <-rj,0> A2x € <-oo,3> 

x g <-^),0> A x € <-oo,3/2> entonces x g <-oo,0> por lo tanto D íogi = < -oo,0 > 
= {x^D gi /xeD gy Ag 2 U)€D r ( 

x e [ 1 ,oo> A -3x € <-oo,3> entonces x e [l,oo> Axe <-l,oo> entonces xe[l,oo> 
D fogl =[1.»> 

( fogx )(x) = f(g x (x)) = f (2x) = 3(2x) + 2 = 6x + 2 
( fog 2 )(x) = f(g 2 (x)) = /(-3x) = 3(-3jc) + 2 = -9.r + 2 


(/óg)(jc) = 


Í6.r + 2 si .V e< -®,0 > 
|-9.v + 2.v/ ve[l,ao> 


Ejemplo.- Hallar (f og)(x) si: /(v) = | X r<1 , g(v) = | X S [ X< \ 

l-v 3 5/v>2 V-x six >4 

Soiución 

Veremos el caso cuando las funciones tienen dos reglas de correspondencia. 

í fx(x) si xeDr íg(x) si xgD 

f(x)= . . % . _ 1 . g(x)= 

[/ 2 (v) V/ veD /: [gjW XI x e D gi 

el dominio de f o g se obtiene siguiendo el mismo criterio del ejemplo anterior, es decir: 

‘> D r,o g¡ = F e D S) / v e D S( a g, (v) e D /( } 

x g<-oo,2> A -x e <-oo, 1> entonces x e<-oo,2> Axe <-l,oo> de donde x e<-l,2> 
¡l > D r,o g , = {* e /v e Sj Ag, (v) e /,} 


x e [4,oo> A 2x e <-oo,l> entonces x e [4-oo> A x e <-oo,l/2> => x e <(> 




© © © © 
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,B > D r 20 g\ = {* e D z, / x e D gl a g, (x) e D fi } 

x e<-oo,2> A -x e [2,oo> entonces x e<-oo,2> A e <-oo,-2> de donde x e<-oo,-2] 
•V) D /:¡0R2 = {x e Dgjxz D gi A (x) e D fj } 

x e[4.oo> A 2x e [2,x> entonces x e[4,x> A x e [ 1 ,x> de donde x e[4,oo> 
Luego de i), iii), iv), la regla de correspondencia es: 

(f]Og] )(*) = /i (gi (x)) = /, (-*) = x 2 

(flOg\ )(x) = fl(g\ (x)) = /2 (~x) = X 3 

(,/ 2 og: )(x) = / 2 (g 2 (x)) = /2 (2-v) = -8x 3 , luego 


(fog)(x) = 


(/,og, )(x) , ,s/ ve<-l,2> 

(/ 2 ogi )(v) , .s/ ve<-oo,-2] (fog)(x) = 
(fiOgi)(x) , si x e[4.» > 


a 


5 / x e< -oo,-2] 
.v/ xe<-l,2> 


-8,r , si x e [4, x > 


Consideremos las funciones f. g, h, I (identidad) 


f 0 g * g 0 f no es conmutativa 

© 

(fóg) 0 h = fo(goh) asociativa 

(f + g) 0 h = (foh) + (goh) distributiva 

© 

(fg)oh = (foh ).(goh) 

foI = f,Iof=f, Vf 

© 

V'oI m =I nm ,n,m e Z + 

r\in j n 1 n f \ ¡ n r + 

/ 0 1 = 1 01 = / , n gz ,n ímpar 

© 

I n = ¿JJLJ 


O 


Dada las funciones f = {(2,l),(-2,3),(l,5),(-3,4),(7,8)}; g= {(3,-2),(7,2),(-3,l),(2,4)} 


Calcular f + g, f- g, f.g , f/g 
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Solución 


Calculando el doininio de cada función: D f = {-3,-2,l,2,7} ; = {-3,23,7} 

Como Dyv* ~Df K =D r.g = D f a D g ={-3,2,7} 


(./ + éf)(-3) = /(-3) + g(-3) = 4 + 1=5 
<(./+g)(2)=/(2) + g(2) = l + 4 = 5 
(/ + g)(7) = /(7) + g(7) = 8 + 2 = 10 

f+g={(-3.5),(2.5),(7,10)} 

(/ - g)(-3) = /(-3) -g(-3) = 4-1=3 
' (/ - g)(2) =/(2)-g(2) = 1-4 = -3 
(/-g)(7) = /(7)-g(7) = 8-2 = 6 


.-. f-g= {(-3,3),(2,-3).(7,6)} 


(/•g)(-3) = /(-3).g(-3) = 4(1) = 4 
‘ (,/ g)(2) = f(2).g(2) = 1(4) = 4 => 

(./•g)(7)= A7).g(7) = 8(2) = 16 


(—3,5) e / + g 
(2,5) e / + g 
(7.10) e / + g 


(—3.3) e / - g 
(2,-3) e /-g 
(7,6) e / — g 


(-3,4) e /.g 
(2,4) e /.g 
(7,16) e / .g 


f.g= !(-3.4),(2.4),(7,16)} 

Calculando el dominio de f/g: D //e = a D í: -{x/g(x) = 0} = {-32,7} 


(— )(-3) = = T = 4 

(-3,4) e — 

* S<-3> 1 

£ 



g g(2) 4 

4 g 

,/ K 7) = /< 7 ».¿.4 

(7,4) e — 

g g(7) 2 

L £ 


••• — = {(-3,4), (2,-j), (7,4)} 
g 4 

© Sean f= {(1,3),(3,5),(2,4),(4,6)}; g = {(4,1),(0,-3),(3,2),(1,0)}. Hallar f/g 
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Solución 

Calculando el dominio de cada fimción: D r = {1,23,4} , D R = {0,13,4} 

Calculandoeldominiodef/g: D r/g =D r AD s -{x/g(x) = 0} = {1,3,4} — {1}={3,4} 


(—)(3) 
S 

(-)(4) 

S 


,/(3) 5 

g(3) 2 
/(4) 6 

£(4) 1 


(3.y)e — 
2 íí 

(4.6) e — 


- = {(3,|),(4,6» 
S 2 


® „, í.v + 4. jr< —1 Í-2 jv, -4<v<3 

Si f(x) = \ , g(.v) = ^ . Calculando f + g 

[x-3, -\<x<4 [-4, .v<3 

Solución 

Calculando el doininio de cada función: 

D f = < -oo,-l > u [-1.4 > ; D g = < -4,3 > u [3,oo > 



Ahora interceptamos los dominios--- 

-4-1 3 4 



D f . g = D r a D e = < -4,-1 > u [-1,3 > u [3,4 > 


© 


Si xe<-4,-l>, f(x) + g(x) = x + 4-2x = -x + 4 
x € [-1,3>, f(x) + g(x) = x -3 -2x = -x -3 
x e [3,4>, f(x) + g(x) = x — 3 — 4 = x — 7 


dedonde (./ + g)(x) = 


- x + 4 si x g<-4,-1> 
-.v-3 si x e[-l,3 > 


x - 7 .9/ v e [3,4 > 

Hallar (f + g)(x) si f y g están definidas por: 
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f(x) = 


j|jt-l| , ,v/1 jc-11< 1 
}3jc , si | x—11> 1 


[|jt |] , .vi -3 < Jt < 1 


g(x) = < 


-2 , si l<Jt< 
1 -2jt , si x<2 


2 


Solución 


|x — 11 < 1 => -1 < x — 1 ^ 1 => 0 < x < 2 

|x — 11> 1 => x-1 >1 V x— 1 < -1 => x> 2 V x < 0 


Ahora a la función f(x) expresamos asi: 


/( x) = 


J|jt—11 si 0<x<2 

[3jt si xe< -oo,0 >u< 2,+oo > 


Dibujando los dominios de cada función en una recta horizontal. 



D fi¡í = D r a D g =[-3.0 > u [0,1 > u [1,2] u < 2,oo > 
Calculando la suma en cada intcrvalo 
x e [-3,0> => f(x)+g(x) = 3x+[¡xl] 
x e [0.1> => f(x) + g(x) = | x -11 +{| x |] 
x e [1.2] => f(x) + g(x) = | x — 11 —2 

x e <2.oo> => Ifx) + g(x) = 3x + 1 - 2x = x + 1 


NOTA,- Se ctectúa la operación en sus propias reglas de correspondencia 

3jt + [| Jt |] , si x e [-3,0 > 

| jt -11 +[| Jt |]. si Jt e [0,1 > 

| A' — 11 —2 , si Jt €[1.2] 

X + 1 . si X €< 2,+OC > 


(f + g)(x)=< 
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Í3jc + 2, si x < 0 

Si fíx) = |x - 2| + |x + 2|, g(x) = < y H(x) = f)[x) + g(x), D H =[-2.3 >. 

síx>0 

Hallar la gráfica y el rango de H. 

Solución 

Primeramente definiremos los valores absolutos 

x > -2 
jc < -2 


Ahora definiremos f(x) en cada intervalo 
Si x < -2 , f(x) = (2 — x) + (-x-2) =-2x 

-2 < x < 2 , f(x) = 2 —x + x + 2 = 4 
x >2 , f(x) = x- 2 + x + 2 = 2x 


U-2| = 


x-2 , si x>2 
2-jc , si jc<2 




jc + 2 , si 

—jc — 2 , si 




-2 


porlotanto /( x) = 


-2x , si x <-2 
4 , si -2<x<2 
2x . si x¿2 


Ahora calculemos los dominios de cada función 



D u = [-2.3 > = [-2,0 > u [0,2 > u [2,3 > 
Definiremos a la íunción H(x) en cada intervalo 
x e [-2,0> => H(x) = 4 + 3x + 2 = 3x + 6 
x e [0,2> => H(x) = 4+1-x =5-x 
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x e [2,3> => H(x) = 2x + 1 —x = x + 1 
Por lo tanto la furición H(x) queda defmida por: 


H(x) = \ 


3x + 6 
5-x 
x + \ 


si -2<x<0 
si 0<x<2 
si 2<x <3 


Graficando la función H(x) se tiene: 

R h = [0,6 > 



Si se tiene que f(x+2) = x 2 sí x e <-5,5] y g(x-\) = x 2 sí x e[-2,2]. Calcular f(x) y 


g(x) 


Solucién 


Calculando f(x), para esto x + 2 = y => x = y-2 

Como x e <-5,5] => y-2 e <-5,5] de donde -5<y-2<,5 => -3 < y úl ye <-3,7] 
Luego f(x + 2) = x 2 => f(y) = (y-2) 2 , y e <-3,7] 

Ahora evaluamos en x: f(x) = (x- 2) 2 , x e <-3,7] 

Calculandog(x),paraestox-l = y => x = y+ l 

Comoxe[-2,2] => y + 1 € [-2,2] => -2^y+l<2^>-3<y<l => y e [-3,1] 
Luego g(x-\) = x 2 => g(y) = (y+ 1) 2 ,ye[-3,l] 


Ahora veremos en x: g(x) = (x + 1) 2 , x e [-3,1 ] 


Calcular (f+g)(x) y (f/g)(x), donde f(x) = 


Í Vl - x, si xál 
-Jx , si x>4 


; g(Jf) = • 


x 2 — 1, si x < 0 
x , si 0 < x <, 2 
x + 5 , si x > 2 


Solución 


Calculando el dominio de cada fimción 
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D, = < —oo,l] u [4,+oo > , Dg = < —oo,0 > u [0,2] u < 2,+oo > 
Ahora calculamos D f+g 


0 

-o 


1 


D r+g = D r A D g = < —oo, 0 > u [0,1] u [4,+oo > 
Calculando f(x) + g(x) en cada intervalo 
Síx€<-oo,0>, f(x)+g(x) = 'Jl-x +x 2 -1 
X € [0,1], f(x) + g(x) = ^Jl-x+x 
x e [4,+oo> , f(x) + g(x) = 4x +x + 5 

-v/l-x +x 2 -1 , si x<0 


(f + g)(x) = f(x) + g(x) = 


fl^x + x , si 0<x < 1 
4x + x + 5 , x > 4 


->D f 




Ahora calculamos D f/g esdecir: 

Df/ g =D f A - {x / g(x) = 0} = <-oo,0>u [0,1 ]u[4,+oo>- {0,-1} 
= <-oo,- 1> u <-1,0> u <0,1 ] u [4,+oo> 
fl-x 


(- |W = ¿ TT = 


x 2 -l 

fl-x 

X 

JL 

jc + 5 


, si X G< -00,-1 > u < —1,0 > 


si xe<0,l] 


, si x > 4 
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Calcular (f + g)(x) y (f7g)(x) donde 


f(x) = 


x 2 -\ 

Vl -X 
X 


, si x<-2 
, si -2<x<0 
, si 0<jc<20 


g(x) = 


\x 2 -1 , si -10<x<2 
[ 4x , si x>2 


Solución 

Calculando el dominio de cada íunción 

D f = < -oo,-2 > u [-2,0 > u [0,20 >, D g = < -10,2 > u [2,+oo > 


Ahora calculamos el D f + g 

◄-o 

•-o 

•-o D f 

~^To -2 5 2 20 

o-o 

•-► 

D r + g = D f A D g = < -10,-2 > u [-2,0 > u [0,2 > u [2,20 > 

Calculando f(x) + g(x) en cada intervalo. 

x € <-10,-2>, f(x)+g(x) = x 2 -1 + x 2 — 1 = 2jc 2 -2 

x e [-2,0>, f(x) + g(x) = *JT-x +x 2 -1 

xe[0,2>, f(x) + g(x) = x+x 2 -l 

x e [2,20>, f(x ) + g(x) = x+-Jx 


Luego se tiene: 


(/ + g)(x) = f(x) + g(x) = < 


2x 2 -2 si -10 < x < -2 

-J\^x+x 2 -\ si -2£x<Q 
x 2 +2x-\ si 0<,x<2 
x + 4x si 2<x<20 
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Calculando (f7g)(x) 


¿)(x) = 

8 


x 2 -l 


si — 10<jc <2—{—1,1} 


* 2 -l 

si - 2 <x< 0 -{- 14 } f 

x ”1 ósea (— )(jc) = 


* 2 -l 


si 0 < jc < 2—{—14} 


g 


—f= si 2<x<20 


1 si — 10 < jc < —2 


x 2 -l 


x 2 -\ 


4~x 


si X 6 [-2,-1 > u < -1,0 > 


si xe[0,l>u<l,2> 


si x e [2,20 > 


(V) Dadas las funciones definidas por: 

f = {(0,0),(4.3),(2,4),(-3,2),(3,-1)) y g = {(6,2),(3,4),(2,0),(4,7)|. Calcularfog 

Solución 

Calculando D fog es decir: Df ag = {* / jc e D g a g(x) e D f } 

D g = { 2, 3, 4, 6 } 

'l' 

g(2) g(3) g(4) g(6) 




0 




Veremos cuales pertenecen al D f 


Se observa que: 0 e D ¡ , 4 e D f , 2 e D f entonces D fog = {2,3,6} 


Ahora calculamos los elementos de f o g 


(fog)(2) = f(g(2)) = f(0) = 0 

4 (fog)O) = /(g(3)) = /(4) = 3 
(fog)(6) = f(g(6)) = f(2) = 4 


(2,0) e D fog 
<(3 ¿)eD fog 
(6,4) e D fog 


f 0 g = {(2,0),(3,3),(6,4)} 
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Sean las funciones reales de variable real f(x) = 



x 2 , x < 0 
l-x, x>0 


Hallar fog 


Solución 


De acuerdo a los criterios establecidos se tiene: 



Calculando D f¡og¡ ={xe D g¡ A g, (x) e D f¡ } 

x e< -oo,0 > A x 2 < 1 desarrollando x e <-qo,0> A-l<x<l => xe [-1,0> 

(Aogi)(x)=fi(gi(x)) = Mx 2 ) = x 2 + 2, x e [-1,0> 

Calculando D f¡ogj = {* / x e D gj A g 2 (x) e D f¡ } 

x e [0,+oo> A 1 —x e <-«,1] entonces x e [0,+oo> A 0<x<« => xe [0,+oo> 
(f i og 2 )(*) = /i (g 2 W) = /í (1 -*) = 1 -*■+2 = 3 -x 
Calculando D fj(tg¡ = {x/x e D g Ag¡ (x) e D fj } 

x e< -oo,0 > A x 2 e< l,+oo > 

x e <-oo,0> A x e <-oo,-1> u<l,+oo> = <-oo,-l> => x e <-oo,-l> 

(f 2 °gi X*) = /2 («i (*» = f 2 (x 2 ) = x 2 -l 
Calculando D fjUgj = {x / x e D gj A g 2 (x) e D fj } 

x e [O.+oco A 1 — x e <l,+oo> entonces x e [0,+oo> A x e <-oo,0> => <)> 


x~ -1 si x<-l 

( fog)(x) = < x 2 + 2 si x e [-1,0 > 
3— jc si xe[0,+oo> 
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Dadas las funciones: 


Calcular (f o g)(x) 


/w= 


jc, x e<-oo,l] 
-1, jc e<l,+oo> 



jc<0 
jc> 0 


Solución 


f(x) = V X M = A ’ X €< ~ z( x ) = í gl (X) = * 2 “ 8 si x K 0 

[fl (*) = “l' x e< l>+°° > ’ |g2(*)=[l J[: l] si ^-0 

D fog ~ D f¡og, U D f°g 2 U D fi°g'. 


£>/,<,*, ={xl xe D g¡ A g, (jc) e Df x } 


jc<0 A jc 2 -8e<-oo,l] => jc<0 A-oo<x 2 <9 

=> jc <0 A (- 00 <i 2 Ar 2 <9) => x<0 A(RA-3<x<3) 

=> x<0 A-3áx<3=>xe [-3,0> 

(/,og,) = /i(Si W) = / (jc 2 -8) = x 2 -8 

{f\Og\ )(x) = JC 2 -8, X € [-3,0> 

D f,o gj = {*/ * e D g2 A g 2 (x) e D f¡ } 

jc>0 A [| jc |]e< —ooj] => jc>0 A -oo<[|jc|]<1 

=> x>0 A-oo<x<2 => x e [0,2> 

(/[ Og 2 )(X) = /, (g 2 (JC)) = / ([| JC |]) = [| JC |] 

(/lOg2)W=[UI]» X C [°. 2> 

D f 2 og, = {xixs D g¡ A g(x) e D fi } 

jc <0 A jc 2 -8e<l,+oo> => x<0 A 9<jc 2 <oo 

x<0 A (9<jc 2 A x 2 < +oo) => x<0 A(x<-3 Vx>3) =>xe<-oo,-3> 
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( Í 2 °g\ )M = /2 (£i (*)) = /2 (* 2 -8) = -1 

(/ 2^1 )(jc) = -1. X e <- 00 ,-3> 
d / j0 « 2 ={x/xeD Í2 A g 2 (x) e D fj } 


jc>0 A [| x |] e< l,+oo > => x>0 A l<[|x|]<+oo 

=> x>0A2<x<oo => x e [2,+oo> 

(./2°#2) = /2 (?2 M) = /2 ([IX |]) = -1, X e [2,+oo> 


( fiOgi )(x) = -1, X e [2,+oo> 


(fog){x) = 


x 2 -8 si xe[-3,0> 

[| x |] si x e [0,2 > 

—1 si x e< -oo,-3 > i^(2,+oo > 


Si f(x) =x 2 y (fog)(x) = 4x 2 -12x + 9 encontrar dos funciones g(x). 

Solucién 

(fog)(x) = f(g(x)) = 4x 2 -12x+9 

g 2 (x)=(2x-3) 2 => g(x) =±(2x—3) /. g¡(x) = 2x-3, g 2 (x) = -2x + 3 

Sí f{x — 1) — x—2 y (gof)(x + 2) = 2x 2 -x. Calcularg(x) 

Solucién 

f(x — 1) — x — 2 => ffx) = x — 1 

(g°f)(x + 2) = 2x 2 -x => (gof)(x) = 2(x-2) 2 -(x-2) =2x 2 -9x + 10 

(gof)(x) = 2x 2 ~ 9x + 10 dedonde g(f(x)) = 2x 2 -9x + 10 

g(x- 1) = 2jc 2 -9x + 10 => g(x) = 2(x + l) 2 — 9(x + 1) + 10 =2x 2 -5x + 3 
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O 


Si f(x) =x 2 +2 y g(x) = x + a, determinar el valor de a de modo que 
(fog)(3) = (gof)(a-l). 

Solución 

(fog)( 3) = f(g( 3)) = /(3 + a) = (3 + a) 2 + 2 = a 2 + 6a +11 
(gof)(a -1) = g(f(a-1 )) = g((a -l) 2 + 2) 

= g(a 2 -2a + 3) = a 2 -2a + 3 + a =a 2 -a + 3 


...d) 


( 2 ) 


Igualando (1) y (2) se tiene: 


a 2 +6a + \l = a 2 - a + 3 => a = 

7 


Si H(x) = cos 2x y f(x) = sen x encuentre una función g tal que H(x) = (g o f)(x) 

Solución 

H(x) = (g o f)(x) = g(f(x)) = cos 2x 


g(senjc) = cos 2 x-sen 2 jc =l-2sen 2 jc 


g(x) = l-2x 2 


© Calcular f± g , f.g . f/g , donde f = {(1,2),(3,4),(2,5),(4,1)}; g={(3,-l),(2,l),(l,0)(0,2)} 

© Calcular f ± g, f.g , f/g, donde f = {(-3,2),(0,0),(2,4),(3,-l),(4,3)} , 


g={(2,0),(3,4),(4,7),(6,2)} 

© Si f= {(1,3),(2,6),(4,8),(6,2)} y g = {(1,2),(2,-1),(0,1),(4,5),(7,0)} 

Hallar f + g, f-g , f.g , f'g 

© Si f= {(1,4),(2,5),(3,6),(4,-6),(5,-5)} y g= {(0,8),(1,3),(2,0),(3,7),(4,0),(5,10)} 
Calcular f + g, f- g, f.g , í/g 

© Sean f= {(2,8),(8,4),(6,9),(4,7),(3,6),(1,5)} y g = {(7,1),(3,2),(5,5),(10,5),(1,3)} 


Hallar f + g, f- g , f.g , f/g 
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© 

0 


Sean f= {(4,1),(6,5),(5,4),(8,3),(9,2),} y g = {(8,-5),(2,2),(5,-4)} 
Calcular f + g , f- g, f.g, f/g 
Calcular f + g, f.g . f/g de las fimciones 


a) f(x) = 


Í2jc + 1,jc>1 
[jt 2 -2,jc<0 


g(x) = 


Í3jc + 1,jc<8 
[3jc 3 ,jc>10 


b) 


f(x) = 


Í7 ,x< 10 
[jc- 1 , x>ll 


g(x) = 



U-1|<1 

jc>3 


c) 


f(x) = 



JC > 1 
JC<1 



, JC>-1 


, x < —1 


d) 


JC 


2 


f(x) = • 


2jc 


si Jce[-10,-7> 
si x e [-4,0 > , 


2jc 2 -2 si ;ce<0,8> 


g(x) = 


—X +JC 

-jc + 3 
jc 2 +2 


, si jce<-8,-4] 
, si x e< -4,0] 

, si jce<0,3] 


e) 


Í2jc -1 , jce[0,l> 
[jc 2 , jce[2,5> 



, jc e< -1,1] 
, jc e< 1,4] 


f) 


f(x) = 


Jl x | , x e [-1,3 > 
[-2jc + 3 , jc e [3,6] 


• *e[M> 

[[|jc|] , x e [5,7 > 


g) 


f(x) = 


fjc 2 -1 , |jc|<2 
[ jc , x > 2 


g(x) = 


x — 1 , 0 < jc < 3 
jc + 1 , x < 0 



Hallar (f+g)(x) y (f / g)(x) sí: 



, jc < 1 
, jc > 4 


JC 


2 


-1 




JC 


jc + 5 


, jc < 0 
, 0<jc<2 
, jc > 2 



Hallar (f + g)(x), donde: 


f(x) = ■ 


[| JC— 11] , x e< -4,-1] 

[|JC|] + 1 , x e [0.2] 

| jc —21 +3 , jc e<-1,0 > u < 2,3] 


5 , jc e< -3,-1 > 


g(x) = • 


-2 , jce<0,2> 

-3 , jce[-l,0>u[2,3> 
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© 


© 


© 


í 4x+[|jc|] , jce<-3,0> 

Dadas las funciones defmidas por: f(x) = { , 

[|jc 2 + l|-3 , jc e< 1,6 > 

f[| —jc |]—5jc , jc€<-4,-1] 

g(x) = [ . Hallar (f + g)(x) y graficar 

[ |jc-3| , x e< 0,2] 

í| x | , jc e[-5,-l] í[|x-21] , x e[0,3> 

Hallar (f/g)(x) donde: /(x)= ' ’ , g(x) = \ , 

[2x , x e [1,4] x 2 , x e [3,6] 


Hallar (f + g)(x) y graficar donde 

f(x) = 


[|x-l|] , x e< -4,-1] 

[|x|] + l , x e[0,2] 

|jc — 21 +3 , jce<-l,0>u<2,3] 


g(x) = 


7 , xe[-3,-l> 

1 , x e [0,2 > 
-2,jce[-l,0>u[2,3] 


13j Hallar (f + g)(x) y graficar donde 


f(x) = 


sig (| x 2 - 41) si x 2 <9 


n^o 


si x 2 -\2x < -27 , g(x) = 3 , x g R -{9,+oo> 
jc 2 +10x + 21 si | jc — 31 >6 




Dadolasfiinciones f[x) = 2x-3, -l<x<3 ; g(jc) = x-[|x|] , xeR,hallar (— )(jc) 

g 




l-x 

sj\^\ , 


Dadas las fiinciones: f(x) = 

Jt 11 *- 11 - 21 ^ 2 " 2 *’ ~ 1<X<2 

[ |x-4| , 2<x<9 

Hallar (f+g)(x) y graficar donde 


x + 2 A 5 

-<0 a x< — 

x-4 2 

- < x < 4 


. Hallar (f + g)(x) y graficar 


f(x) = 


[|x 2 |]+|x 2 —11 —3 , x e[-2,2] 


2x-l 


x-1 


, x e< 2,4 > 


, g(x) 


= 4-[|x 2 |] , x<2 
I -2 ,x>2 
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© 


Dadalasfunciones f(x) = 2x -[| 2x +[| x |]|], -~<x<\ 

g(x) = 11 x - 2 | - | x 11 , |x| < 1 ; Hallar (f + g)(x) 
Hallar (f+g)(x), (f-g)(x), (f.g)(x) donde 


,, Í3.x + 1 , xe[-14> 

f(x) = \ c ,,, : 

( 5jc , xe<l,6] 

Hallar (2f- 4g)(x), donde 

[|x-3|J,xe[l,4> 


g(x) = 


2-fx-\ 
x-2 


U 2 ~4| 
x + 2 


x e [0,3 > 
xe<3,5]u[6,8> 


, x e< -2,1 > 


x 3jc + 5 


Calcular (f + g) (x), (f.g) (x), (f/g) (x) y graficar donde 

\2x-\ , x e[0,2] r- 

a> /(I) = { 3 : S(X) ‘^ ■ D ' =D ' 41 


b) f(x) = < 


x x < 1 

3x, 1 < x < 3: g(x) = 
cos .v , jc > 3 


-x 

11 

34 


x < -2 
2<jc<3 
jc < 6 


Í[|.v|][|jc 2 -4|] ,jc<3 x,x<2 

c) f(x) = \ r - , g(x) = \ 

Nx 2 -\6 , jc> 4 [x-1 , x>5 


fl—2 jc ,-3<jc<-1 Íjc 2 jc<0 

d) /W= r, „ „ • ?W= „ 

[[1-4 + cosx|] , jc> 0 sen jc , 0<x<7t 


[jc + 3 si x e [-4,0] [2 jc- 4 , xe[-3.2] 

e) J(x) = \ A . g(x) = \ 

3jc + 2 si x e< 0,5 > 2-.c , ve<2,8> 


í Vjc-2 , x e[2,4 > 

0 ./(*) = { , g0*) = 

Ijc — — 1 4x + 48 , ve[6,10> 


[|-|] , X 6 [1,8 > 

| 2jc — 101. * e [8,12 > 
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8) 


f(x) = 



-4|, 


2 


x e [-6,0] 
x e[l,6 > 


g(x) = 


x + 2 , x>-2 
1 , x<-2 


4 ÍU-1| [|.?/g(3-.v)|] , x e[0,6] f | x-2\ ,.ve<-8,3> 

h) Si f(x) = \ , , g(v) = ( 

jc 2 , xe<6,10> S [x\x-2\ , xe<3,8] 


i) ftx)-P' 2x ” U ‘ 1|>l “ |X ' 1|<3 .*(X).< 
[x 2 -4x-4sig(\x\-3) , jc e [0,2] 


[1-5- -IL Jf<3 

JC“ + 1 


jr + jc+ 1 


jc-1 


, ,9/ xg[5,10> 


j) Si f(x) = 


■Jx 2 +16 , Jce<-4,-2> 

[1*1]-2* , x e[-l,2 > , g(x) = 

\x 2 +2\ , jre<4,6> 


|2jc + 4 , jc e<-3,-l > 

|| jc 2 - 2 | , jc e [-1,5 > 


(21) Determinar fog , cuando f = {(l,3),(2,4),(3,5),(4,6)f y g = {(4,l),(l,2),(6,3),(0,-2)} 

( 22 ) Determinar fog , gof, cuando: f = {(0,1),(1,2),(2,3),(4,3),(5,2)} 


g = {(6,7),(5,4),(4,3),(2,4),(1,4),(0,7)} 

@ Hallargofsí: f= {(2,5),(3,4),(6,2),(5,0),(1,7)} y g= {(4,8),(5,3),(0,9),(2,2),(7,4)} 

© Hallargofsí: f= {(2,5),(5,7),(3,3),(8,1)} y g = {(1,2),(2,3),(4,5),(6,7)} 

® í 3jc — 2 jc ^ r /j /j ^ 

Sí /( JC) = ’ ' ’ ; g( X) = x 2 +l. Hallar (fog)(x) 

fx , jc e [4,6] 


© 

© 


Consideremos las funciones reales de variable real 


, , [jc 2 , jc<0 

g(x)= , A 1 /(*) = 

[Í-JC , x>0 


jc + 2 , jc<1 

JC — 1 , Jt>l 


Sean las funciones f y g defmidas por: 


Hallar fog 
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© 


© 

© 

© 

© 


Hallar: f(0) + g(0) , f(l) f(-3) , (fog)(-2) , , (gof)(3) , (gog)(-3/2) 


g(-l) 

28) Hallar fog si f(x) = 2x" +1 , x e <-2,20>, g(x) = 

[2x , xe<6,oo> 

f 2 jt , jt < ( 

Hallar fog sí f(x) = 3x + 2 , D f =< -ao,3 > , g(jt) = ^ 

[-3x, Jt > 1 

Í2jt — 1 . x < — 1 

Determinar gof si, f(x) = - 


-x + 1 , xg< -oo,-2 > 
, x 

<0 
: 1 


3lJ Hallar fog sí, /(Jt) = 


: 2x — 1 

, x<-l 

x + 2 

, x > 2 ’ 

x , 

x < —1 

-1 , 

l<x<2 , 

1 , 

x>4 


Jt , jc < 0 
2jc , Jt > 0 

2 , jt < 1 

1 , Jt > 2 


Hallar fog y gof, donde, /(jt) = 


2x-l , xe[0,2] r- 

. g(x) = -fx 

x , Jte<3,5] 


Sí H(x)=4x*~ 2jc + 3 y (Hof)(x) = -J[\ x |] + 3 . Calcular f(x) 


Calcular (fog)(x), donde f(x) = 


[U 2 -l| , x<3 
Ux 2 +1 , x>3 


. g(x) 


x<0 


[Uxl] , x < 0 

Calcular fog y craficar sí: g(x) = < , , 

x 2 -1 , x>0 


_ íx , x>4 

tl X | —X , 
f(x) = fx + l , -l<x<2 


36) Calcular fog , donde, g(x) = 


2x-5 , x < 2 
-x-2 , x >2 


. g(x) = 


Jx* -2x , x<l 
\e* , x>l 


© Sí /(x) = V2x-l y g(x) = 4lx 2 -1 . Hallar lafunción h talquefoh = g 


38) Dadas las funciones /(x) = 2x-[|2x + [|2x|]|], ~ < x < 1 
g(x) = 11 X + 2 I - I x I, |x| < 1. Hallar fog . gof 
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^9) 

© 

© 

(42) 


© 

© 


© 


Sean /(*) = 2 jc 2 — 1, g(x) = 4x 3 -3x , x € R, probar que fog = gof 
Si flx+1) = 3x+1 , g(x) = 2x-3 , hallar (fog)(x+1) 


\x ¿ , <1 


-x ,x < 2 


Sean f(x) = \" ’ " , g(x) = -{ " , hallargof 

-jr 3 , x>2 12x , x>4 


Hallar fog y gof si existen , donde 
1 


f(x) = 


. xe<-lj> [Ul] , x e [0,1 > 

*-l > g(x) = ] n - 

2.11 _1 [fx- - 1 , xe[l, 3 > 


|x" +1| , xe<l,2> 


Hallar(fogoh)(x)si f(x) = x 2 +2x + l , g(x) = x-2, h(x) = x-3 
Sean f(x) = ax + 2, g(x) = x-6, a*0, b*0 sifog = gof hallar b(a-l) 

Sean rt^)=K xlT ' “ 1<xS3 y gW = pIlr|]-2U|, si V2<xS0 

(x/2 . 4 <j:£ 6 |*[U-3|] + 2 . si 2 <jí<4 

Hallar fog si existe 

’ | x I -2 

[l 1 ^-1] , * €<-1,1 > 

Dadaslasfuncionesfygdefinidaspor: / (x) = < 3-x 

■a/x 2 + 2x , x e [1,2 > 


£(*) = 


x — 1 * e t Calcular (fog)(x) y (goO(x) 

|-1| , xe<0,3> 


\x , ,ve[-3,0] 

Determinar gof sí f(x) = \ , ,g(x) = x—15, xe<-10,9] 

|v x , x e< 0,5] 

í[|x-4|] , x>0 f (fog)(x 2 ) , x<0 

Sean /(*) = [| x |] y g(x) = < 2 . Hallar: h(x) = \ 

[ x‘ , x<0 [(gof)(fx) , x>0 


49) SiF(x) = ctgx y g(x) = cosecx encontrar una función f tal que F(x) =(fog)(x) 
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© 

( 52 ) 


© 

Q 


Si (go/)(x + 2) = 2x 2 -x y f(x-l) = x — 2 C'alcularg(x). 

Si (/óg)(.v-l) =.v 2 -2x y g(x) = x + 3 Determinar í(x). 

Dadas las funciones f.g: R- > R. defmidas por: 

f(2x + 3) = 4x+l y g( x)=x 2 +3. Determinar (fog)(x) y (goO(x) 

Si F(x) = (1-cos2x) sccx y f(x) = senx. Hallar una función g tal que F(x) = (goO(x) 

Si F(x) = cos : x y f(x) =—í—. hallar una función g tal que F(x) = (fog)(x) 

1 + jr 

Si F(x) = scn 2x y g(x) = cos x , encontrar una función f tal que F(x) = (fog)(x) 


56) Dctcrminargofsi, f(x) = 


0 , x < 0 

.t 2 , x e[0,l] , g(x) = 
0 , x > 1 


1 , x<-0 
2x , x e[0,l] 
1 . x > 1 


Si f(x) = 4x-x 2 , 0<x<7, g(x) = j' V 4 ’ V< ° , 

(x+2 , x>2 


hallar (goO(x) 


(5H) 

@ 


Si (goO(x) = x+2 , f(x) = x } +6jc 2 + 12 jc + 8 , hallar g(x). 

Dadas las funciones f ( x) =| jc 2 - 11 y #(jc) = ^9-x 2 . Determinar (gof)(x) 

í[|v-l|], 0 < jc <3 jc + i 

Si / (jr) = \ , -y g(x) =-, determinar gof 

lVll-Jf|-2 , *>3 x-4 


(2jt-l,-4<jt<4 3 

Hallar fog, siendo !(x)-\ , g(jt)=jt — 2jt 

\[\x\] , x> 4 


Si g(2-x) = ^[x ~-1 y (goO(x) = 2x-l, hallarfix) 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


Si /(.Y) = 


2a +1 , si x es par 

2x , si x es impar , g(x) = 

0 , si x no es entero 


VíüÍÍMüÍÍ 


. Hallar gof si es que existe. 


i*i]~ 


U + 6| 


, si X €< -4,-1 > 

U + 31-3 

-s/5 - x -2 , si jcg<-1,5> 


Sean las funciones f y g definidas por: 

| —| , si x<-2 

./(*) = ! l-JC . g(x) = 

(,v + 2) 2 , si Jte[-2,-l] 

Hallar las funciones (fog)(x) y (goO(x) 

Sean las funciones f y g definidas en R, tales que: 

Íat + 2 , x<\ \x 2 -2 v > 2 

/U)= , • gW = 

[(jc-1)"+3 , jc> 1 [jc-5 , x<2 

Hallar las funciones (fog)(x), (goO(x) 

Sean las funciones /'(,v)=i' V ’ X< \ g(jc) = j * . Hallar gof 

[~x , x>2 [2x , x>4 

Hallar gof, si f y g son funciones reales, tales que: 


[jc 2 +1 , x<l , \x-l , x <2 

f(x) = \ , y g(x) = < 


| — JC“ 


jc > 4 


A' > 4 


Sean las íunciones f y g definidas por: 


, Lv'-3jc si x<3 Ía-1,.v<2 

/w = i , y g(x) = < _ ^ . Hallar fog ysurango 

-.v 2 +3 si x>2 [2,x>4 


Sean las funciones f y g definida por: 

,, , [* 2 + l . -r<l . 4 \x 2 -4 , a‘ e[0.4] „ „ f 

/(.v)= y g(.v) = < . Hallar fog 

-x 2 , x> 4 " | 0 . .rs<4,7> 
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70; Dada ias funciones f y g defmidas por: 


© 


/M.pt'- x<> y 

1-x 2 . JC>4 1 0 , xe<4,7> 


Dadas las ftinciones f y g defmidas en R por: 


f(x) = 


sig{\x 2 -41) si \x \ <3 


a + 6 


si ag<3,9> y g(x) = 3 , x e <-oo,9> 


a : +10a + 21 si | a — 31 >6 

Construir la gráfica de f + g, indicando explícitamente su rango. 


Hallarfog, siendo m = \ X * +1 ’ X< ^ n y g(x)^f x2 ' 2x si * (jc ~ 2 > S0 

I a , a>V3 I [| a |] si a(a-2)<0 


73; Hallar fog, siendo: f(x) = \ X " X&< y g(x) = | X " 4 . x e[0,4] 

^ ’-l ii ie<l,+«> 1 0 , x e< 4,7 > 


( 74 ) Hallar fog siendo: f(x) = 


2a + 1 , -3 < a < -1 

1 , -1 < A < 1 

I ,JC*1 


y g(x) = 


Jjc 2 -4 , x e [0,4] 


0 , jc e< 4,7 > 


75) Dadas las funciones / (jc) = - 


1 + jc 2 


y g(x) = 1 - x determinar los dominios de las 


composiciones fog y gof. 

Si g(l-x) = 4x-\ y (g 0 000 = 2x-1, Hallar la función f(x) 


77) Dadas las funciones f(x) = 


1-jr 


y g(x) = 1 — x, determinar los dominios de las 


composiciones fog y gof y sus reglas correspondientes. 
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78) Hallar (fog)(x) sí: f(x) = 


^2 

© 


® 


© 


2x +1, -3 < x < -1 


1, — 1 < -r < 1 , g(x) = 

■t>l 

JC 


-1, x < 0 
3x + 2, x > 0 


Si /(x)=V* 2 “16 y g(x) = —-—, Hallar (fog)(x) 

x + 2 

_ fx 2 +3x, si x<3 [3-x, si x < 1 

Sean las íunciones f y g definidas por: /(x) = < , g(x) = < 


Hallar (fog)(x). 

1 


© Si f(x) = 


, xe<-2,2> 


-x +3, si x>3 


|x-l|], x g[0,1 > 


5-x, si x > 1 


x-2 ,g(r)= — Hallar (fog)(x) si es que existe 

12 .v 2 + 31 , a-6 <2,3> x e[1,3> 

Si /(x) =x 2 +2x + 2 . hallar la íunción g(x) tal que (Jog)(x) = x 2 -4x + 5 


„ „ k JT6<-00,1] fjr 2 -8. JC<0 

Hallar (fog)(x)si /(*) = « , g(x) = ( 

f-1, Jce<l,+»> [[1 jc |]. x> 0 

f[|x-l|]. 0<jc< 3 jc+i 

Si /W= i-— yg(x) =-calcular (gof)(x) 

y\\-x\- 2 , x>3 x-4 

[|i£|-2|^ xg< _ 1{> 

Sean f y g dos funciones, tales que: f(x) = < 3-x 


Vx 2 +2x, x€[1 ,2> 


g(x) = 


x - l’ x G ^ 1 ^ Hallar fog, si es que existe. 

| x — 11, x g< 0,3 > 


Si H(x) = Vjc 2 -2x + 3 y (HoF)(x) = ^[| x |] + 3 calcular F(x) 

fx-1, x e[0,l] íx 3 , x e[—1,1] TT 

Dados f(x) = < , , g(x) = 4 . Hallar 

[x“+l, xe<-oo,0>u<l,+oo> [2x + [|x|]x“, xe[3,4] 

(fog)(x) si es que existe. 
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a) Función Inyectiva. 


La fimción f: A -> B es inyectiva (univalente) si a cada elemento del dominio le 
corresponde un único elemento del rango, es decir, si existen dos elementos 
x k jc 2 ^ D f distintos x x *x 2 cuyas imágenes son distintas f(x x )*f(x 2 ) lo que 

es equivaiente a decir: 

S\ x x ,x 2 g D f : f(xi) = f(x 2 ) => x x =x 2 que es ia forma más práctica para 

♦ 

determinar si una función es inyectiva. 

Ejemplo.- 



f función inyectiva f no es inyectiva 


Ejemplo.- Determinar que ia función f][x) = 5x + 3 es inyectiva. 

Solución 

f es inyectiva sí f(x x ) = f (x 2 ) => x x = x 2 


f(x x ) = f(x 2 )=> 5x¡ +3 = 5x 2 +3 => x x =x 2 
f(x) = 5x + 3 es inyectiva 

Observación.- En forma gráfica se puede determinar si una función es inyectiva o no, 
para esto tracemos una recta paraiela ai eje X, si dicha recta corta a ia 
gráfica en dos partes o más, entonces la función f no es inyectiva y si corta en un solo 
punto, entonces la función f es inyectiva. 


Ejemplo.- Sí /(jc) = jc 2 y g(x)=^[x 
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f no es ñinción inyectiva g es inyectiva 


b) Función suryectiva.- 

La función f: A -> B, es suryectiva (o sobre) si y solo si, V y <e B, existe x e 
A tal que y = f(x); esto quiere decir que todo elemento de B es imagen por lo menos 
de un elemento de A es decir que f: A -> B es suryectiva si R f = B 



Ejemplo.- La función f: [0,oo> -» [0,cx>> tal que f(x) = ^fx es suryectiva puesto que 

Rf =[0,00 > 

Ejemplo.- Determinar si la fimción f(x) = 3x+5 es suryectiva. 

Solución 

Como f: R —» R / f(x) = 3x+5 

y — 5 y — 5 

y = 3x+5 despejamos x es decir «=^— Luego V y e R, Hx = - 

y — 5 y — 5 

Tal que f{x) = /(—-—) = 3(-- -- -) + 5 = y entonces f es suryectiva. 

c) Función Biyectiva 


La función f: A -» B se llama fimción biyectiva, si la función f es inyectiva y 
suryectiva simultáneamente. 
















Relaciones y Funciones 


295 


Ejemplo.- Determinar si la ftmción f: [0,2> -> <-ao,0] tal que /( x) = -es biyectiva. 

jt-2 

Solución 

i) Veremos si f es inyectiva, es decir: / (jc) = /( x x ) => jt = Jtj 


x x¡ 


jt-2 Jt. -2 


jt x x -2x =x x x-2x x 


-2jtj = -2 jc 2 => Jtj = Jt 2 por lo tanto f es inyectiva. 

ii) Ahora veremos si f es suryectiva, para esto es suficiente ver si el rango de f coincide 
con el conjunto de llegada. 


=>,.-¿¡L s [0,2>=.0s-V2 

jt-2 y-1 y-1 


0 < —<2 «• 0 <-^- a -^-<2 o 0 <— a —-—<0 

y-1 y-1 y-1 y—1 y-1 




zv: 


0 1 1 

y e <-oo,0], luego R f =< -oo,0] entonces f es suryectiva. 
Como f es inyectiva y suryectiva entonces f es biyectiva. 


a) Función Creciente. 

La fiinción fse llama creciente si para todo jtj,jt 2 f se tiene: 
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b) Función Decreciente. 

La íunción 1 se llamadecrecientesipara todopar jq, x 2 ^Df se tiene: 



c) Función Monótona. 

La función í se llama monótona si la fimción f es creciente o decreciente 

d) Teorema.- Si una función f es creciente, entonces f es inyectiva (univalente). 

Demostración 

Sean jc ^ , x 2 e D f , tales que x x *x 2 , de donde se tiene x x <x 2 ó x 2 < x x 
Si jcj <jc 2 entonces f(x x )< f(x 2 ) por ser f creciente 
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Si jc 2 <x x entonces f{x 2 )< f(x x ) por ser f creciente 

Por lo tanto en ambos casos se tiene /( x x )* f(x 2 ) es decir, si jc^ * jc 2 entonces 
/(jc i ) * /( jc 2 ). Luego la ílinción f es inyectiva. 

e) Teorema.- Si una función es decreciente, entonces f es inyectiva (univalente). 

Demostración 


La demostración se hace en forma similar al teorema anterior. 



Cuando las fimciones dadas son inyectivas su rango se encuentra en forma muy práctica 
de la siguiente manera: 


Sea la función inyectiva cuyo D f =[a,b ] entonces se tiene: 
Si f es creciente se tiene: R f =[f(a ),/( b )]; Fig (a) 

Si f es decreciente se tiene: R f =[f(b),f(a)]\ Fig(b) 




Ejemplo.- Calcular el rango de f(x) = jc 3 para x g[-2,2]. 

Solución 


f es inyectiva y creciente entonces R r = [/(-2), /(2)] R f = [-8,8] 
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a) Definición.- Consideremos la fünción: / = {{x,J(x))lx e D f ) con dominio 
D f yrango R f entonces diremos que existe la función inversa de f, 
si y solo si, f es inyectiva. 

A la flmción inversa de f denotaremos por /* ó/” 1 , la cual es definida en la forma 
siguiente: 



donde: D r *=R f y R f *=D f 

Ejemplo.- Consideremos una función inyectiva f = {(1,3),(2,5),(4,7),(6,9),(8,11)) 
entonces la íunción inversa de f es: /* = {(3,1),(5,2),(7,4),(9,6),(11,8)} 
donde D r = {3,5,7,9,11} = R f y R r = {1,2,4,6,8} = D f 

b) Gráfico de la Función Inversa 

Consideremos una función f y su inversa /*, el gráfico de la fimción inversa /* 
es simétrica a la función f con respecto a la fimción identidad I(x) = x por tal motivo 
dicho gráfico se obtiene por reflexión con respecto a la recta I(x) = x. 
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c) Propiedad Fundamental de las Funciones Inversas 

Sí f: A-»B es una íunción inyectiva y/*: B-»A es la función inversa de f entonces: 




d) Cálculo de la función Inversa 

Sea f: A—>B una función inyectiva, entonces a la función inversa /*: B -» A se 


puede hallar resolviendo la ecuación 


Ejemplo.- Hallar la inversa de la función fix) = 7x + 3 

Solución 


f(f*(x)) = x => lf*(x) + 3 = x 


/*(*) 


x-3 

~ 1 ~ 


También la inversa de una función inyectiva se puede obtener en la forma siguiente: 

Ejemplo.- Hallar la inversa de la función fix) = 5x-3 sí x g[0,5] 

Solución 


Como y = fix) => y = 5x - 3, x e [0,5] 
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y + 3 

Primeramente se despeja x: x = ■ - ■ , x e[0,5] 
Luego se determina la variación de y 
x = ^y^e[0.5] => 0<^y^<5 => 0<y + 3<25 
-3áyá22 => y e [-3,22] 



, y e[-3, 22]. ahora permutaremos x por y es decir: 


y = ~- , x e [-3,22]. Por lo tanto/*(x) =^~ , x e [-3,22] 



Si dos funciones f y g son inyectivas y la íunción composición f o g existen entonces la 
función f o g es inyectiva por lo tanto tiene inversa (f o g)* en este caso tiene la siguiente 
propiedad. (f o g)* = g* o f* 




Determinar si la función es inyectiva /( x) = 


' 21 jc | +jc + 2 
3x vl +2x m 


Solución 


Simplificado 3x*‘ 2 + 2x h 2 = -Jx(3x + 2) de aquí se tiene que x>0 => |x| = x entonces 


/w= i 2|Jt| "* 2 = 


3x + 2 


1 


I 3x 3/2 +2x 1/2 3¡^/x(3x + 2) ^ 

debemos probar que f(a) = f(b) => a = b con lo cual se determina que es inyectiva. 

f(a) = f(b) => -4= = => a = b. Por lo tanto f es inyectiva. 
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Demostrar que f es inyectiva donde /(jc) = 5 X , V x e R. 

Solución 

Debemos probar que: f(a) = í(b) => a = b 

f(a) = flb) => 5" =5* => a = b 
Por lo tanto f es myectiva. 

Dada la función f(x) = jc + V* 2 + 7 , x e [-33], demostrar que f es inyectiva. 

Solución 

Probaremos que f(a) = f(b) => a = b 
f(a) = f(b) => a+Vúf 2 +7 +7 

a-b = Vó 2 +7 -^Ja 2 +7 , eievando al cuadrado: 

(a- 6) 2 =(Vó 2 +7^ 2 +7) 2 
ah + 1 = ^Ja 2 +7 Vft 2 +7 , elevandoal cuadrado: 
a 2 A 2 +14a/> + 49 = 0 2 /r +7a 2 +7ft 2 +49 
a 2 -2ab + b 2 =0 => (a-b) 2 =0 a = b fesinyectiva 

(4) La fimción f: R ->[0,+oo> defmida por /(jr) = 5x 2 . ¿Es f suryectiva? 

Solución 

Debemos de comprobar que: V y e[0,+oo> , 3 x e R tal que f(x) = y 
perocomo v = 5x 2 => x^l^Jy/ 5 .entonces: 

3jc = ±7v/5 , y e[0,oo> tal que /(jc) = f(±Jy/5) = 5 (±JyTx) 2 = y 


.*.f(x) = y => f es suryectiva. 
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Determinar si la íunción f(x) = x +1 -[| x |] , x e R es inyectiva. 

Solución 

Definimos él [| x |], V x e R 

[|jc|] = /t » k<x<k+l,keZ. Luego la fimción f(x) queda definida 


jc + 3 

, X € [-2,-1 > 

jc + 2 

, jcg[-L0> 

JC + 1 

, JC € [0,1 > 


Luego la función f(x) es la unión de una familia de funciones lineales donde cada una de 
las cuales es inyectiva, es decir: 

f(x) = jc + 1 -[|x|] => f(x) = x+l-k 

Probaremos que si f(a) = f(b) => a = b 
f(a) = f(b) => a+ 1 -k = b+ 1 -k => a = b 

Por lo tanto cada fimción f(x) sea inyectiva falta ver que la intersección de los rangos de 
dos en dos es el vacío. 

f k (x) = x + \-k 

x € [k, k+l> => k <x<k+l => k+ 1 <x+ 1 <k + 2 => l<x+l-k<2 
1 < f k (x) < 2 y g [1,2> => R fk =[1,2 > 

ar 

^ J\ (x) = [1,2 >±<p . por lo tanto f(x) no es inyectiva. 
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Determinar sí la tunción f: <-4,3]-► [-9,13> defmida por f(x) = -2x + 1 es biyectiva. 

Solución 

Veremos si f es inyectiva, es decir: /(jc^) = /(jc 2 ) => x x = x 2 
¡ f(x ,) = -2x x +1 

<' => ~2jci +1 = -2jc 2 +1 => jc, = x 2 . Por lo tanto f es myectiva. 

[f(x 2 ) = -lx 2 +1 

Ahora veremos si f es suryectiva, es decir: R/ = [-9,13 > 


1 — y 

Como y = -2x + 1 => x = — e< -4,3] 

-4<i^<3 => -8 < 1 — y< 6 => -9 < - y < 5 => -5<y<9 

.*. R f = [-5,9 >*[-9,13 >, por lo tanto f no es suryectiva. 



Luego la función f no es biyectiva. 


Determinar el dominio de la función /( jc) = jc 2 — 6jc + 8 para que la fimción f sea 


biyectiva. 


Solución 


E1 dominio de una fimción cuadrática 
para que sea inyectiva se determina 
completando cuadrado es decir: 

/(jc) =jc 2 -6jc + 8 = (jc-3) 2 -1 que es 
una parábola con vértice en el punto 
(3,-1) por lo tanto f es inyectiva si 
D f =[3,+oo> ópara D f =<-oo,3] 




Si existe f o g, donde f y g son inyectivas. Demostrar que f o g es inyectiva. 


Demostración 
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© 


n r . f/(*l) /C*2 ) f^l ~ *2 

Como f y g son myectivas, entonces: < J 

[g(x 3 ) = f(x A ) 


( 1 ) 


[x 3 =x 4 ...(2) 

Probaremos que f 0 g es inyectiva, es decir: 

(fog)(x 1 ) = (fog)(x 2 ) => = x 2 

(fog)(x ! ) = (fog)(x 2 ) => /(gU] )) = f(g(x 2 )) 

=> gOq) = g(jc 2 ), por ser f inyectiva. 
jcj = x 2 , por ser g inyectiva. 

Como (fog)(x x ) = (fog)(x 2 ) => jcj = jc 2 , entonces f o g es también inyectiva. 

Si f: R-> B es una fimción suryectiva. Tal que f(x) = |x — 3| - x, Hallar el conjunto B. 


Solución 


Se conoce que | x - 31= 


x —3 , jc > 3 
3-jc , jc<3 


Luego a la ftinción f expresaremos así: f(x) = 


-3 , jc>3 
3-2jc , jc<3 


Donde D f -< - 00 , 3 > u [3, +00 >, ahora calculamos el rango 


3 — v 

Si x<3 => y = f(x) = 3 - 2x => x- —3 => y>-3 => y e <-3,+oo> 

Si x > 3 => y = f(x) = -3 => y = -3 
R f = < -3, +oo > u {-3} = [-3, +oo > 



Por lo tanto la función f es suryectiva cuando: B = [-3,+oo> 

Si la función f es creciente en todo su dominio demostrar que f es inyectiva. 

Solución 
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Aplicaremos la defmición siguiente de función inyectiva f es inyectiva, si Xj *x 2 
implicaque r 2 ), V 

Como *x 2 => x¡ <x 2 V x 2 < pero f es creciente entonces: 

f(x¡) < f(x 2 ) V / (jc 2 ) < / (jcj ) de donde /(x,) *■ f (x 2 ) por lo tanto f es inyectiva. 


© 


Demostrar que la función f es inyectiva, donde: / (jc) = 

Solución 


, si xg<4,+oo> 
'sjx 

— x~ , si jc<0 


2 9 

Primeramente veremos si /i ( x) = —= y / 2 ( jc) = -x“ son inyectivas. 


V jr,,jr 2 e D fi => fi(x x ) = f x (x 2 ) 


Por lo tanto f x (jc) es inyectiva. 




*l = X 2 


V JC,,.V 2 G Df => f 2 (x x )= f 2 (x 2 ) => -x, 2 =-x| => x,=x 2 


Por lo tanto / 2 (x) es inyectiva. 
Ahora veremos que A R f =(¡> 


n , 2 4 

Para x e <4,+oo> => y = —= => jc = — 


4 4 9 

x =— g< 4,+oo > => — >4 => > <1 => y e <0,1> => /?^=<0,1> 
y y 1 

para x <0 => y = -x 2 => x = --J-y < 0 => -y¡-y > 0 => -y > 0 => y <0 


R f — < —oo,0 > 

'2 
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R^ a Rf 2 = < 0,J > a < -oo,0 > =(¡) 
Por lo tanto es inyectiva. 



^2) Determinar si es inyectiva la siguiente íunción f(x) = - 

Solución 

La función f (jc) = -\/-JC 3 , x < 0, es inyectiva. 


77 , 

-5x 2 +7x-3 


x < 0 
, x>0 


La función fi(x) = -5x 2 +7x-3 , x > 0 no es inyectiva. Por lo tanto la función no es 
inyectiva. 


^ 3 ) Hallar la inversa f~ l (x) si existe, de la función f defmida por: f(x) = 

Solución 

Graficando a la fiinción f(x) se tiene: Six<0 Rj\~ < ”°°J] 


Í2x + 1 , x< 0 

t * 2 +1 , 



x>0=> Rf 2 = < L+oo > además cada función f x (x) 
y / 2 (x) son inyectivas, y como R fi a R ^ = (/> 
entonces f(x) es inyectiva. 

Por lo tanto existe la inversa de f(x). Ahora 
calculamos la inversa de f(x) 

Si x < 0, /i (x) = 2x +1 


x g <- 00 ,1 ], 2f* (x) +1 = x , de donde 


/iW = 


x — 1 


x< 1 


2 
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Sí x > 0, / 2 (.x) = x l +1 

para esto: / 2 (// (x)) = x , x e < 1 ,+*>> 

fp(x) + l =x , de donde fl(x) = 4x- 1 , x e <l,+oo> 
íx-1 


porlotanto: / (jc) = 


, JC<1 


4x^\ , .T>1 


h) Probar que f(x) =<u[x -x para 0 < x < 1, posee inversa y hallar la función inversa si es 
que existe. 

Solución 

Para que fl[x) tenga inversa debe de ser inyectiva y para esto debe cumplir que: 
f(x x ) = f(x 2 ) => *\= x 2 

4jx^-x x =4jx7-x 2 => 4(Jx¡-Jx7)-(x x -x 2 )=0 

=> ~^fe)-(^]x7-Jx7)(^¡x7+Jx7)=o 

=> (^¡x]-^Jx7)(4-^!x7-x 2 ) = 0 
ComoO<X!<l => l-Jx^-Jx] * 0 
Luego ^ -'Jxi =0 => x x =x 2 por lo tanto 

f(x) es inyectiva entonces existe Píx), ahora calculamos la inversa Pfx) para esto: 
f(f*(x)) = x, x g [0,3] 

despejando f'(x) se tiene: f*(x) = (2 + ^4-x) 2 , x g[0,3] 


Hallar P(x) si existe donde f(x) = 


-4U-^I] 

U 2 -l|-l 


si -2<jc<0 
si 0<jc<1 
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Solución 


© 


Primeramente definiremos el máximo entero [| 1 — — |] y el valor absoluto \x 2 -1| en 
cada intervalo tl' _ y 1] = 1 + [I ~ 1] = 1 + 0 = 1 
Como -2 < x < 0 => 0 < -x <2 


=> 0 << 1 => [|il = 0 
2 2 


=> x 2 -l = (x+l)(x-l) 

Para0<x<l => |jc 2 —11 = 1 — jc 2 pordefmición 




-1 



Por lo tanto la función f(x) queda en la forma: 

f-jc si -2<x<0 

f(x)-\ 2 

\-x 2 si 0<x< 1 


Si —2 < x < 0 , /j (x) = -x , calculando su inversa 
f\(f\(x))=X 

xe<0,2>, — /j* (jc) = jc , de donde f* (x) = -x , 0 < x < 2 
Si 0 < x < 1 , / 2 (jc) = -jc 2 , calculando su inversa / 2 * (x) 

Setiene: / 2 (/ 2 *(x)) = jc ,-1<x<0, dedonde -/ 2 * 2 (jc) = jc , -l<x<0 

.*. / 2 (x) = 4~x , 1 < x < 0 
Í-jc si 0<jc<2 

) 


Por lo tanto la inversa de f(x) es: f*(x) 


[V-x si -1 <jc <0 


Hallar f*(x) si existe donde f(x) = 


2\x\+x+2 

3x 3/2 +2jc 1/2 

















Relacionesy Funciones 


309 


Solución 

Calculando el doininio para defmir |x| 

3jc 3/2 +2jc 1/2 = a/jc(3jc + 2) deaquíx>0 => |x| = x 

Ahora simplificado se tiene: / (jc) = 

Determinaremos si f(x) es inyectiva: f(a) = f(b) a = b (f es inyectiva) 

«») = «« => =• -b 

Por lo tanto f(x) es inyectiva entonces í(x) tiene inversa. Ahora calculamos la inversa. 

f(f*(x)) = x 

, , 1 = x ,dedonde /*(x) = / 

4 x/7*Ü) x 4 

(n) Si f es la función defmida por / (x) = -Jx 2 +16 + 2x , x e [0,3] determinar si existe P(x). 

Solución 

Para que exista P(x) la íunción í(x) debe de ser inyectiva, es decir: 

Sí í(a) = f(b) entonces a = b 

'Ja 2 +16 + 2a = ^b 2 +16 + 2 b entonces 2 (a-b) = V b 2 +16 -^la 2 +16 
para que sea f inyectiva debe cumplir a = b de donde 
a —b = 0 => 4b 2 +16 -^ja 2 +16 =0 

x / í ? 2 + 16 = Vó 2 +16 => a 2 = b 2 => | a | 2 =|(»| 2 

=> |a| = |b| => a = b puesto que a, b e[0,3] 


[ 21 x | +x + 2 = í 3x + 2 1 

3x 3/2 + 2x 1/2 ~ ]¡^(3x+2) ~ Vx 


por lo tanto f(x) es inyectiva => 3 P(x) 
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Ahora calculamos f*(x) mediante la ecuación: f(P(x)) = x, x e [4,11] 

ff *(.v)) 2 +16+2 f*(x) = x => -j(f*(x)) 2 +16 = x-2f*(x) elevadoal cuadrado 

(f*(x)) 2 +\6 = x 2 -4xf*(x) + 4(f*(x)) 2 => 3(f*(x)) 2 -4xf*(x) + x 2 -16 = 0 

. 4x±^/l6x 2 -12(x 2 -16) 4x±l4x 2 +48 

f*(x)= -í--- => f*(x) = --- 


f*(x) = 


2x±4x~ 2 +48 


Ix+Jx 2 +48 

■ f*(x) = -;- ,x e[4,ll] 


@ Si f(x) = 


[x 2 +2x-3 


Determinar si P(x) si existe. 

, xe[-lj> 

Solución 


Determinaremos si f(x) es inyectiva 

Síx>3 => f\(x) =^lx-3 donde =[0,oo> 


Si /i (jcj) = f x (jc 2 ) => ^JCj -3 = ^x 2 -3 elevando al cuadrado => jc^ = jc 2 => f es inyectiva 


Si —1 < x < 1 / 2 (jc) = jc 2 -h2jc-3 = (x + 1) 2 -4 

Como-l<x<l => 0<x+l<2 => 0<(jc + 1) 2 <4 

=> -4 < (jc + 1) 2 - 4 < 0 => R f2 =[-Afi> 

Si /2(*,) = / 2 (* ¿ )=> (x,+1) 2 -4 = (x 2 +1) 2 -4 

^ (Xj +1)” = (X 2 +1) 2 => X] +1 = x 2 + 1 

=> JC! =;c 2 puestoque jc 2 ,jc 2 e[-U>. Porlotanto / 2 es inyectiva. 


Como =[0,oo > a [-4,0 > = (p . 
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Entonces f(x) es inyectiva y por lo tanto 3 f^x) 

Ahora calculando la inversa de cada fimción: /j (f* (x)) = x , x g [0,+oo> 
s¡(.f\ (x)) -3 = x=> J'*(x)=x 2 + 3, x g[0,+oo> 
fiü'*(x))=x , x g [-4,0> 

Ü 2 (x)) 2 +2/*(jc)-3 = x => fi(x) = 4 x~+4 -1 ,xe[-4,0> 




/. f*(x) = 


l* 2 +3 ,*>0 
U/jc + 4-1 , -4<x < 0 


Si f(x) = 2x -3b , determinar el valor de b de manera que /(6 + 1) = 3 f* (6 2 ) 

Solucién 


Calculandola inversade f(x): f(f*(x)) = x, x gD 


f* 


2P(x) -3b= x, a* e D t ■* , de donde f*(x) = ^~~~' x G ^f* 


como f(b + 1) = 3 f*(b 2 ), entonces 2(6 + 1)-36 = 3(—^-^) 

3/>' +1 1/j- 4 = 0 => (3b- l)(b + 4) = 0, de donde b = y , b = -4 


o y Ía 2 -8a + 7 .v/ 4<a<7 V-3<a<-1 „ 

Sea / (a) = < _ . Hallar P(x) si existe. 

|V7-2a si -1<a<3 

Solución 


Analizaremos sí /j (a) = a 2 -8a + 7 , / 2 (a) = -2x es inyectiva 

Sí4<x<7 V-3 <x<-l /j(a) = a 2 -8a + 7 

/j (a) = a 2 -8a + 7 =(a-4) 2 -9 
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Si jc, , X 2 e D ft ; / U,) = / (x 2 ) => x x = x 2 


(.v, -4) 2 -9 = (.v 2 -4) 2 -9 U,-4| 2 =|x 2 -4| : 


=> Uj — 41 = | jc 2 — 41 => jc, =x 2 , puesto que |x - 4| = x - 4 


Si 4<x<7, |x — 4| = 4 — x si -3<x<-l. Luego f x (x) es inyectiva 

Si —1 < x < 3 => / 2 (jc) = -\/7 -2x 

Si -V|,jc 2 eD fi ; / 2 Ui) = / 2 (x 2 ) => jq =jc 2 

-JT-2x^ = -JT^2x 2 => 2x,=2jc, => x, =x 2 . Luego / 2 ( jc ) es inyectiva. 

Ahora calcularemos el rango de cada función. 

Si 4<x<7 V —3<x<- 1 => 0<(jc-4) 2 <9 V -7<jc-4<-5 

-9 < (jc-4) 2 -9 < 0 V 16< (jc-4) 2 -9 < 40, pro lo tanto R f¡ = <-9,0] u < 16,40] 

Sí — 1 < x < 3 => -6<-2x<2 => 1 < 7 — 2x < 9 => 1< -s/7 — 2jc < 3 
Entonces R f =<1,3] 

Como R f a R f = if> entonces f es inyectiva en todo su dominio. 

Ahora calculamos Pfx) 

/ (/,* (jc)) = x , x e <-9,0] u <16,40] 

(/,*(jc)) 2 -8/*(x) + 7-x = 0 ,x e <-9,0] u <16,40] 

f’ (x) = 4 ±47+9 



4 + 77-9 ,xe<-9,0] 
4—/7+9 ,xg< 16,40] 
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fi(fl(x)) = x ,x e <1,3] => -JT-2f¿(x) = x , x e <1,3] 


fiM = ^0~x 2 ) ,x e <1.3] 


Luego la íunción P(x) queda en la forma: f*(x) = - 


4+Jx + 9 ,x e< -9,0] 
4-fxT9,xe< 16,40] 
1 / 2(7— jc 2 >, jc e< 1,3] 


[2 r |7 : ÍÍlÉ^IÍllÍÍÍÍpÍÍMM 

© Sea la función f: [1,4] -> [a,b], tal que /( x) = x 2 -2x + 3 , Demostrar que f es inyectiva 
y hallar los valores de a y b para que f sea biyectiva. Rpta. a = 2 , b = 11 


(1) Es inyectiva la íunción real f ( x ) = —— 

JC‘+1 

( 3 ) Sea f: A-><1,10] dadapor f(x) = 4 *** 

4-2* 

a) Determinar A 

b) Mostrar que f es inyectiva 

( 4 ) Sea f: A -> <-4,1] defmida por f(x) = 

a) Determinar A 

b) Mostrar que f es inyectiva 

(7) Sea f: A ->[-9,-1> dada por f (x) = ^ + 

3 — jc 

a) Determinar A 

b) Probar que 1 es inyectiva 

c) ¿f es suryectiva? 


Rpta. <-oo,0]u[4,oo> 


Rpta. <-oo,0] u<10,oo> 


Rpta. <0,oo> 


Rpta. no 
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© 

© 



Dadas las funciones reales siguientes: 

f(x) = 3x + 2|x|, g(x) = , x * 1 y h(x) = 3x + 7, p(x) = x + 2|x| 

x-1 

¿Cuál de estas funciones es inyectiva? 

Demostrar que las siguientes funciones son inyectivas 


a) 

f(x) = 3x — 2, x > 0 

b) 

■cy \ 71 

f(x) = sen x, x e<-,—1 

2 2 

c) 

f(x) = (x-h) 2 +k , x > h 

d) 

f(x) = 2-x 3 , x g R 


e) f(x) = a/ 9 + * 2 , x > 1. En forma analítica y gráfica 


Demostrar que la fiinción fdefinida por: f(x) =1-Vx 2 -4x-5 , x < -1 es inyectiva 

x —1 

Demostrar que f(x) =-, x * -2 es inyectiva 

jc + 2 

Sean f: A ->B, g: B -> c, demostrar que: 

a) Si g o f es suryectiva entonces g es suryectiva 

b) Si g o f es inyectiva entonces f es inyectiva. 


© 

© 

© 


La fimción f(x) = 



.¿Es suryectiva? 



x 

Sea f una fimción definida por: f (x) = —- , x g < 0,2 > u < 2,oo> 

x~ -4 

Determinar si f es una función biyectiva Rpta. si es biyectiva 

Determinar si la fimción f(x) = 6x-x 2 -5 es f inyectiva, si no lo es, restringir su 
dominio para que sea inyectiva. Rpta. No es inyectiva 
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© 


@ 


@ 


Sea f una íunción defmida por / (jc) = -j — j —- ,D f =R . Es f una ftmción inyectiva? 

Rpta. f es inyectiva 

_ , * . . (jc + 2)(jc 2 -f 6x-16)(jc~6) __ _ 

Dada la funcion f (x) - ---Mostrar que f es myectiva y graficar 

• (x-2)(x 2 -Ax-\2) 

jc-3 1 

Sea f(x) = -+- - —1 ,xe<l,2>. Demostrar que f es inyectiva (ó univalente) 

x-\ (jc-1) 2 


Si se sabe que f(-l) = 4 y f(3) = -2 , donde f es una íunción lineal, hallar ia ecuación que 
define f*(x) 


Rpta. /*(*) = -- y + y 


18) Sí f(x)-2x + c y / (c) = 2 f*(c). Encontrar el valor de: 


a) f(()). P(0) 


Rpta. -8 


b) 


/0) 

/*( 1 ) 


Rpta. -4 


19) Si f(x) = 3x + 2a, Determinar los valores de ade modo que f(a~) = f*(a + 2) 


Rpta. a = -1 V a = — 


Hallar la inversa P(x) si existe para la función. f(x) = x 2 + 4x-l ,xe<-4,-3> 

Rpta: f*(x) = -2-Jx + 5 ,xe[-4,-l> 
Hallar la inversa f*(x) si existe de la función, f(x) = x 2 -2x -1 , x > 2 


Rpta. f*(x) = l + fx + 2 ,x>-l 

Hallarlafunción P(x)siexiste,paralafunción, f(x) =(|jc-5|+1 + x)-j5-x 
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2V Si f(x) = 


Jx* +2x+2,x > 1 
x 3 +4,x<l 


. Hallar la función inversa de í’(x) si existe 


Rpta. f*(x) = 


-í+Vx^-í.xss 

' i Vx-4,x<5 


Si la función f: <-1, 1>-» R, definida por: f (x) = - Hallar la inversa de f(x) si existe 

l-|x| 


( 25 ) Hallar f"(x) si existe de: 


Rpta. f*(x) = 


i+UI 


a) ./( x) = 


f—s/l —jc, jc < 0 
.v 2 +l,x>0 


\-x,x < 0 
b) f(x) = \ 2 

\-x 2 ,x > 0 


C) /(x) = (|x-3|+x)V3-x 


d) ^ = |s-6|+s+-/x-6-[|jr-4|]x + 6 

' ’ fl-x 


2x + 3 19 

Dada la fuiición f(x) =- , x e< —> . Hallar P(x) si existe. 

x — \ 2 2 


( 27 ) Sí f: R -> R tal que f(x) 


\2-x\,x>2 

. . Determinar la ñinción inversa P(x) si existe. 

—x~ ,x < 0 


( 28 ) Consideremos la ñinción f definida por: / (jc) = 


jc + 3 


, jc < -3 

/ 

jc 2 +4jc-2,0 < jc <3 

, X < 11 


4—x 


Determinar si f es inyectiva, si lo es hallar f*(x). 


@ 

@ 


Sea f: R -» R tal que /(jc)= -, si f es inyectiva hallar f*(x). 


x-[\x\] 


Hallar la inversa Pfx) si existe de: 
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a) f(x) = 


2x-\,x <-1 
4x 2 ,-1 <x ú 0 
j: + 4,x>0 


b) 


f(x) = 


—f—x+\ ,X <1 
x-[x ] , 1<jc<2 
3jc — 5 , x e< 2,4 > 


c) f(x) = - 


|-4x 2 , x<0 
¡V4-x 2 , 0<x<2 


d) 


^ f-^.-3*,<0 

3x , 0<jc<4 


@ 


Dada la fimción f(x) = 


| jc 2 — 41 , 0<x <2 


+ JC-1 , jc> 2 
4 


Hallar P(x) si existe. 


D . , . \2sf-x +2,x<0 

Rpta: f*(x) = \ - 

V4-JC, 0<x<4 


© 


Dada la fiinción /( jc) = 


2jc-1 , jc < -1 

4x 2 , -1 < x < 0 , Hallar Píx) si existe. 


jc + 4, jc> 0 


Rpta: /*(jc) = 


JC + 1 


, jc<-3 




0<x<4 
x-4 , x >4 


© 


Dada la función f(x) = 


| x~ + 2x + 2 , x<-\ 

-Vx+r , x>-i 


, Hallar f*(x) si existe. 


Rpta. / * (x) = 


-1-Vx^í, x>\ 
\x 2 -\, x<0 


^ 4 ) Dada la función í definida por: f(x) = 


■J-x 2 +x + 2 + 1 ,-\<x<\/2 
7 


2 — 


* + l 


2<x<4 
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© 


Hallar P(x) si existe. 


Rpta. f*(x) 


jr + 5 

2^7 


1 1 
’ 3 <X< 5 


4(jc- 1) . l<x<- 
2 2 ^ 2 


I x + 4 1 

Hallar la inversa si cxiste para la función, f(x) = —-— , x e <-2,0> u <0,1> 

| jc-ll-1 


© 


© 


Rpta. / *(x) = -,x g <-oo,-5> u<l,oo> 


JC + 1 


La fiinción f definida por la regla de correspondencia 
Í4 —s/jc^~-+ 1 2jc- 1 -27 , si x<- 11 


J(x) = < 


JC' +ÓJC + 6 , si jc> 0 


. Demostrar que f es inyectiva y hallar P(x) 

6-Vjc 2 +8jc + 25 , jc<0 


Rpta. P(x) = < 


-y/jr + 3 -3 , jc > 6 


( 37 ) Sea la fünción f: R ->R, definida por: / (x) = [|x 1] + ^]x-[\x\] , hallar P(x) si existe 


>T>() , -^-¡> = (*)*\ 

Sea las fiinciones f y g definida por: 


f(x) = 


Vjc 2 + 4x -5 . 6 < jc < 7 


, g(x) = 


[| jc |] , 9 < jc< 10 


Rpta. f*(x) =k-\-(x-ky ,xe[k,k+l> 


\x-2 I — 13 — jc | , 3.5 < x < 7.5 
(jc- 8) 2 -9 , 7.5<x<9.5 

x , 9.5 <x <13.5 


Hallar (f + g)* si existe 


(55) Dadas las fiinciones f y g defmidas por: /(x) = 


0 , x < 0 

x 2 ,0 <x < 2 , g(x) = 
7T,X> 2 


2 , x < 0 
4x, 0 < x < 1 
— l,x > 1 


Hallar (f o g)(x), determinar si es inyectiva en caso afirmativo, calcular (f + g)* (x) 
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Dadas las lunciones /(x) =- , x < -2 y g(x) = 

x + 2 


2x 2 -12jc + 2 , -2<x<3 


Hallar f* o g 


Rpta. (f*og)(x) = - 


Ix+l 

Íx-: 


4(x 2 -6x+1) 


~(2x 2 — 12jc +1) 

2jx + 2 


, jc>3 


, -2<x<3-VÍ7 


-/¡t-3-V* + 2 


, x > 3 


(41) Sean las funciones /~(x) =- y g(x) = 3x—1. Hallar la intersección deldominio 

x + 1 


f* o g con el dominio de (f o g)(x). 


Rpta. R-{0,2} 


( 42 ) Si f(x) = 3x 2 - 2x + 5, Df =< 1,4 > y g(x) = | x | + 3. Determinar el dominio de f*o g. 

( 43 ) Si f(x - 2) = ——. Hallar el valor de x que satisfaga (f*o /)(—) = 2. 

's x + 3 x 


A .. ,, , . |x-5|+4x+Vx-5 -[|x|]x + 5 

Dada la funcion f defmida por: / (x) = - 1 -=====—-——- 

V6-x 


Hallar f*(x) si existe. 


Rpta. / * (x) = 


6x 2 +5 
x 2 +l 


x + 4 

Si f* es una función biyectiva tal que /*(-) = D . Hallar el conjunto solución de la 

3x 


inecuación: / (c) > 


3x 

jc + 4 


Rpta. x g <-4,-1 > u <0,2> 


@ 


Sean !ix) = x’’ +2, g(í) = ^—| ai g*(/*(a)) = -■}. Hallar g*(a+5) 

jc + 3 3 

Rp.a. 


47) Dada las fiinciones reales / (jc) = , g(x) = —, jc ^ 0. Hallar el dominio de Pog* 

jc x 


Rpta. <-l , 1> - {0} = <-l, 0> U <0, 1> 
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(48) Si f y g son dos funciones donde f(x-l) = 3x+2, g(2x+3) = 4x+4. Hallar (g* o g)(x) 

Rpta. 


49) Sea f: <-l,l> ->R, tal que f(x) = -, analizar si f es inyectiva. 

1 | x | 

( 50 ) Hallar f*(x) si existe, donde, f(x) = 4JC x > ^ 

Ix , x<-l 


|x + (x 2 +1) 1/2 ,x>l 


51) Analizar la inyectibilidad de la función, /(jc) = -j --- , en caso afirmativo 

[—"v — x 2 +1 , x< -1 

hallar f*(x) 


( 52 ) Sea f y g dos funciones, tales que: 


„ .0^1] , X€<-U> /% 

f(x)=\ 3 -x ; g(X) = 

4x 2 + 2x , x e'[l,2 > 


—- , x e [1,2 > 

x -1 . Hallar f o g si es que existe. 

| x —11 , xe<0,l> 


(53) Hallar f*(x) si es que existe de la función, / (x) = 


jr+2jt-2, -3<x<-2 


|x + 3| 


|x-2|-l 


, -1< x <1 


® jc ^ + 2jc — 1 , jc < 2 

Analizar la inyectibilidad de tal íunción, /(jc) = <¡ o ’ , en caso 


— x ¿ , jc>2 


afirmativo hallar Píx) 


Hallar P(x) si existe donde 


a) /( x) = 


J.r 2 +4r-5 . Jte[-2,1> 
jc— 5 , Jte[5,+oo> 


b) /( x) = 


jt 2 +2jt + 2 , jt > 1 

Jt 2 +4 , jt<l 
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c) f(x) 


e) f(x) 


f) /( x) 


g) f(x) 


h) f(x) 


0 f(x) 


j) /<*) = 


k) f(x) = 


0 f( x) = 


2jc — 1 , JCG<-00,-1 > 
< 4x 2 , xg[-1,0] 

JC4 4 , XG<0,+oO> 


d) f(x) = 


+ 1 * 


2 

^lx + 2 


jc 2 -8x + 7 , jc g< -3,-1 >í/<4,7] 
V7-2 jc , xg[-13> 


Jjc 2 +10x + 21 , jc e [-7,-5 > £/[-2,-1 > 
[-v/jc + l +1 , jc g<-1,3] 

Jjc 2 +2jc + 2 , jcg< -oo,-l > 

|-^/jc+T , xg[-1,+oo> 

-(jc 2 +6jc + 8) , jcg<- oo,-4] 

<jc + 3 , x e < 0,3> 

'\fx — 1 , jcg[10,+oo> 

Í -x 2 -4jc-3 , jcg<- oo,-2] 

3 + a/x , JCG[l,+00> 

[—a' 2 — 2jc , jcg[-3,-1> 

[2 + -s/3 + 2x-JC 2 , JC G [—1,1] 

J4--V* 2 + 12jc + 27 , jc < —1 
[jc 2 +6jc + 6 , jc > 0 

x 2 , x g[1,2 > 

+U-|]+V* z íi*i! . jce[-14> 

- 4 -x , x e [-9,-1 > 


jc e [-4,-2 > 
x e [-2,2] 
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H) f(x) = 


-4-(jc + 2) 2 , xg[- 5,-2] 
2x[|x + 3|] , xg<-2,-1> 

2 + Vjc + 1 , xg<-13> 

4 , x = 1 


Íí 2 —1 ~ ] (2x — 1 , x < 0 

Dadas las ftinciones f(x) = \ ’ y g(x) = < 

[x + 1 , jc > — 1 [fx , x>0 

Hallar si existe fog* 

Analizar si las funciones reales f y g son inyectivas 


f(x) = 


-2x + 10 , x<0 

V* 2 +16 , 0<x<3 , g(x) = < 
3 


x 2 -4 


, x>3 


-x 2 -10x-21 , xe[-5,-l] 
| x —21 —1 

, xe< 1,2] 


U + 3| 


Si g: A -+ B y f: B -> C, son funciones inyectivas, demostrar que fog: A -> C es 
inyectiva. 


(59) Analizar la inyectividad de la ftmción f(x) = 


*J-x 3 , x<0 

-5x 2 +7x-3 , x> 0 


en caso 


afirmativo, hallar su inversa. 


-x 2 , x< 0 

Si /(x) = \ 1 probar si es inyectiva, si lo es, hallar su inversa. 

— , x> 0 
x 


Í2-x 2 , a/3<x<2 ¡—7- 

Dadas las funciones f(x) = < , - , g(x) = ^]\x - 41 -3 , x e <-oo,-4] 

[1-+c 2 -4 ,x<-4 

U<0,2] tal que f = h*og 

i) Demostrar que f y g son íunciones inyectivas. 


ii) Hallar la fiinción h. 
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Dadas las fünciones f (x) = -- -- -, x e [0,4] - {2 J- y g(jc) = y X ^ * X< $ 

x-2 [x + 3 . -6< x <\ 

Hallar Pog si es que existe. 


61) Determinar la inversa P(x) si existe donde f (jc) = 


x~ ~4 , x<-2 
-^lx-2 , 2<x<6 
-2jc + 10 , jc>6 


641 Sí f(x ) = < 


Jx -3 , x>3 

|jc 2 +2jc-3 , x g [—1,1 > 


. Determinar P(x) si existe 


jc~ — 4 , si x < —2 

j65j Si /'(jc) = <_" . Determinar P(x) si existe. 

\-4x-2 , si x>2 


(óó) Hallar la inversa de f si existe donde /( jc) = 


Ijc“ +2jc-3 , jc<2 
-jc 3 , jc>2 


| JC |, x < —1 

61) Decir si f(x) es inyectiva, si es así hallar P(x) donde f(x) = \ 

2 —jc , x>ll 


2a, x < 3 

6 W Dado J(x) = \ , probarque f(x) es inyectiva y hallar P(x). 

jc”, 3<a<5 


Analizar si es inyectiva la función f(x) =x 2 -3jc + 2, x g [0,+oo>, en caso que no sea, 
dcterminar el dominio para que sea inyectiva y hallar su inversa. 


Analizar si la función f(x) = x 4 -2x 2 -3, x > 2 es inyectiva, en caso afirmativo, hallar 
su inversa. 


(Tl) Sea / ( jc) = PA* ^ ' mostrar que fes inyectiva y hallar Píx). 
-V3-jc, a<2 
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Si 


f ( x ) = 


jc—3 
x -\ 


+- 7 — 1 , x e < 1 , 2 >, analizar rigurosamente si f es inyectiva, en 

( x -\)- 


caso afirmativo, hallar P(x) y sus dominios. 


73) Encontrar f(x) y f*(x), si se sabe que: 


i) Íf(. ) = -—(fog)(x) = 2x + 3 
4.T + 1 


ii) g(x) = 3x — 2, (gof)(x) = 2x + 4 


(74) Sean f(x) = 2x 2 -4t-1, x e [l,+»>, g(-t) = —$——, xeR. Calcular (goP)(x) si existe. 

^ t 2 +4 

( 75 ) Si f(x-l) = 3x + 2, g(2x + 3) = 4x + 4, encontrar (g*of)(x) 

t 2 + 4t-1, x e< -4,-3] 

| T + 4 I 

x e< -2,0 > u < 0,1 > 

I T — 1 | — 1 


Calcular f*(x) si existe, donde: /( x) = 



Sean /(t) = —— . x<-2 y g(T) = 
2 + t 


2t 2 -12t + 3, Te<-2,3] 


t+2 


t-3 


, t>3 


Calcular (Pog)(x), si existe 


Hallar f*(x) si existe donde /( x) = 


t + 2, t < 2 
•\/9t- 2, Te<23> 
(t-3) 2 +5, t > 3 
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CAPITULOIH 


3.1 ^ LIMíllS«»ÍÍÍÍÍÍiÍI 


34 ■•■IMPCTiiÍÍÍÍÍÍI 

La teoría de límites de una función es indispensable conocer la teoría puesto que es la 
base sobre el cual se dan los conceptos íundamentales del cálculo como son: la 
continuidad, la derivada, la integral, etc., Antes de dar la defmición de límite de una 
función daremos la idea intuitiva. 

Sea L un número real y f una íunción definida en las proximidades del número “a”, no 
necesariamente en “a” y denotaremos por: lim f(x) -L y diremos que: 


Cuando x se aproxima a “a”: f(x) se aproxima a L. ó para x próximo a “a”; f{x) está 
próximo a L. ó para x aproximadamente igual a “a”, f(x) es aproximadamente igual a L. 



Ahora daremos algunas definiciones previas a la definición de límite. 

a) Punto de Acumulación.- Sean Ae R y jc () <e R , al punto jc 0 le llamaremos 

punto de acumulación del conjunto A sí y sólo sí, todo 
intervalo abierto de centrojc 0 contiene por lo menos un elemento x * x 0 del conjunto 
A. 
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Ejemplo.- Si A = <-l,5> entonces 2 es un punto de acumulación de A, es decir: 

—<-—>— 

-12 5 

Sí A = [2,9> entonces 2 es punto de acumulación de A y también 9 es punto de 
acumulación, es decir: 




-> 

9 


) 


Si A = [1,5] u <7,9] entonces 6 no es un punto de acumulación de A y tampoco “o” es 
punto de acumulación del conjunto A, es decir: 


i -K 

1 


—)—< 

5 6 7 


4 

9 


Observación.- £1 punto de acumulación jc 0 de A, no es necesario que dicho punto sea 
eiemento del conjunto A. 


b) Función Acotada.- La función f(x) se dice que es acotada, si existe un número real 
M positivo, tal que \ f(x)\<M , Vjc e D f 

Ejemplo.-' La íunción f(x) = cosx es acotada por que existen n=l, tal que: 
|f(x)| = |cosx| <1 = n. 


3J-.. i 

Consideremos una fiinción f:AciR-±R ( D r =A ) y „r 0 un punto de acumulación 
de A = D f , se dice que el número real L es el límite def(x) cuando x se aproxima 
a jc 0 (jc -> jc 0 ) ai cual denotaremos por: lim J'(x) = L , si y sólo si para todo número 

X —> A' ( , 

c > 0 (épsilon) existe otro número 5 (delta) positivo tal que, para todo 
jc € D r a 0 < | ;c --jc 0 | < S entonces | f(x) - L | < c 

En forma simbólica 

íím f{x)**t <£> V *?>&, S $ >Ú / a&< \x<$ !/(*)“• 
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a) Interpretación Geométrica del Límite 

A cada parte de la defmición de límite haremos su representación gráfica: 


L 


0 x„ 

jc () en el eje OX 

L en el eje OY 


X 


t Y 


L + £ -- 

L - 

L-e + 


0 


-+- 


x o 

V c > 0 


X 




L + f 


Y 


L 

L-£ 

"Ó 


-9 


x 0 



0 < |-v-jc 0 | <S => | f(x) — L | < e 

Ahora consideremos un arco de la curva y = f(x) sobre el cual se ubica el punto 

(+i»L) 
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Como el límite de f(x) cuando x -» jc 0 es el número real L, es decir que pará cada 
c > 0 (tan pequeño como uno quiere) debe existir un número 5 > 0 de tal mane/a que 
los puntos (x, /(jc)), Vx e (jc 0 -8,x {) +5) , debe de estar en el interior del 
rectángulo comprendido entrelas rectas de ecuaciones: x = x 0 -8, jc = jc 0 +¿>, 
y=L-c, y = L + c 

OBSERVACION. De la definición de límite se observa que la función f puede no estar 
definida en x = jc 0 , sin embargo existe el límite, es decir: 

lim f (jc) -L 

•*•-**.» * 


Ejemplo,- Consideremos la ñmción /(jc) = 


(.t + DU-3) 
jc-3 


donde f(x) no está defmida 


para x = 3, sin embargo él lim 

x->3 


(x + l)(x-3) 
jc-3 


= 4 existe. 


Ejcmplo,- Aplicando la definición de limite. Demostrar que: lim 2jc — 1 = 11 

a->6 


Solución 

limlx — 1=11 <3> V c > 0, 3ó=?/si 0<¡x-6|<^ => |(2jc-1) — 111 < c 

jr->6 

pero |f(x) — L| = |2x — 1 - 111 = |2x — 12| = 2|x — 6 | < g <=> | jc - 6| <= 8 


Luego dado c > 0, tomamos 8 = — 


se tiene: 


Sí 0 < | jc - 61 < 8 = ~ => | /( jc) -11|=2|jc-6|< 2(~) = c 

lim 2jc-1 = 11 

.v->6 


|f(x) — 1 11 < £ 


Ejemplo.- Aplicando la defmición de límite. Demostrar que: lim x 2 -3jc + 5 = 9 

.v~>4 
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Solución 

lim x 2 - 3x + 5 - 9 o V£>0, 35 >0/.«' 0 < | jc - 41 < 5 => | (x 2 -3 + 5)-9) | < e 

jr->4 

pero \ f(x)-L \ - |.x 2 -3jc + 5-9| = | jc 2 — 3jc— 4| = 1jc + 1||jc— 4| ...(1) 

tomamos 5, = 1 para acotar |x+l | en efecto: 

Sí |x — 4| < 1 =? -1 < x —4 < 1 => 4 < x + 1 < 5 => |x + 1| < 6 ...(2) 

Luego üe (1), (2) se tiene: |f(x) - L| = |x + 1 ||x - 4| < 6|x - 41 < e 

E E 

| jc - 41 < — = d 2 . Por lo tanto tomamos 5 = min{\.—\ 


£ 

Luego dado c > 0, 3 8 = min{ 1,—} se tiene que: 

6 


Sí 0 < |x -4| < 5 --z> |fíx) — 9| = |x + l||x-4| < 6|x -4| < c 


limx 2 — 3jc + 5 = 9 

x -->4 


b) Método General Para Encontrar él 6 

En la definición de límite de una función f(x) cuandox— > a- 0 ( lim /*(jc) = ¿), 

X ~* X Q ' 

necesitamos probar que dado cualquier e>0, es posible encontrar un 5 >0 tal que sí: 

0 < |jc—jc 0 | <5 => | f(x) — L | <c 

Para encontrar un 5 > 0 se hace de la manera siguiente: 

lro. Se descompone |f(x) - L| en dos factores, en donde uno de los cuales debe de 
ser \x-x 0 | esdecir: \f(x)-L \ = |g(x)||x-x 0 | < \ h(x)\\x-x 0 | 


2do. Se debe acotar |h(x)| < K , para algún K dentro de un intervalo 
0 < | jc — jc 0 | < S x , donde 8¡ se elige como cualquier valor que satisface la 
relación <\x 0 -a\ (diferenciaentre jc 0 ysuasíntota) 

En particular <5^ = ~ | jc 0 -a | 
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Nota,- Si se tiene varias asíntotas se toman las diferencias de x 0 con todas las asíntotas, 
luego se elige la menor de ellas y se toma S¡ a la mitad de éste menor. 


3ro. Sí 0 < | x — jc 0 | < 5 { => \ f(x) - L\<\h(x)\\x - x 0 \< k \x - x 0 \< c de 
£ 

donde \x - jc 0 | c — = S 2 

4to. Luego el 5 se escoge el menor ó mínimo entre S } y S 2 es decir: 

£ 

S - min.{í>, 

1 k 


5to. Se tiene: si 0 < | jc - jc () | < <5 => | f(x) - L \ < c con lo cual se prueba que: 
lim f (x)=L 

x ~* x o 

x + 3 

Ejemplo.- Aplicando la definición de límite. Demostrar que: lim -= 4 

*->? x-3 

Solución 

Por definición de límite se tiene: 

lim^- = 4 «- Ve>0, 38 = ?/, si 0<|x-5|<5 => \^--A\<e 
x-*5 X — 3 x - 3 

es decir dado c > 0, debemos de encontrar 8 > 0 en términos de c, tal que: 

0 < |x — 5| < 8 =P |^i^-4|<e 
x-3 


Para encontrar el 8 > 0 se hace la forma siguiente: 


| f{x) - L I = I —|-41 = I 3( * 5) ! = 31 -j- II * -51 
x-3 x-3 x-3 


...d) 


Ahora acotando la función |——| y para esto calculamos S x = — 15—31 = 1 de acuerdo 

jt-3 2 


2do. Paso del método cstablecido. 
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|x-5|<5,=l => -1 <x-5< 1, sumando2 => 1 < x —3 < 3. invirtiendo 


1 1 . 1 . . 

-<- <1 => - < 1 

3 x-3 x-3 


... ( 2 ) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 

| f(x) -11 = 31 —-— ||jr-5|<3|jc-5|<e dedonde |x-5|<- = 5, 
x -3 3 

£ 

Luego se elige S = min{ 1, —\ 

Por lo tanto, dado c>0, 38 = w/>i{l,y} se tiene: Sí 0<|x-5|<5 => |f(x)-L|<c 

.. lim -= 4 

x-*5 X-3 


Ejemplo,- Aplicando la defmición de limite demostrar que: lim — -= -1 

*-* 1 2x l -5jc + 2 


Solución 


Por definición de límite se tiene: 


lim —-= -l o Ve>0,38 = ?/si 0<|x-l|<8=>|——^-(-l)l<£ 


x ~* 1 2x 2 -5x + 2 
es decir, dado c > 0, existe un 8 > 0 en términos de c. 


2jc -5x + 2 


Tal que 0 < |x — 1| < 8 entonces | - 


-(- 1)1 <£ 


2jc -5jc + 2 

Para encontrar el 8 > 0 se hace en la forma siguiente: 

I /(JC)-1 I = I ——-+ 1| = ---1 x — 11 2 

2x 2 -5x + 2 12x-l ||x-21 


...( 1 ) 


Ahora acotado la expresión 


|2jc-1||jc-2| 


y para esto calculamos S¡ de acuerdo al 2do. 


1 


Paso del método general indicado donde sus asíntotas son — y 2 por lo tanto: 
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U 0 -fl| = |l-i| = i y U 0 -fl| = |l-2|=l 


A1 6 { elegimos la mitad de la diferencia menor. 


¿>, =-\x {) -a \ =: — (—) = — 
1 2 2 2 4 


0< |jc-1 | <5, =- 


1 , 1 
— < x -1 < — 

4 4 


3 5 1 . , 3 5 . 3 

— <v < — => — < 2 jc — 1 < —, —<jc-2 < — 

4 4 2 2 4 4 


1 i ~ . 1 . 4 

k—r |<2 ’ 1 —T I<: T 

2x-\ x-2 3 


...( 2 ) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 

|/(x)-¿| = 2— U-Í| 2 <^|jc-1 | 2 < £ dedonde: |jc-1 |<^ 
| 2jc — 11 | jc — 21 3 4 


Porlotantoel S = min{-,^^-\ setieneque: Si0<|x-l|<8 => |í(x)-L|<c 
4 4 


.-. lim ——^-= -l 

r_>1 2x 2 -5 jc + 2 

Ejemplo.- Aplicando la definición de límite demostrar que: lim 2-/x + 5 = 7 

x-->\ 

Solución 

Por definición de límite se tiene: 

lim 2-fx + 5 = 7 <=> Ve>0,38 = ?/si 0 < |x — 11 < S => \l4x + S-l\<c 

X-+\ 

es dccir dado c > 0 existe un 5 > 0 en términos de c de tal manera que 0 < |x — 11 < 5 
entonces \2^[x + 5-l\<c 
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Ahora calculamos el 5 > 0 y para esto se tiene: 
\24x+5-1\=2\4x-\\=2\-X— || jc-1 | 

'\jX +1 


( 1 ) 


Luego acotamos la expresión | 


+1 


Tomamos S x =1 paraacotar | —p—| en efecto: 

V* +1 

Si ()< |jc —11 <S { =1 -1 <x — 1 < 1 => 0<x<2 

=> 0<-7x<V 2 => l<-/x + l<V2 + l 


1 1 , , 1 , , 

- 7 = <- 7 =- <1 => I — 7 =- |<1 

V2 +1 ■y/x + 1 'vx+l 


( 2 ) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 

| f(x)-L \ = 21 -yi—l|*-l| < 21 jc — 11 <c dedonde: | jc — 11 < — = S 
Vx +1 2 


Por lo tanto el 3 S = /wm{l, —} se tiene que: Si0<|x-l|<5 => |f(x) — L| < c 


lim 2^[x +5 = 7 

X->1 


x-'Jl Í2 

Ejemplo,- Aplicando la deíinición de iímite dernostrar que: lim -- ¿=- = -Jy 


x->0 


2x + V3 


Solución 


Por definición de límite se tiene: 

= o V£>0,B8 = ?/si 0< |x — 0|<5 => \ <e 

x >0 2x + ~j3 V 3 2jc + V3 V3 
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es decir dado c > 0, existe 8 > 0 en términos de c de tal manera que 0 < |x — 11 < 8 

x-4i 


entonces 


,idL t (I 

2* + V5 V3 


)| <£ 


Ahora calculamos el 8 > 0 y para esto se tiene: 

\x\ 


x-ji ' 72 73+2V2 1 


2jc + -73 V3 -n/3 2x + j3 


Calculamos 5, = —|jr 0 - a | = —10-2^-| =—■ 
'2 2 2 4 


1 -J 3 

Ahora acotamos la expresión |- -¡= \, tomando 5, = — 

2x + V3 4 

» . . e V3 ^3 V3 73 . 73 

0 < jf <ói =— =>- <jc<— =>- < 2 jc < — 

4 4 4 2 2 


-s/3 - rz 3^3 

— <2jc + V3 <- 

2 2 


i^i«4 


2 1 ^2_ 

3-J3 2x +-73 -~¡3 


( 1 ) 


2 x + V3 73 

Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


... ( 2 ) 


x-^2 . 73 , „ 73+272 2 

^ + — I < -?= J= | X | < £ 


2x+73 7^ 73 73 


| jc | < = 6 2 ■ Por lo tanto 3 5 = min {^~, ^ X - ~ ■ — ) 


2(73+72) 


4 ’ 2(73+272 ) 


3.3. EJEROCIOS FROPClST< 


Mediante la definición de límite. Demostrar que: 

© 


lim 3x 2 - jc - 2 = 8 

^ .t->2 


lim 3jc 2 +2jc = 5 

.r->l 
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© 

© 

© 

© 

© 


lim 4a~ +x-4 = 10 

x-+2 


lim 


3a* -1 1 


a-2 2 

3 + 2x 8 


lim 

» -♦1/2 5 — jc 9 


limx } -3x 2 +3.v-l = 8 


lim 3a* 3 -2x 2 +2x-3 =-39 

x —> 2 


lim 


A — 1 


© 

© 

© 

© 


-** 3x J +ll,r 2 +jc-5 32 


© 


lim ax 2 +bx + c = ¿7Aq + bx {) + c 


Im'— 1-1 

x-*0 X + \ 


lim = -21 
x—*~l x 4- 8 


//wx 1 + JC 2 -2 jc = 140 

,r->5 


//«Í^-I 

x-*\ 3x-\ 2 


.. a 2 +7a + 10 3 

lim — -= — 

x ~*~- x 2 — 3a —10 7 


15) /m 


au 

@ 

25) 


© 


1 1 


'-♦ 5 x 2 +16 25 


lim 

X —>1 


2.v 4 -6a: 3 + .y 2 +3 
jc — 1 


= -8 


lim slx + l = 2 
jr-»3 


V 3.v 2 -11 1 

hm -= — 

*-2 3 3 


lim ~J-2 x = ^2 

.r—>~1 

lim \Í2x =V- 2 


.r-> 1 


/iwi = V~4 

jt —»-2 


lim 3 —s/3jc =0 

v-»A 




CÍ5 

© 


lim = 5 

•»■“♦2 A — 1 


2 a 2 — 2 

/iw—-— = 4 

*->l A — 1 


//iw 's¡2x = 2 

.r->2 


22) lim Va + 5 = 3 


.r->4 


@ lim \¡x = -2 

v-+-R 


lim Va-8 = -5 

x—>27 


@ //wV 4 a-5=3 

. v —>8 


lim V2 -a 2 -Va = < 


.r~>l 






















336 


Eduardo Espinoza Ramos 


® limj2x-ljx=2 

v*X 


32) lim 


1 1 


*-*! 4x + 1 J2 


(33) lim-¡— = - 
'-»3V7-jc 2 


lim -=%= 

x M) + 4 


= 1 


34) lim 


J_ = V2 

*"* Vjc 2 +1 2 

x + 1 


36) lim —j=- = 2 

*- >1 VA* 


.. >/x-l 1 

//w-= — 

Jr->1 JC — 1 2 

a/27-2 1 

x->2 x-2 2 


® 


4x-2 1 

lim -= — 

*-»4 x —4 4 


4 + x 3 


lim „ 
x-+5 V x~ —9 4 


(4l) lim . * 1 — = 2 


.. V2jc + 1-3 1 

//w —-= — 

•^-»4 JC 2 — 3x—4 15 


43) ■> 

' -*i v4.v + 5 - 4 


44) /fi» V x . 3 4 —=3 
■v->2 X-2 


x 1 — p= = 34 
•v V^+3 


46) //w 


~Jx -Ja _ 1 
2 ^fa 


x-+a x-a 


47) //w x [|x + 21] = 0.5 

.v->0.5 


/fW jc3+8 =-12 
v->2 | x I -2 


Í9) lim V4-x 2 = V3 


.v—>1 




.. jc 2 +3jc-4 

/íf/f , -= -4 

v^i V9-5x-2 



lim 3 —= 1 
>-+i J.v 



lim 3 

-v—>1 / 3 \ 


' X * 


8 

H- 

9 


= 1 



lim 

,v->M 



= 1 


//w 

.v->-3 


V-4x-3 
.v + 2 


= -3 


a > 0 
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lim 

.r —»4 


x* — 15 jc—4 
jc—3 


= 0 


lim 

*W2 


3jc 2 +1 
x 4 +1 


7 

5 



lim 


4x 2 +\ 
2x + l 


= -5 


x 2 +2x + 2 

lim —-- 

.v->° x - _2x + l 


,¡.ü£!1íl =i 

x->d2 3+X-X~ 


3 XM proposicion.. 


Um -M. 
M -'x' +1 


2 


Si x g R, |x| < £ para todo £ > 0, entonces x = 0. 

Demostración 

La demostración la haremos por el absurdo. Supongamos que x * 0, esto quiere decir 

I x I 

| x | > 0. Ahora elegimos c, = — 1 de donde c, > 0 y como |x | < £ se cumple para 

\x\ 


I X I 

< -— 1 => 1 < 14 (absurdo) y esto es debido a la suposición 

original la cual no es valida, por lo tanto se cumple que x = 0. 


c, = — de donde: | x | < - 

i 2 1 1 2 



Si lim f(x) = L y a<L<b, entonces existe unnúmeroó >0, tal que: a< f(x) < b 

.V->.i„ 

para todo xeD r y 0 < | jc—jc 0 | < <5 

Pemostración 

Sea c = min {b-L, L-a) como a<L<b=> b-L>0, L-a>0 
Entonces c < b — L y e < L — a (por ser mínimo) 

Entonces c< L — a a<L-c<L + c<b ...d) 

Además lim / (x) = L, entonces para dicho £ > 0, existe un 8 > 0 tal que, 

x ~* x n' 

V xeD r A 0<|x-x o |<¿> 
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Entonces |f(x) —L| < c => L — c<f(x)<L + e ...(2) 

Luegode (1) y (2) se tiene: a<L-c< f(x)< L + c<b, V xeD r y 0<|jc-jc o |<5 

=> a < f(x) <b, V x z D r y 0<|x-x o |<5 



E1 límite de una íünción si existe, es único, es decir: 

Si lim f(x) = L { y lim f(x) = L 2 entonces L x = L 2 

x—>a x-*a 

Demostración 

Por la proposición 1.8 es suficiente probar que: 

| Zq - Zo I < 8 donde L } -L 2 =0 => L x - L 2 

En efecto para c > 0, consideremos lim f (jc) = L x ; para — > 0, existe 8 X > 0 tal que 

x —>a' 2 

C £ 

0 < \x-a\ <6 X entonces| f(x)-L x | < —, en forma similar lim f(x) =L?, para —>0, 

2 x->a * 2 

£ 

existe 8 2 > 0, tal que 0 < | jc -a | < £ 2 entonces |/ (jc) -L 2 \ <— además se tiene: 

|¿,-I 2 | = |(I,- f(x)) + (f(x) -L 2 )\<\ f(x) -L, | +1 f(x) -L 2 1 < | ■+| = c 
esdecir: \L¡-L 2 \<£ para 0< \x-a\ <8 = mi/i{8 x ,8 2 } 

Por lo tanto: se tiene si e > 0 para 0 < |x — a| < 8 

Se tiene \L X -L 2 \ < £ y esto implica L x -L 2 =0 de acuerdo a la proposición 1.8 por 
lo lanto: L x -L 2 . 
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3,7. TEOKSMA.* 


Si f y g son dos fiinciones tales que f(x) < g(x), V x de un intervalo con x * a, y 
lim f (jc) = L , lim g(jc) = M entonces L < M es decir: lim f(x ) < lim g(x) 

x~>a' x +a x-*a x-+a 

Pemostración 

Demostraremos por el absurdo. Supongamos que L > M entonces L - M > 0 


Como lim f(x) - L y lim g(x) = M , para r = 


L-M 


existen > 0 y 8 2 >0 tales 


que: 


10 < \x-a \ < 8 X 
|0 < | x-a | <S 2 


=> 


\f(x)-L\<e 
| g(x) -M\<£ 


entonces 


¡L-e<f(x)<L + e 
[M —c< g(jc) < M + r 


0 ) 


Ahora tomando S = min{S x ,S 2 \ y si 0<\x-a \ <S entonces se cumple 
simultáneamente (1) y como f(x) < g(x), por lo tanto 0 < |x — a| < 5, se tiene: 

M-í><g(x)<M + e = L — c< f(x) entonces g(x) < f(x) lo cual es una contradicción 
puesto que f(x) s g(x) y esto es debido a la suposición L > M por lo tanto debe cumplirse 
L < M. 

Si lim f (x) = L entonces existe 5 > 0, tal que: para todo x g <a - 5, a + 5>, x * a, 

x ->a 

se tiene |f(x)| < k para algún k real positivo. 

Pemostración 

Como lim f(x) - L por defmición se tiene, dado c = 1 existe 5 > 0 tal que para todo 

x-+a 

x, |f(x)-L|<c=l siempre que 0 < |x — a( < 5. 

Consideremos el mismo 8>0 y para x * a, un elemento del intervalo <a - 5, a + 8> 
entonces: |f(x)| = |f(x) - L + L| < |f(x) - L| + |L| < 1 + |L| 

Luego tomando k = 1 + |L| se cumple que: |f(x)| < k para x e <a - 8, a + 8> 
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Sean f y g dos fimciones tales que: 

lim f(x) = L , limg(x) = M y k una constante, entonces: 

.r ->i/ ’ r ->í/ 


a) limk-k 

x —>a 


c) lim(f(x) ± g(x)) = lim f(x )± lim g(x) = L±M 

x- *a X-+U x ->a 


d) lim / (x).g(x) = (lim f(x)).(lim g(x)) = L.M 

x ->// x->u x -></ 


v 1 1 1 . x „ A 

e) hm ---= —, si M*0 

* g(x) lim g(x) M 


f(r\ /»”/(*) r 

0 lim H—L = —-= —, si M * 0, g(x)*0 

< >" g(x) lim g(x) M 


g) //»»(/ (x)) n = (lim /( x)) n . n entero positivo. 

x »a x ->a 


h) lim ^Jf(x) = nflim f(x) = rfL , V n par positivo. 

x—>a V x-fa 


i) lim I f(x) I = I lim f(x) I = I L \ 

x ~>a x ->a 


Demostración 


a) La demostración es inmediata de la definición de límite, dado c > 0, existe 5 > 0, tal 
que | f(x) — k | < c siempre que 0 < |x - a| < 5 


Como f(x) = k entonces | k — k| = 0 < e siempre que |x - a| < 5, en este caso se 
puede tomar cualquier 5 en particular 5 = c. 


b) lim kf(x) =k lim J (x) 

x ->a x 
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b) Como lim f(x) = L por definición dado c > 0, c x =— , existe 8 > 0 tal que 
x-+a | k | 


| / ( jc) - L | < e x = — entonces: | kf (x)-kL \<c. Por lo tanto: lim kf (x) = kL 
I k | x->í/ 


c) 


Como 


lim f(x) = L y lim g(x) = M , dado c > 0, para 

x->a 



existen 8 ^ > 0 , 


8\ >0 tal que: 


[0< \ x-a \ <S { 
jo < | x-a | <S 2 


|g(jc)-M| <! 


...( 1 ) 


Ahora tomando 8 =w//i{8 1 ,8 2 }, para 0 < |x - a| < 8 se verifica (1) 
simultáneamente, además: 


|(/( x) + g(x))-(L + M)\ < | f(x)-L I +1 g(x)-M | < |+| = c 

esdecir: 0<|x-a|<5 entonces |(f(x) + g(x))-(L +M)| < c lo que implica: 
lim( f (x) + g(x)) = L + M = lim f(x) + lim g(x) 

x xi x—>a x->a 

g 

d) Como lim f(x) = L <=> V c > 0 y e x =---> 0, existe S { > 0 , tal que: 

x ~>a' 2(| M |+1) 

()<\x-a\<S { => \f(x)-L\<e x% además limg(x) = M , Vg> 0 y 

x—>a 

£ 

= ->0,existe S-y >0 tal que 0 <|jc-¿/|<8 7 => | g(x) - M |< e -,. 

- 2(1 ¿ 1 + 1 ) 2 112 ^ 2 

Ahora para s 3 =1 como limg(x) = M entonces existe 8 3 >0 tal que 

x->u 

0 < \x-a | < <5j => |g(x) — M| < 1 => |g(x)| < 1 + |M| 

Ahora elegimos 5 = min{8 x , S 2 , 83 }, V x&D lg y 0<|x —a |<8 entonces: 
|í'(x).g(x) - LM| = |f(x).g(x)- g(x).L + g(x).L— LM| < |g(x)| |f(x) - L| + |L| |g(x) - M| 
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| t(x).g(x)-LM\ <e,(l+|M|)+|I|/r 2 = fí-1- 1} + .. f J id- <l + £ = £ 
S 12 2(| M |+1) 2(| L | +1) 2 2 

Luego esto prueba que: lim f (jc).g(jc) = L.M 

x->a' 

e) Como lim g(x) = M * 0, existe 5, > 0, tal que: 


0 < | x—a | < => 


1 


I g(x) I I M | 


...d) 


(sug. Tomar £, = yaplicarladefinición delímite). 


e 

Sea c > 0 para e 2 = —-— > 0, existe S 2 > 0, tal que: 


0< \x-a\ <S 2 => \g(x)-M\<e 2 


...( 2 ) 


Ahora tomando S = min{8 x , S 2 } para 0 < |x - a| < 5 se verifica (1) y (2) y además: 


1 1 , |g(.v)-M| 1 1 ^ 2 

I = = 7ttt-~ ; ~ , 1 gW-M | <- 


g(x) M IM || g(x) | | M | |g(-v)| 


\M\ ¿ 


, i 1 , 2 eM 1 . A . , _ ,11, 

-<-—.-= £, osea que 0 < x —a <8 =>-<c 

«U) M \M\ 2 2 'g(x) M' 


de donde lim - 


1 1 


X-+* g(x) M 


f) Como limf(x) = L y lim —-— = —, Ahora aplicando d) y e) se tiene: 
x-*a' x^a g( X ) M 


lim = lim f(x ).—-— = lim f(x). lim —= — 
x->a g(x) *~*a g(x) x—>a x >a g(x) M 


lim =— 
.v->cr #(*) A/ 


La demostración de las propiedades g) h) i) se deja para el lector. 
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OBSERVACIÓN.- Límite de una función polinómica: 

Si f(x) =b n x n +b n _ x x n ~ l +... + ft 1 Jc + Z? 0 es una función polinómica donde 
b„ , b u j ,...,Z? 0 son constantes reales, entonces para todo número real “a” se cumple: 

lim f{x) = lim b„x n +b n _ x x n ~ l + ...+b { x + b 0 =a n b n +a n ~ l b n _ x + ...+ ab x +b 0 

x—>u x ->a 

(La demostración se deja como ejercicio para el lector). 



Calcular los siguientes límites aplicando sus propiedades. 

(T) lim 3jc 3 -2x 2 +5x-1 

Solución 

Aplicando el criterio del limite de una función polinómica: 

lim3x 3 -2x l +5x-7 = 3(2) 3 -2(2) 2 +5(2)-7 

.< -> 2 

= 3(8)-2(4) + 10-7 = 24-8+ 10-7 = 34-15= 19 



.. 3jc 2 +17jc + 4 

lim —-- 

5jc 2 —3.c +10 


Solución 


Para el caso de los límites de las funciones racionales, primeramente veremos los casos 
inmediatos y esto ocurre cuando se evalúa el numerador y denominador, si son diferentes 
de cero simultáneamente o uno de ellos por lo menos es diferente de cero, entonces el 
límite se obtiene en forma directa (veremos estos casos). 

3.v 2 +17.C + 4 _ 3(2) 2 +17(2) + 4 _ 50 _ 25 
'->2 5.r 2 —3 jc + 10 5(2) 2 —3(2) + 10 24 12 
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,. 2.r 3 -3x 2 +4x-39 

lim --- 

4x +3 jc + 7 


Solución 


I 2,y 3 — 3jc 2 +4x-39 _ 2(3) 3 -3(3) 2 +4(3)-39 _ 54-27 + 12-39 __0_ 
4x 2 +3x + 7 ~ 4(3) 2 +3(3)+ 7 ~ 36 + 9 + 7 ~ 52 



lim 

a -->4 


2x 2 +7x-f5 
x 2 -16 


Solución 


2jc 2 +7x + 5 2(4) 2 +7(4) + 5 32 + 28 + 5 65 

lim ---=-—--=-= — 

> x' -16 4 2 -16 16-16 0 


Nota,- Ahora veremos los límites de las íunciones racionales que al evaluar nos da 
en este caso sé factoriza para evitar la indeterminación. 



x*-2x 2 -4x + 8 
hm --- 

x +~ 2 3x~+3x-6 


Solución 


lim 

A — >-2 


x 3 -2x 2 -4x + 8 x 2 (x-2)-4(x-2) 

---= hm ---- 

3x~+3x-6 x -*~ 2 3(x 2 +x-2) 


//„ (Jc2 - 4)(JC - 2) 
x ->-2 3(x + 2)(x-l) 


= lim 

x->-2 


(x + 2)(x-2) 2 
3(x + 2)(x-l) 


lim 

a -->-2 


(x-2) 2 

3(x-l) 


(- 2 - 2) 2 
3(—2 —1) 


16 

9 



, x 2 -(a-l)x-a 

hm — - 

x ~>a x - -( 0 - 2 ) x - 2 a 


Solución 


x 2 -(a-l)x-a x 2 -ax + x-a 

lim — ---= lim —- 

x~ -(a-2)x-2a x ^ a x 2 -ax + 2x-2a 


,. x(x — a) + (x — a) 

lim ---~ 

x(x -a) + 2(x - a ) 


,. (x + l)(x — a) x + 1 a + \ 

= hm ---- = lim - = - 

x-+a (x + 2)(x-a) a->«x + 2 a + 2 


O I o 
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lim (---) 

*-*- 3jc — 6 2x 2 -5x + 2 

Solución 

A1 evaluar se tiene la forma oo - oo, en este caso se debe efectuar la operación para evitar 
la indeterminación, es decir: 


.. t 2 2 4x 2 -10jc + 4-6x + 12 

hm( ---) = lim --- 

v-^2 3.v - 6 2x 2 - 5v + 2 x ~*- (2x 2 -5x + 2)(3x -6) 


4(x-2y 


= lim 

3(2x-l)(x-2) 2 


= lim - 

•v-»2 3(2x-\) 


4 

9 


4.v 4 +9jc 3 +3a: 2 -5x-3 

hm ----- - - 

-r-»- 1 3.v 4 +9 jc 3 +9j:' + 3jc 

Solución 

Factorizando tanto numerador como denominador: 


4 9 3 

-5 

-3 

-4 -5 

2 

3 

4 5-2 

-3 

0 

-4 -1 

3 

-1 

4 1 -3 

0 


-4 3 

-1 


4-3 0 




4.v 4 +9v 3 +3v 2 -5v-3 = (4v-3)(v + l ) 3 

3v 4 +9v 3 +9v 2 +3v = 3v(v 3 +3v 2 +3v + l) = 3v(v + l ) 3 


4v 4 +9v 3 4 3v 2 -5v-3 ,. (4v-3)(v + l ) 3 ,. 4v-3 7 

hm ----- - -= lim --— = hm —— = - 

3v 4 +9v 3 +9v 2 +3v 3v(v + l ) 3 *-*-! 3x 3 


lim 

.t-»i 


V* 2 +3-2 


jc-1 
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Solución 


Este límite es de la forma— , y para calcular se racionaliza: 


4?~+ 3-2 (4x r +3-2)(4x r +3 + 2) ,. x 2 -1 

Iwi -= lim - . -= lim -- - - 

t-1 X -) (x-\)Ux 2 +3+2) ” l (x-DWx 2 +3+2) 


f . (.T“1)(A' + 1) A' + l 1 + 1 2 1 

= lim -- = lim — = ——— =- = — 

x_>1 (x-\)(*Jx 2 +3 +2) x_>1 V-v 2 +3+2 V4+2 2 + 2 2 


3-45 


,. - „- + x 

lim - r= 

■*-> 4 1-V5-X 


Solución 


Este límite es de la forma— 

0 

obtiene: 


y para calcular se efectúa una doble racionalización, se 


.. (3 --y/5 + Jt) .. (3 — -\/5 +a)(3 + V5 +a)(1 +-^5— x) 

hm - . = lim - .. - ¿ 

(1 — V5 — jc ) *-+* (3 + V5 + x)(l — v5 —jc)(1 + ‘yj5-x) 


,. (4 — jc)(1+,. \+45^x 1 + 1 2 1 

hm -==-= hm - == =-= — = — 

^ 4 (3 + V5 + jc)(*-4) *- 4 3 + V5 + A 3 + 3 6 3 



lim 

.v ->64 


VÁ-8 

4x -4 


Soiución 


Este límite es de la forma— 

0 


y para hallar este límite se puede usar una doble 


racionalización pero se hace muy operativo, entonces para los casos en que las cantidades 
subradicales son iguales y se tenga diversos tipos de raíces se hace un cambio de variable 
con el propósito de simplificar. 


E1 cambio de variable se hace de la siguiente forma: 
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Se elige una variable que se iguala a la cantidad subradical y el exponente de esta variable 
es el minimo común múltiplo de los índices de los radicales. 


Para nuestro caso se tiene: 


hm -j =— 
x-*M \jx —4 


Sea v 6 = x donde m.c.m. (2,3) = 6 

Como = x => I ^ '* . Para x = 64, v 6 = 64 => y = 2 

[ 4x = y~ 


Ahora reemplazamos, se tiene: 

.. 4x- 8 v' 1 -8 (y-2)(y 2 +2v+4) ,. v 2 +2v+4 4+4+4 12 

3 Vjt- 4 . v_> 2 y- _4 y-> i (y-2)(y+2) y-> 2 y+2 2 + 2 4 



lim 


4 4x + 3 Jx +4x -3 
x-\ 


Solución 


Este limite es de la forma-jj , como se tiene tres tipos de raíces y la cantidad subradical 
son iguales, se hace la sustitución en la misma forma que se hizo el ejemplo anterior. 

z n = x donde el m.c.m. (4,3,2)=12 


Como r 12 =x - 


ívr=z 6 

2 4x=z* . Para x= 1, z 12 =1 =>z= 1 
4 ^ = z 3 


4 ^+ 3 V7 + ^-3 ,. z 3 +z 4 +z 6 -3 ,. z 6 +z 4 +z 3 -3 

x-l *-»' *->i (z 6 +l)(z 6 -l) 

= //ff ,^-l ) (f S - ^>^-3z 2 +3z+3) 
(z 6 +l)(r 3 +l)(z-l)(- 2 +z+l) 


lim 

x->l 
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,. (z 5 + z 4 +2z 3 +3z 2 +3z+3) 

= llm - 1 -í-5- 

(z 6 +l)(z 3 +l)(z 2 +z + l) 

1 + 1 + 2 + 3 + 3 + 3 13 13 

~ (1 + 1)(1 + 1 )( 1 + 1 + 1 ) ~ ( 2 )( 2 )( 3 ) ~ 12 

^ + 3 -Jx + -Jx - 3 _ 13 
12 


Solución 


X >1 


JC - J 


lint 


Vy+V4.y + 5-V3.y + 13 
.r-1 


Este límite es de la forma—, pero como se tiene varias raíces cuyas cantidades 

subradicales son diferentes, en este caso se agrupan en la forma siguiente: a cada una de 
las raíces se evalúa y dicha cantidad se resta, es decir: 


.. Vir+V4x + 5-V3* + 13 (V*-1) + (->/ 4 jc + 5-3)-(V3x + 13-4) 

lim -= hm - 

x-*\ x — 1 jt -»1 x — 1 


= /zw[ 

x-+\ 


= lim[ 

jr->l 


1 

1 + 1 


VSc-l ; V4.Y + 5-3 V3 at + 13-4 


-h 

x-\ 

JC-1 .Y — 1 

1 

1 

4 3 

VST+1 

V4* + 5+3 V3jc +13+4 

4 

L 

3 1 2 3 _ 19 

3 + 3 

4 + 4 ” 2 3 8 ~ 24 


] 

] 



lim 


-n/3jc^2 -+ V-Sc —n/5jc^T 

~sl2x-\ -4x 


Solución 
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También este límite es de la forma— , 

0 


pero observamos que tanto en el numerador como 


en el denominador tienen varios radicales en este caso se debe de transformar a la forma 
del ejercicio anterior dividiendo numerador y denominador entre x — 1 es decir: 


lim 


^ 3 x -2 + V* —s/5jc — 1 

'Jlx-l —Jx 


V3jc-2 + 4x -^J5x-l 


= lim 

.t->i 


x-l 

^¡2x-l - Jx 


x-l 


.. ~j2x-2 + ~Jx —s/5a: — 1 

hm - 

*-»i_ x — \ _ 

.. ^j2x-\ —s/jc 

lim - 

X->1 JC-1 



...( 1 ) 


Ahora calculamos cada uno de los límites aplicando el criterio del ejercicio anterior. 

.. *j3x-2 + Vjc — s/5jc — 1 .. (V3jc-2 - 1 ) + Vjt -\)-(^5x-\ -2) 

lim -= lim -- 

Jr-»1 jc — 1 *-»i jc — 1 


= //w[- 

jt->i 


V3x-2-l 

x-1 



A' — 1 


V5jc ~ 1 ~ 2 , 

Jt-1 J 


, 3 1 5 

= hm[ t ■. — + - 7 =- 7 =-] 

* -^ 1 *j3x-2 +1 Jx +1 -7 5a-1 + 2 


3 1 

-h — 

2 2 



2 

4 


~j3x-2 +*Jx — 7 5jc — 1 3 

.\ hm -= — 

Jr— »1 JC -1 4 


...( 2 ) 


-72.c — l —n/jc (V2.v-1 — 1 )—(a/x — 1) 72-c-l -1 ~Jx-\., 

hm -= lim -- =//w[-] 

Jr—*I JC — 1 *-*l JC — 1 JT->1 X -1 JC — 1 


= lim[ 

•V—>1 


_ 2_ 

V 2jc — 1 


+ 1 


1 


-Jx + \ 



2 

2 


2 

2 
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-Jlx-l—Jx 

lim - 

Jf-»1 x -1 


2 


... (3) 


1 

4 = 3 

1 2 

2 

Ahora resolveremos ejercicios aplicando las propiedades y los criterios explicados en los 
ejercicios anteriores. 


Ahora reemplazarnos (2), (3) en (1) tenemos: 


lim 


-s/3jc — 2 -\-sfx — s / 5 jc — 1 
V2jc + 1 - V* 



lim 

. r —>2 


\l5x-2 -Vx-t-6 
jc 2 -4 


Solución 


V5jc-2-^x + 6 f . V5 jc-2-VjcTó (V5jc-2 -2)~C4x + 6 -2) 

hm -r-= hm -= /zw ---—--- 

.r-->2 JC 2 -4 *->2 (x~2)(jC + 2) a-> 2 (jC~2)(x + 2) 


VSx-2-2 3 VxTó-2 

= lim -^2- 2 Li 2 - 

*-»2 x + 2 


5 1 


a/ (5jc—2) 2 + 2\l5x-2 + 4 il(x + 6) 2 +2VJ+6 + 4 

= lim — ---- 

jr—>2 JC + 2 


_ 5 _ 1 _ 5 ___ 1 _ 

4+4+4 4+4+4 _ 12 12 _ 1 

2 + 2 4 12 



lim 

. r ->0 


a/x 3 + 8-Vx 2 +4 


Solución 


^/x 3 +8-7x- 2 +4 ,. (Vx 3 +8-2)-(Va- 2 +4-2) 

hm ---= lim ---- 

jr ->0 : r ->0 
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= lim( 

jc ->0 


(t¡x r + 8 - 2 ) 


(Vjc 2 +4-2) 

1 ' 


= lim ,- =r - 

"°(\](x 3 +%) 2 +2VJC 3 +8 -4)x 2 


jc 2 (Vjc 2 +4+2) 



= lim -- —, — 

J ~°V0c' 3 +8) 2 +2 \jc 3 + 8 + 4 


1 

i/x 2 +4 + 2 



2 + 2 


4 


.. V^ J +8-Vx 2 +4 

hm -;- 

X-»0 


4 


.. Vjc 2 +4 -V* 2 +6x 
lim --- 

*-2 jf 2 _4 


Solución 


.. Vjc 2 +4 — >/jc 2 +6jc .. Vjc 2 +4 - 2 )-^¡ x 2 +6jc-2) 
lim ---= //tti--- 

x-»2 —4 Jt—»2 —4 


.. Vx 2 +4-2 .. Vx 2 +6jc-2 

//w--- lim -:- 

^2 X 2 -4 *“>2 X 2 -4 


= //W - =--/iwi 

Jf_>2 Ví^ 2 + 4) 2 + 2 Vx 2 +4 + 4 ^ 2 


Vjc 2 +6jc -4 
(jc 2 -4)(Vjc 2 +6jc+2) 


1 .. jc 2 +6jc-16 

=-//w - r ■ -1. - 

4 + 4+4 ( X 2 _ 4)(</jc 2 + 6jc + 2)(VJC 2 + 6jc + 4) 

12 »-1(j(-2Ki + 2)(í/* ! +6* +2 )(Ví ! +6« +4) 


1 .. x + 8 

- lim - . . ... - . - 

12 ^ 2 (jc + 2)(Vjc 2 + 6jc + 2)(a/jc 2 + 6jc + 4) 

1 2 + 8 1 10 1 5 1 

12 4(2 + 2)(4 + 4) " 12 128 “ 12 64 " 192 
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. l¡\ + X -J\~x 

lim - 

*-»o x 


Solución 


VuI-VTx (Vf+x-iM-Vi^x-i) Ví+7-i ,. VT^jc-1 

lim -= hm -- -- = hm - hm 


x —>() 


JT—>0 X x->0 X 


= lim 


- lim 


-x 


«•^/o+^+Vm+D -°x(VP7+i) 


= //m 


+ lim 


x ~*°tJ(1 + x) 2 +2JT+X+1 x ~* ü -Jl-x+l 


1 , 1 _ 1 | 1 _ 5 


1+1+1 1+1326 


© 


,. jc 2 Vjc + 6—Vat + 1+ 4jc — 1 

//W - -== - 

^- 2 Vjc 2 -3-1 


Solución 


,. x 2 a/x + 6-V7+T+4x-1 ,. x 2 (V7+6-2)-(V7+T + 1) + 2(x 2 -4) + 4(x + 2) 

IWl -- = //W - - - 

r_> ” 2 v * 2 - 3-1 *~*~ 2 V * 2 - 3-1 


x 2 (a/x+7-2) i[x + \ +1 2(x^j~4) 4 (x + 2) 


= /|/f| * 

. v ->-2 


jc + 2 


x + 2 x + 2 jc + 2 


Vx 2 -3-1 

x + 2 
l 


■77+6+2 (V-c+i) 2 -(7x+1)+1 

= «m- —t—;- 

JT-.-2 X - 2 


+ 2(x —2) + 4 


Vjc 2 - 


3+1 


4 1 „ o i j, 1 - 10 

-+ 4-8 1-4— - . 

4 l + l + l _3 _ 3 _ 5 

-2 3 


-4 


-2 
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Um .tVTTT+VT+T-i 

- t -»° x 2 \[x + l +ifx + l -1 


.. jcVjc + 1 +tfx + l -1 

lim — —— = lim 


Solución 

x(tfx + ¡-l) + (t¡x + í-l)+x 


*^>x 2 \[x + l+i¡x + \-l *^°x 2 (^x + í-l) + (^x + \-l) + x 2 


-+1 


= lim - Jr ^=— 

' r_>0 /3 / r i\ V-*+i—i 
x(Mx + \ -1)+- 


+ x 


.. \[3x ~+5 + .v + 3 


1 


- + 1 


.. r (*Jx+ 1)“ +%fx + 1 + 1 (a/x + 1)“ + ^/.T + 1+1 , 

= lim[ -:--] 


,v-->0 


1 


(iJx+\) 2 +\[x+ T+i (ijx+ T) 2 +Vx+T+i 


+ A: 


o+——+i 2 


( 2 )( 2 ) 


0 + 


-h 0 — 

(2)(2) 4 


Solución 




\/3x + 5 +1 jc + 2 

lim = Um (V3TT5+lj + (x + 2) = ¡jm x + 2 + x + 2 

*-*-2 2 Jx + \ +1 *-*-2 VJC+T + I *-*-2 vJf + 1+1 

jc + 2 


-+1 


,. tf/3jc + 5) 2 -3/3jc + 5+l l + l + r* 2 ¿ 

= //W -:-=-:-= T = t) 

x->-2 1 1 1 


(Vjc +1) 2 -Vjc+T + 1 


-+1 

1+1+1 3 


,. V-c-1 -x + ^fx 2 -3 

hm - ■ ■ - - 

jt->2 v3jc + 10-4 
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Solución 

,. tyjc-1 -.v + V* 2 -3 (\¡x-l-l) + ('Jx*~-3 —1>— (jc— 2) 

Itm - ;- -= hm -¡ - --- 

V3JC + 10-4 *->2 V3JC + 10-4 

Vx-1-1 Vjc 2 -3-1 jc-2 

= /» W [ *~ 2 ! x ~ 2 -*=*■] 

x->2 v3jc + 10 -4 

x^2 

_1_^ jc + 2 

(Vjc~1) 2 + Vx — l +1 s]x 2 -3 +1 

= lim --- 

jc — >2 3 

V3x + 10+4 


1 4 , 1 . , 1 . 4 

-1-1 h 2 — 1 h 1 — ~ ~ 

„ 1 + 1 + 1 1 + 1 _ 3 _ = 3 _ = 3_ = 32 

3 3 


4+4 


3 3 9 

8 8 


,. Vjc-1 -jc+V* 2 -3 32 

lim - r- -= — 

'->2 V3JC + 10-4 9 


Calcular los siguientes limites, mediante las propiedades. 


© 

© 


x~ —(a + l)x + a 


lim 


x ~* u x 3 -a 2. 


,. jc 3 -jc 2 —8jc + 12 

lim— --- 

x->2 JC 3 -x 2 — 12jc + 20 


Rpta. 


o-l 

3o 2 


Rpta. 0 


^ Jr ~ >4 4 jc 2 -25jc + 36 


Rpta. 1 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 



lim 

x-+2 


jt 4 + Jt 3 -24 
Jt 2 -4 


Rpta. 11 


Jt 3 + Jt~ -5x + 3 

hm— -r- 

x + 2jt - Ix + 4 


4 

Rpta. — 


5x 2 + 3jc 5 - 8 
'-»• 7x 4 -4.V-3 

x*+6x 2 +9x 
x 3 + 5x~ +3x-9 

,. 2.v 5 -5 2 - 2.v -3 

lim —r- - - 

*^4x 3 -\3x 2 +4v-3 


17 

Rpta. — 

24 


Rpta. — 


Rpta. 


n 

17 


,. i-x ¿ n 

lim -r- - , a > 0 y a * 1 

*-*i (1 + ax)' - (¿/ + v) 2 


Rpta. 


1-fl 2 


.. 2v 2 "+1-3x' 2 " 
hm —;-— 

3v 2 " -5 + 2v' 2 '’ 

.. x m -2x+l 
jr-»l jf 50 -2x + l 

(.v 2 -x- 2) 20 
-2 {JC 3 -I2jt+16) 10 


Rpta. 5 


Rpta. 


49 

24 


Rpta. (|) 10 


1 


hm(- 

1-x Í-JC 3 


Rpta. -1 


Hallar los valores de m de tal manera que lim 


. Jt“ -wjt+3jt-3w 2 

-= m 

x-+m x — m 


Rpta. m = 5, m : 


Y* — 2ü “Jt + QX~ 

Hallar el valor de “a”, a > 0, sabiendo que lim -—— = 2 a-: 

*-*• 2ax+x~ 


27 

Rpta. a = 2 
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© 

© 

@ 

© 

© 


Si lim 


x 2 -1 


ax 2 +2x + b 


= 1*0, calcular el valor de a + b Rpta. -2 


Si f{x) = x-2 y g(x + l) = x 2 -x, calcular lim 

x ~> 2 (gof)(x + 2) 


Rpta. 3 


m 


g(x) 


Si se sabe que lim -—— = 4 y lim - = -6 . Calcular lim 


f(x) 


\ -x 


b + x 


g(x) 

f(a+x)-f(a) _ . ab 


Rpta. -1 


Si f(x) =—-, x*b, calcular lim 
b—x r->o 


o- c, , x + 2 . . . .. f(4 + h)-f(4) 

Si (x) =-, x * 0, calcular lim - - : - 

*-3 /.-> o 5 /j 


Rpta. 


(b-a) 

Rpta. -1 


Si lim - 8 y lim ■ = 3 . Calcular lim — Rpta. — 

'->-2++2x-2 x-*-2 x 2 —4 3 


Si /(a-) = a/3jc + 1 , Hallar lim f(X + h) f(x) 

* A 


¿—►o 


Rpta. 


2/3jc + 1 


@ 


;, w ^?- 1 


© 

@ 

@ 

(28) 


. r —»0 


lim 

jr —►(> 


lim 

a->5 




V-t-4 —v/3jr —14 
a^5 


.. V* 2 -2jc + 6 -V* 2 +2jc-6 

//w-;- 

jc 2 -4x + 3 

3jc-6 

lim - . 

•'->21 —s/ 4 jc — 7 

jc + 3 

lim ¡ ——— - 

^"Wa' 2 +7-4 


Rpta. | 


Rpta. 1 

Rpta. -1 


„ 1 
Rpta. -j 


Rpta. - — 


Rpta. -j 
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@ 

.. -4x+a + b - \Ja + b 

hm - 

x-rt) x 


,. 2-4x 

• r -» 4 3-^Jlx+l 

© 

^lb 2 -x -^jb 2 -a 

lim - 

x-+a x-a 

@ 

,. W+I-2 

hm - 

r->0 x 

© 

,. Vjc 2 +9 -3 
lim . , 

•’ r - >0 x A +x~ 

© 

Jl+X-l 

hm .- 

\J\ + x -1 

® 

,. \fx-2 

lim - 

.r >K ,v~8 

© 

,. -Jx -4 

lim —j= - 

•f- 116 tfx- 2 

© 

,. $¡x-l 
lim 

■' - >1 tfx - 1 

© 

-Jx-l 

hm h- 

'-*i}Jx- 1 

© 

.. VT-i 

hm _ 

*-»> Vx- 1 

© 

.. VI-8 

lim — 

.v->64 \lx ~4 


, a > 0, b > 0 


Rpta. 


l4aTb 


Rpta. j 

4 


Rpta. 


2 


Rpta. — 

12 


Rpta. 


Rpta. — 


Rpta. — 

12 


Rpta. 4 


Rpta. — 

8 


Rpta. | 


4 

Rpta. y 


Rpta. 3 
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© 

V* + 7-2 

Rpta. y- 

© 

Ux-l 

lim— - 

J"-* 1 X -x 

Rpta. y 

© 

.. V*+V*+V* -3 

lim - 

AT-+1 X — 1 

Rpta. — 

12 

© 

}/(v+l) 2 -Vj t + 1+1 
//w ---- 

JT-*0 Jf- 

„ 1 
Rpta. — 

© 

.. l[x+4x-2 

lim - 

*->i x-1 

5 

Rpta. — 

6 

© 

.. ^v+Vv-v-1 

/zw - 

Jf-*1 v -1 

Rpta. 

6 

© 

\[x-2jx+3x-2 

lim - 

*->i x-\ 

Rp<». \ 

© 

,. ^-^Ux+i 

lim -r- 

*-»! (v-1) 2 

Rpta. ^ 

® 

,. V?-4W + 4 

lim -;- 

'-»« (v— 8) 2 

Rpta. — í— 

144 

® 

,. 3^[x + \-2s[x+ \ +4v-l 
/zw --- 

•f-* 0 v + 2v 

Rpta. 2 

© 

,. 5lfx -3^[x -\-x 

lim - 

*-*i v — 1 

Rpta. - — 

6 

© 

i.„ •’f 2 —[x — x —595 
lim 

„ 489 

Rpta. - 

10 

x-*25 x-25 
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© 

,. X 2 -4x 

hm —=- 

Vj -1 


ajax-x 2 

hm - j=— 

x^a a-^lax 


.. ^íx-l^ 

Um , 

® 

-v 2 -1 

hm 

• t -*> Mx - 1 


.. ~Jlx-x + 2\Í2x — ->/8 

lim - 

*~>4 x-4 

® 

.. x^fx-a^fa 

W1 r~ r 

x ~+ a x —'sja 

© 

,. VI+T-3^/J+l+2 

lim - 

.v->0 jc 

© 

^/3jc + 5+jcf3 
'-*“2 VJC +1 +1 

® 

,. l]x 2 + 4-2 

hm 

■'^-x 2 -2x- -ló.v + 32 

® 

,. V?78-/v 2 +4 

lim --- 

JT-.0 

@ 

2 

lim - 7 ■ ' V —-- 

w ’Vl+v 3 -Vl+v 2 

@ 

,. Vl + JC 2 -Vl-2v 

,t->0 +JC 


Rpta. 3a 


Rpta. -í==r 

6a^ 


Rpta. 6 


3V2- 


Rpta. ^=- 

12 

Rpta. 3a 

3 

Rpta.- 

10 

Rpta. 6 

Rpta. —— 

F 36 

Rpta. —i- 
Rpta. -2 
Rpta. i 


•8 
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® 

x 2 -6-Vx + 6 

lim -, - 

*->* Vjc + 1-2 

« 70 

Rpta. y 

© 

^Jx 4 + 1 —^Jx 2 + 1 

x->0 x - 

Rpta. — y 

© 

,. (¿¡x + 6 -tfx + 7 

hm -- 

-v— >2 x 2 -4 

Rpta. —— 

24 

@ 

.. ^fx -'Ja+'Jx-a 

lim -:.-r_-.-.-::=T=- 

„ 1 
Rpta. —j= 

V2 a 

© 

.. -Jx-'Jla+Jx-2a 
hm .. - : 

^ 2o Vjc 2 -4a 2 

RP "' 2VÍ 

@ 

.. 5VT-3VT-4 

//w- 

jt-> 4 jr-4 

„ 1 

Rpta. — 

F 12 

© 

2-a/x 

^->4 3-V2x + 1 

Rpta. -i 

4 

© 

.. 3^2x 2 -V8l : -2 
/iw 1 — i— 

*->2 Vx-V2 

Rpta. 2-v/2 

© 

,. 3^2x 2 -2^3x 2 +4 + 2 
hm - 

-v-»2 JC-2 

Rpta. -1 

© 

.. l[x+^J-2x- jc-10 

lim - 

■<->-* x + 8 

„ 19 

Rpta.- 

16 

© 

VV+J^-x + 21 

49 

Rp„ — 

llrfl 

x-*n x-27 

© 

.. 3-</x-V2x+Jr-8 

hm - 

•v-»4 X-4 

Rpta. — 

12 






























Limitesy Continuidad 


361 



lim 

x->3 


jyV^M-6 

3 -x 


Rpta. 


7 

2 


@ 


lim 

x->0 


í-Vw 

3.T 


Rpta. 1 


© 

1 —72jc - 3 

hm -=====-==r 

.v-*2 2 — ^/9 — \J2x — 3 


^/x 4 +1 -^Jx 2 +1 
hm --- 

x —>0 Y ~ 

© 

.. Vl + * 2 ~Vl-2jc 
/iw--- 

JY + JY' 

© 

Vl + V2 + /-V3 

hm — - 

/-.2 /-2 

® 

hJí-^-2 

4T->1 1 —JC 


Rpta. -12 


Rpta. - 


1 


Rpta. - 


Rpta. 


W3 


Rpta. — 

8 



lim 

x —>25 


V3 + V7-2 

4x-5 


Rpta. 


12 



lim 

.v-*3 


V-v 2 -2 ,y + 6-Vt 2 +2t-6 

t 2 -4t + 3 


Rpta. 


J 

3 



/í»i 

. V — >8 



Vjy 2 +4 -2 
jy 3 — 2jc 2 — 1 6jc + 32 



V2+yjT - 2 

.v-8 


Rpta. 

Rpta. 


Rpta. 


J_ 

36 

70 

3 

J_ 

48 
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. . 'v/'x + V 3x + \ —~J 2x + 7 

Vx + V4x + 5 — j3x + \3 

Rpta. 

22 

19 

® 

4¿¡4x -5'J%x -x 2 +16 

Rpta. 

23 

'-»2 x 3 - 4j2x-5¡jto +10 

25 

© 

%Jx + 2 -a/5x- 3 +1 
v -> 6 VJt + 3-3 

Rpta. 

11 

18 

© 

,. | jc— 31 2 +26|jr + 3|-26-y/V3x + 33 
lim - - 

. „x 2 +15x-6 

Rpta. -69 


4-2? 

V JC-3 


© 


Vjc 2 +27 -3 

x ~*° tfx* +16-2 


Rpta. 


32 

27 



lim 

JC —*•! 


a/3jc-2 +x-tfx~-2 
\[x + l-2 


Rpta. 


57 

5 



lim 

x —>1 


l¡x-2 -\¡\-x + x 2 


Rpta. 6 



//w 

.v-*2 


-v/7x + 2 — V5jc 2 +7 - Vx-T 
2j5x-2 +4x+2 -2x 


Rpta. 


25 

288 


© 


lim 


2j5x-2 + jt + 8 
^ s/x 2 —x + 2 + x + 3 


Rpta. 


2560 

1863 



lim 

x —*1 


V5x + 3 --v/3jc + 1 
^fx-3x + 2 




lim 

x —>2 


^3x 2 -&-x\lx + 6 + x 2 
x 3 -2x 2 +x-2 


-2 


Rpta. 


29 

30 
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© 

a/3jt —v/8 — x 

/|W - 

Rpta. 

12 

-2 3x-2Vl5-3x 

® 

\¡x 3 +l+Mx* +kw& -2 
lim - t-——- - 

f-» 0 x-Wjc + 1 

Rpta. —2 

© 

Vl-x+Vx + 3-2 
lim -==========— 

Vjc 2 -3jc + 2 

Rpta. +* 

© 

.. V-JC + 6-3 

íim -:- 

x 3 x 2 —s/ — jc — 2 -v* 2 — 1 + 2 jc 

Rpta. — 

18 

® 

VjTM+^-i-'^jTT+4 
,'J> 3/.V-1 _5Vjc-1 +a/jc-1 -3 

Rpta. -j 

© 

•\/jr 2 " + 3~Jx -3x-\ 
lim -.— 

Ml x + 3l[x -3Sx 2 

27 

Rpta. — 

8 

© 

-s/l + JC —s/l — JC 

Rpta. | 

© 

.. V3jc 2 +jc + 4+Vjc 2 + 5x + 10 - 6jc 2 

D . 506 

Rpta. - 

371 

VVjc + 3 + 6 + 'vZ-X’ + 8 — 5 x 2 

® 

.. Vjc 3 +7-V-v 2 +3 

lim - 

*-»i x—1 

Rpta. -j 

© 

.. 8-2x + Vx-*V2x 

//w- 

-v— >4 X - 4 

23 

Rpta. -— 

12 

© 

,. J^í-lflx+l 

lim - 

.r->10 JC -9 -COS(.V- 10) 

Rpta. — 

54 
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I 4¿j4x -5*J%x -x 2 +16 
*-*2jr 3 -4757-5747 + 10 

.. 7l + JC 2 -71-2 jc 

/;»/--- 

Jf - > " x + x 

V*-l -x + ^lx 2 -3 

hrti . .. . 

*->2 V3jc + 10 -4 


*J\ + x 2 -4 -X 3 

hni --- 

r ~ 


//w 


4 x+\-\ 


x->0 JC 


i-4J7 

1-73-77^ 


//w 

-V —>1 



4 x--Jlx~l 

1101-== -==r 

•^ 1 V5x-1 -42 x + 2 


,. 73jc-2+77+6-4 

lim - 

*->2 x-2 


74.r-7 -74x +1 

//n/- 

*-»2 jc — 2 

77^4-737^14 

lim - 

■V>5 JC — 5 



*-»l X -1 


Rpta. - 

Rpta. 1 

Rpta. 4 


23 

25 


Rpta. 


2 



.. 7l + 3x -73 -x 

lim --- 

1-x 2 


77 -8 

hm —-j= 
x->64 4-77 


TTTr-TT+jr 

lim - 

i->o jr 


Jf-rt 7x^+3 -2 


,. 757-277 

//W- 

*-+8 JC — 8 

//w-p=- 

*-* 2 42x-2 

.. A/jc — 5 —s/ 2 jc +1 +4 

/zw- 

,r->4 JC-4 
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3,12, ilro 

Para que exista lim f(x ), depende del comportamiento de la íunción f(x) cuando x tiende 

x--*a ' 

hacia a, tanto para valores de x menores que a (por la izquierda de a), como para los 
valores de x mayores que a (por la derecha de a). 



Para el caso de los límites laterales es más simple, por que depende del comportamiento 
de la función f(x) cuando x se aproxima hacia a ya sea por la izquierda o por la derecha de 
a y a esto denotaremos en la forma: 


A1 límite de la fimción f(x), cuando x se aproxima hacia a por la izquierda es el número l x 
que denotaremos por: 


¡piüiiii 


al límite de la fünción f(x), cuando x se aproxima hacia a por la derecha es el número / 2 
que denotaremos por: 
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a) Definición.- Consideremos una ñrnción f defmida en el intervalo <c,a>; el límite 

de la íünción f(x) cuando x se aproxima hacia “a” por la izquierda es 
el número real L al cual denotaremos por lim f (jc) = L si para todo e > 0, 

existe un 5 > 0 tal que sí: a — 5 < x < a. Entonces | f(x) — L | < e. 

Expresando esta definición en forma simbólica. 

lim fix} 

|iijj 

b) Definición.- Consideremos una función f defmida en el intervalo <a, d> el límite 

de la función f(x) cuando x se aproxima hacia “a” por la derecha es el 
número L al cual denotaremos por lim f (jc) = L , si para todo c > 0, existe un 

x->a + 

5 > 0 tal que si: a < x < a + 5 entonces | f(x) - L | < c 
Expresando esta defmición en forma simbólica. 



OBSERVACION.- Para que exista lim f(x) debe de cumplirse la condición siguiente: 

x~>a ' 


3. 

' m#m m 




Hm 


En otras palabras, existe límite de una íunción sí y solo si, existen los límites laterales y 
son iguales. 


OBSERVACIÓN.- No existe lim f(x) en los siguientes casos: 


© 

© 


x->a 

Cuando no existan uno de los líinites laterales. 
Cuando los límites laterales existen y son diferentes. 


OBSERVACIÓN.- A1 calcular el lim f(x ), cuando la fúnción f(x) tiene diferentes 

X —>í/ ' 

reglas de correspondencia para x<a, y para x>a se aplica el criterio de los límites laterales 
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Ejemplo.- Calcular si existe lim f(x) donde: 

jr—>1 ‘ 


f(x) = 


\x 2 +3 
(x + 1 


si X < 1 
si X > 1 


Solución 


Aplicando el criterio establecido, es decir: 3 lim f(x) = L <=> lim f (x) = lim f(x) = L 

*->i x —>i - .v-->r 


lim f(x) = lim x 2 +3 = 1 + 3 = 4 ...(1) 

-X —>1 .v->r 


lim f(x) = lim .x + 1 = 1 + 1 =2 ...(2) 

.v->i + ' .v->r 


al comparar (1) y (2) se tiene que: lim f(x)* lim f(x) entonces 3 limf(x) 

x — >1 .v— >r -V—>i 


Ejemplo,- Calcular si existe , lim f(x) 9 donde: /(x) = r Y ‘ V/ 

x ~* 2 [8-2.r si x>2 

Solución 

Aplicando el criterio establecido se tiene: 3 lim f(x) = \ <=> lim f(x)= lim f(x) = \ 

x~>2 x —> 2 — jt -> 2 +* 


lim f(x)= lim x 2 = 2 2 =4 

.v->2- x-+2- 


lim f(x) = lim 8-2* = 8—4 = 4 

a -> 2 » ’ a -> 2 - 


...( 1 ) 
... ( 2 ) 


al comparar (1) y (2) se tiene que: lim f(x)= lim f(x) = 4 entonces 3 lim f(x) = 4 

x— >2- a->2+ jt—>2 


Ejemplo.- Calcular, si existe lim jcJ—- - 16 

x ~ >0 V 4.r 2 


Solución 


lim x , 

J-L—16 = 

lim x. 

,-64,= 

.. x^\-6x 2 

lim - 

.x'—>0 

Ux 2 

x — >0 

V 4x 2 

-v->o 21 x | 

lim 1 

cV 1 - 64 A' 2 

= lim 

x^l\-64x 2 

.. Vl-64* 2 1 

= //w-=- 

X ->0 

21*| 

.v—>0’ 

-2x 

a'— >0 2 2 
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W1 - 64a' 2 

hm - 

.*—►()’ 21 jc | 


lim 

x~*0+ 


x^¡\-64x 2 

2x 


= lim 


x —>0 



2 


x^j\-64x 2 

Como //w-* lim 


x^¡\-64x 2 

2\x\ 


entonces: 


3 lim x. 

x M) 


4x 2 


-16 


Ejemplo.- Calcular si existe lim iyL=UL=Í 

x -^x 2 -[\x\] 

Solución 


Por propiedad se tiene [| x -11] = [| x |]-1 


X ^jx 2 -[\x\] ” 2 Jx 2 -[\x\] 

para - 4 < x < -3 => [| x |] = -4 


-4 x .3 x _ 2 


lim 

.r--> 3 


-Jx 2 -[\X\] 


para -3 < x < -2 


lim 

x —>~y 


-4-\-x 


4 


x ¿ +4 


[U|] = -3 


l -5-x _ -5 + 3 _ -2 

x 2 +4 +4 ■yf\3 


lim 

x -> y 




lim 

x->~y 


—3 — I — jc 

77^3 


lim 

x->-r 


-4-x 

VP + 3 


-4 + 3 __ 

a/ 9+I" Ví2 


Como 


///77 


[lx-ll]-x 

V-v 2 - [I -v 1] 


* 


lim 

x->~r 


[|.v-l|]-c 

Vv 2 -[|.v|] 


entonces 


3 


//w 

.v —* 3 


[|v-l|]--v 

Vv 2 -[l-v|] 


Ejcmplo.- Calcular lim 


7 r i | 

v 2 [|—-—— I ] — 10 jt 
x -1 _ 

V .2 .V 3 - 11.v 2 + 38x - 40 


Solución 
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2jc + 1 , 3 

= 2 + - 


AT-1 X-1 


[I ——1] = 2 + [| —|] 

x - 1 JC -1 


7 3 14 3 

— para —<x<2 => —<x-l<l => 1 <-<— => 3 <-<4 

x 2 4 4 x —\ 3 jc-1 


Por lotanto [|-1] = 3 

jc -1 


lim 


*’[|ií±i|]-io* 

JC -1 


= lim 


5x~ - IOjc 


> »2 x 3 - 1 lx 2 + 38x - 400 '-2- a- 3 - 1 lx 2 + 38x - 40 


5xU-2) 5 jc 

= //w —--= iwi 


10 


*-»2' (x 2 -9x + 20)(x-2) <->2'x 2 -9 x + 20 4-18+20 3 


Ejemplo.- Calcular lim J\ x | +[| 3jc |] si existe 

jc— >7 / 3 


Solución 


Sea 2<x <— => 6<3x<7 => [|3jc|] = 6 


lim V|7T+p c|]= lim Jx + 6= — 


v-»7 ÍS 


v—>7/3“ 


C 8 

Sea — <jc< — 
3 3 


7 < 3x < 8 => [| 3 jc |] = 7 


lim J\x | +[| 3jc 1] = lim J~x + 1 = J— 

x >7/3* :r-*7/3 + V 3 


Como lim J | jc | +[| 3x |] * lim J|jc|+[|3jc|] entonces 3 lim J\ x | +[| 3jc |] 

.V ->7/3 “ ^ /*» + “ 


.v—>7/3 


7/3 


Ejemplo.- Calcular si existe / 11 « ^ ^ * — 

JC-V3 
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Solución 


■vr 


V2 <x<-JÍ 


2<x 2 <3 
-3 < -x 2 < -2 

0 <3-x 2 < 1 => [|3-x 2 |] = 0 


0 


= 0 


V[|3-x 2 |] 

Itm - j =— = hm r 

x >V3 x - v 3 a— >VT x - V 3 

- => ^3 < x < V? => 3<x 2 <4 

^ x => -4 < -jc 2 < -3 => -1 < 3 -x 2 < 0 => Luego [| 3 — jc 2 |] = -1 


lim ■ X -— = Um 3. Por lo tanto 3 lim —— 

a->V?+ jc-v 3 -v->V3 +jc- v3 a->V3 x-v3 





—ü 







o 


© 


Calcular si existen lim f(x) , //w / (jc) , donde: /*(jc) = 

A —>1 a->4 ' 


JC“ .VZ JC < 1 
JC .v/ 1 < JC < 4 
4 -jc 5/ x > 4 


Rpta. a) 1 


b) 3 


Calcular si existe lim f(x) donde: f(x) = '~*~ 2 

x->2 ' 


6x-x 2 si x<2 

2x 2 -x-3 si x>2 Rpta. a) 3 


si jc = 2 


© 

© 


jc “ x > 0 

Calcular si existe lim / (x), donde f(x) = \ 

‘ |x , x < 0 


Rpta. 0 


Sí f(x ) = | hX SÍ X Hallar aybparaque lim f(x)= f( 0) yf(l)=l 

[2(.v 2 +b) v2 -h si jc<() A - >0 ' 

Rpta. a = 3 , /j = — 
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© 


[ v 2 X < 1 

Calcular si existe lim f (jc) , donde f(x) = V 

x ~' 2 , jc > 1 


Rpta. 


© 

© 


Calcular si existe lim f(x)> donde: /(*) = 

x->5 ‘ 


Calcular si existen a) lim f(x) 

X — >1 ‘ 


x-5 


l-Vx^Á 
x 2 — 1 2jc + 35 


, jc>5 


jc-5 


, jc < 5 


b) lim f(x) 


donde f(x) = 


1-jc 2 si jc < 1 
1 si 1 < jc < 2 
|x-31 si x>2 


Rpta. a) 3 


x 3 -2jc 2 -5jc + 6 « 

si jc<3 


© 

Calcular si existe iim f(x ), donde: /(*) = < 

t->3 ‘ 

x-3 

^x+T-i 
x + 2 

© 

Calcular si existe lim a/U|+[|3jc|] 

x->5/2 

R pta. 

© 

Calcular lim ^ ^ * 
x-+(r x 

Rpta. -1 

© 

~ 2jc|jc-1 | 

Calcular si existe hm — - - - 

*-+l JC — 1 

Rpta. 3 

© 

Calcular si existe lim ^—— 

*-»! X 2 +l 

Rpta. | 

© 

Calcular si existe lim —IJ^ — 

(4-jc)V5-| jc-1 | 

Rpta. 3 

© 

Calcular si existe lim | ——' Y + ~* X —-1 
*-l x-l 

Rpta. 4 


si jc>3 


3 


Rpta. -2 


b) 1 


Rpta. 3 
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© 

^ 3jch- IJCI 

Calcular si existe lim - 

7jc — 5 1 x | 

Rpta. 

a 

© 

. .. .x 3 -2x 2 -4x + 8 

Calcular si existe lim - 

x->2 | X — 2 | 

Rpta. 0 

© 

Calcular si existe lim [| 3jc |] h- | 3jc 2 — 11 

.v-»3 

Rpta. 

a 

© 

Calcular si existe lim J \ x | +[| 3jc |]+ 4 

.r->5 / 3 

Rpta. 

3 

© 

. . . ,. ^3x 2 +1 [|2x-l |] 

Calcular si existe Itm -:- 

—> | -r 2 — 21 — [|x|] 

Rpta. 

3 


. . . .. [|x 2 -1 |] + 2x 

Caicular si existe hm d - 

*-»»2x 2 +2[|x + l |] 

Rpta. 

a 

© 

12-[|||] 

Calcular si existe lim -- — 

x-i/6[|3x|]-10 

Rpta. 

6 

5 

© 

Calcular lim 2 tl -^ 2 +1 1]-+1 r + 21-2 

Rpta. 

4+^2 

,^/r [13x + 21] 

6 

© 

„, , [|3x 2 -1 |] + 2x 

Calcular lim --- 

x-*i* [|x 2 +11] + 3 jc—1 

Rpta. 

1 

© 

Calcular si existe lim J\ x | + [| 3jc |] + 4 

x->5/2 v 

Rpta. 

3a/6 

2 

© 

Calcular ,im 

x- 2 - [| 2x 2 -1 1]+2 

Rpta. 

9 

8 

© 

x 2 -[|||] 

Calcular si existe lim --— 

.v->6 [| 2jc 1] + 10 

Rpta. 

a 
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(27) Calcular lim ^ 3jr J . * - 

-r [| -*■— 31 ] 


Rpta. -(2^7 +6) 


@ 


Calcular lim ^ 


I*' 3[UI] + V 3 - 


r_>3 / sig (x-1)-; 


Rpta. — 

6 


Calcular //w [a 2 -.v/g(| jc 2 -1|-1)] 


Rpta. 1 


Calcular si existe lim [x 2 +5 + .vzg(| jc 2 -11 -1)] Rpta. 3 

-v >V2 


Calcular si existe lim f(x ), donde: /(jc) = 

-V— »1 


1-a/* . t 

- —f= Sl X > 1 

1 -ijx 


2 _£_^ 
2 2 


.y/ jc < 1 




[ (X-l) 

© 

Calcular si existe a) lim f (jc) 

x ->-\ 

b) lim f(x) 

X —>1 


Donde: /( x) =(jc-2[| jc|]) 2 

Rpta. a) 3 

© 

Calcular si existe lim [| jc |] + [| 4-jc |] 

.v 

Rpta. 3 

© 

Calcular lim [| 36 ~ 5 * |].[| 36 + 5 * |] 

,v->3* ^ 10 10 

Rpta. 10 

© 

,, , , .. [|jr 2 |]-1 

C alcular si existe lim --— 

1 JC + l 

Rpta. 2 

© 

Calcular lim (jc 2 + 2.v)[| 1 -x |] 

x — >2 + 

Rpta. -16 

© 

Calcular si existe lim ^ = 

x ->-3 /v-2 v- n 

Rpta. 2 


Rpta. 


cn | <N 
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Calcular si existe lim ——^———- 

x--2 


Calcular si existe lim([\ jc-1|]-jc)-Jx-[|jc|] 

x->3 


Calcular si existe lim f (x) , donde: f(x) = 

v->-2 * 


Rpta. 3 
Rpta. 3 

V* MJ 

N1-N]-8.[i4ii 


•t-UI 


.v/ - 9 < x < -2 


si -2<x <1 



Calcular si existe los límites: 


a) lim 


«2/3[|3x-1|J 


Rpta. 2 


b) lim(x-\)[\x |] 

x -*\ 


Evaluar lim f(x) donde: 

X —>1 * 



lim 
x >y 


36—5jc 


36 + 5.C 

10 


10 



lim 

r->6 



lim 

.r—>t 


2[|* 2 +l|]+|* + 2|-2 
[|3x + 2|] 

[|2x + 3|]-3x-2[|x|] 
1-jc 


/(x) = < 


4179 ^ 11] 2 

x + 2 
.r+ 3 


2x + l 


si X > 1 

Rpta. 

si x e< 0,1 > 

Rpta. -10 

Rpta. - 1 —=~ 

3(4—72) 

Rpta. 3 



Sea 


f(x) = < 


ax 2 + bx +1 ; x < 1 
2 ax -b ; 1 < x < 2. 

jc +1 ; x > 2 


Hallar los valores de a y b para que exista los 


Rpta. 



b 


3 


limites de f(x) en x = 1 y x = 2. 


| m 
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47) Si f(x) = 


x 3 -x 2 -4x + 4 


x + 2 


, x < -2 


ax 2 - 2bx +1, -2<x<2, Hallar a y b de tal manera que existe los limites 
x 2 -13x + 22 


x-2 

de f(x) en x = 2 y x = -2 


, x > 2 


D . 1 ,21 
Rpta. a = — y b = — 
8 8 


@ 


Calculars¡existe //m/(x). donde: /(*) = í IUI1 si[|í|1 “^ 

*-»2" [2x—[| x—21] si [| x |] es impar 


Rpta. 3 


49) Calcular si existe lim f(x ), donde: f(x) = 

x —sO' 


[|2x|]+|senx| 

üT 


Rpta. 3 


(50) Calcular si existe lim (x +5 + .v/g(|x — 11 —1)) 

*->—Ji 


Rpta. 3 



Sí 


f(x) = \ 


x 3 +3x 2 -9x-27 . 

-x<-3 

jc + 3 

¿/jc 2 -2 Z?jc + 1, 5/ -3<jc<3 

jc 2 --22jc + 57 _ 

-, si x > 3 

jc-3 


Hallar a y b de tal manera que exista los 


limites de f(x) en x = -3, x = 3 


Rpta. a = -1 y b = — 



Consideremos la ftmción f (jc) = 2 + 


cuya gráfica es: 
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Examinando la gráfíca para valores de x cada vez más grande, el valor de la función f se 
aproxima a 2, por lo tanto se puede decir que: lim /(jc) = 2 para el caso cuando x 

jr-*+oo * 

decrece sin limite, el valor de la función f se aproxima a 2. Luego podemos decir que 
lim f(x) = 2. A estos tipos de límites se les llama límites al infmito. 

Ahora daremos las definiciones correspondientes. 


a) DEFINICION,- Consideremos f: <a, + oo> -► R, una función definida en el 

intervalo <a,+oo>, él limitedela función f(x) cuando x crece sin 
limite es él número L y denotamos por lim f(x) = L , para todo c > 0, existe un 

.r—>+oo 

N > 0 tal que sí x > N entonces: |f(x) - L| < e; es decir: 


iülüill 


■lilll 




b) DEFINICION.- Consideremos f: <-oo,b> - > R, una función defmida en el 

intervalo <-oo,b> él limite de la función f(x) cuando x decrece sin 
limite es él número L y denotaremos por lim f(x) = L , si para todo e > 0 existe 

X—>—00 * 

un número M < 0 tal que sí x < M, entonces: | f(x) — L| < c, es decir: 


Hm f{xh~l ^ (V4>U3M<0/sí %<M |f(x)~jU<*> 
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c) DEFINICION.- Consideremos la función /: D r -> R , una función definida en 

su dominio él limite de la función f(x) cuando x -> oo, es él 
número real L que denotaremos por lim f (jc) = L sí para todo c > 0, 3 M > 0, 

X-»OC. ‘ 

tal que si |x| > M => |fTx) — L| < c. 


d) TEOREMA.- Sea n un número entero positivo cualquiera entonces se cumple: 


i) lini •—= 0 

jr -* + * x" 


ii) lim —- = 0 
x ” 


Demostración 


i) Por defimcion: Vc>0, 3N>0/x>N=>-0<c —\<£ 

n 1 w 

X X 

Comox>N>0 => \x\*>N m => —^ 

|xp N n 


Por lo tanto si x > N 


Ixp N n Ixp s 


Como N n =— => N = ”1— 
£ V £ 


Luegosíx>N => |-i—0|<c siempre que: N = ”j— 


ii) Su demostración es en forma similar que i). 



Ejemplos.- Calcular los siguientes límites: 

IT .. 2jc 2 -i-3 a'h-5 
Hallar lim —-- 

' 3jc“ -2x + l 

Solución 


La forma más práctica de caicular los limites cuando x - > +oo o x - > -oo es 

dividiendo tanto el numerador como el denominador, entre la mayor potencia de x que 
aparece en la expresión dada, luego se aplica el criterio del teorema anterior, para nuestro 
ejemplo dividimos entre jc 2 tanto el numerador como denominador es decir: 
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© 


© 


2 +- + — 

.. 2x ~ + 3x + 5 f . jc 2 + 0 + 0 2 

hm —--= lim ----— =-= — 

x-»ít 3 y 2 -2x + l j-» 00 * __2 3 — 0 + 0 3 

^ + 7 

X X 2 


2x -3x-4 


lim - 

Vjc 4 +i 


Solución 


Cuando x toma valores positivos bastante grande, se toma jc 2 = ^fx^ con el cual 
dividimos el numerador y denominador entre jc 2 = -n/x 4 " se tiene: 


2-2-A 

2jc 2 -3x-4 .. JC JC 2 2-0-0 . 

lim - ,- - = lim -: - -t- • =- F :z--, ■ = 2 


'Jx 4 +1 




Vi+o 


4? 


+ 4 


lirn 

JC + 7 


Solución 


Como x toma valores positivos bastante grandes, se toma x = 4x* con el cual 
dividimos el numerador y denominador entre jc = Jx 2 sc tiene: 


© 


V-t 2 +4 

lim —- 


1+4 _ 

j: 2 Vl + 0 


_ ■= lim 

.r-M-» X + 7 x-M-ocv 7 1 + 0 

X X 


= 1 


teJEtLi 

x-M-oc. X + 7 


^jc 2 +4 

/jffj - 

x + 7 


Solución 


Cuando x toma valores negativos bastante grande, se debe tomar x = -V* 2 , con el cuai 
dividimos el numerador y denominador es decir: 
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4x 2 +' 


lim - = lim —= lim 

*-*-* -v + 7 A -‘-° D * + 7 jr - > - cc 1+ Z 



1 + “T 


2 

JC 


ví+o 

1 + 0 


= -l 


• , ¡n JER=-, 

x-+-k x + 7 


(T) //w (-s/jc 2 -5jc + 6 -jc) 


Solución 


En este tipo de ejercicios para poder aplicar el método de los ejemplos anteriores, es 
necesario expresar a la función como un cociente y para esto se debe racionalizar: 


;• / n ~~m \ /• Wjc 2 -5x + 6-x)(^x 2 -5x + 6+x) -5x + 6 

Itmwx - 5jc + 6-jc)= lim - y..-- ---- =-- = hm —======— 

™ Vjc 2 -5jc + 6 + jc ™V* 2 -5jc + 6+jc 

Como x toma valores positivos bastante grande entonces dividimos entre jc = 4x* . 


lirn (V* 2 -5jc + 6 - jc) = //w 


® lim Vjc 2 -2jc + 4 +j 

.V-+-CT 


-5x+6 


< 6 
-5+— 


= lim 


-5 + 0 


V* 2 -5x+6+x |j s | 6 ,] -v/l-0 + 0 + 1 2 


Solución 


En forma análoga al ejemplo anterior debemos expresar a la función como un cociente y 
para esto se debe racionalizar: 


ri t J ;• (Vjc 2 -2x + 4+x){-Jx 2 -2x + 4-x) -2x + 4 

hm yx~ — 2x+ 4 +.t = /jwi- - 1. _ -- = Um -— 

4x 2 -lx + 4-x x ^-’*4x 2 -2x+4-x 


Como x toma valores negativos bastante grande entonces dividimos entre x = -^fx 2 . 
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lim , ~ 2 * + 4 lim 


-2 + — 


-2 + 0 




2x + 4-x 


iW- 

lim V* 2 -2x + 4 +x = \ 


-Vi-o+o-i 


= 1 


© 


lim 2P-30) 

x -* +a x“ + 4jc + 7 

Solución 


En el ejercicio dado se observa que el numerador es de un grado mayor que el 
denominador en cstos casos se resta y se suma x a la vez para luego hacer las operaciones 
respectivas. 

lim ( — +3jr2 +7x+s +2x 2 -30) 

jr -» + " e x 1 +4x + l 


.. r .x* +3x~ +7x + 5 . 3 r~3 I 2 TZ.-t 

= hm [(--- x)-(-x+^x+2x -30)] 

x 2 +4jc + 7 


= lim (- 


-x ¿ +5 


- 2x 2 +30 


x 2 + 4x + 7 jc 2 + jc.V* 3 +3x 2 -30 + ^/(jc 3 + 2jc 2 -30) 2 
Ahora dividimos numerador y denominador entre jc 2 


//n + 2x 2 -30] 

*->*<' x-+4x + l 


= lim ( 

JC—►-4-00 


-i+4 

JC 


-2+4 

JC 


1 + 


—-—+— — ) 

4^ 7 2 30 L 2 30 v 2 


-2 + 0 


-1 + 0 


i+o+o í+VT+o+VT+o 


=-i- 
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lim 

X > ' 



Solución 


Como x toma valores positivos dividimos numerador y denominador entre 4x . 



'i 

i 

1 2 

-Jx + ^X + ylx + 2 ) 

—-= lim — 

x + i 

x x 4 ‘yj 1 + -yj 0 -t* Vo 


Vx + 2 ví+o 



Calcuiar si existen los siguientes ejercicios. 


© 

x +2x- +2x + 4 
hm i 

x->* 4 X -' +3j¡-- +2x + \ 

Rpta. 

© 

,. 4jc 3 +2x 2 -5 

A->-a _8x 3 +X + 2 

Rpta. 

© 

.. 2x~ +7x + 5 

lim —-- 

*-+* X +2x + \ 

Rpta. 

© 

.r 3 ,r 2 

lm(— --) 

A"" + 2 JC + 2 

Rpta. 

© 

r 3.r 2 (2x-\)(3x 2 +x + 2) 

.v->x 2 jc + 1 4x" 

Rpta. 

© 

.. ,3x 2 -2 x ** — 4x 

hm ( „ :-—) 

»-*** 2x + \ .r-3 

Rpta. 

© 

.3 ,2 

lim (—*--—) 

*^<' 2x- -1 2.r + l 

Rpta. 







































382 


Eduardo Espinoza Ramos 


© 

lim (Vl6jt 2 +8x + 6 — V1 6jc 2 -8jc-6) 

X-++QK 

Rpta. 2 

® 

lim (^¡x 2 + x ~4x 2 + 9) 

Rpta. í- 


hx 2 +\ 

hm - 

x-+-* x + 3 

Rpta. — J2 

© 

lim (^lx 2 +2x -Jt) 

X-*+V' 

Rpta. 1 

© 

lim (Jx 2 -2x-\-Jx 2 -lx + 3) 

X — 

Rpta. ±-j 

© 

lim(^Jx(x + a) -x) 

jr-»» 

Rpta. | 

_ a + b 

Rpta. 

© 

lim (sj(x + a)(x + h) - x) 

x-»x 

© 

lim (x+V* 2 -x 3 +1) 

jr-*+ar 

Rpta. | 

© 

x4-x 

Itm ~ t 

™Vl-4x 2 

Rpta. -i 

© 

lim (x + Vl-x 3 ) 

Rpta. 0 

© 

lim * - 

,_KÍ X —yX 2 +1 

Rpta. -oo 

® 

lim (^Jx+*j2x — v/jc — \Í2x) 

X-*'-r 

Rpta. V2 

® 

^lx+Zjx+tfx 

hm - , ■ ■— 

V 2jc + 1 

R p. a . -± 
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© 

.. V* 2 +5jc-1 -^Jx 2 + 3 

lim -- 

V^c 2 +3 

Rpta. 0 

© 

lim x(^¡x 2 +1 -x) 

jr— *±ac 

Rpta. — si 

© 

V.v 2 +i+Vx 

hm —,- 

*-"* $Jx ¡ +x-x 

Rpta. -1 

© 

lim (V-v 4 +JC 3 +1 - Vjc 8 + jv 6 +1) 

Rpta. 1 

© 

lim - ===== - 

M+ “ Vjv 8 +JC 7 +1 

Rpta. oo 


x -~*v 243 jc -11 

Rpta. -j 

© 

lim (V-x 3 +2.v 2 + 3-V-X 2 +4 jc + 1) 

.r—►+-«: 

Rpta. -j 

© 

a/.Y + *\Jx + 'sfx 

lim - -p=- 

VJV + 1 

Rpta. 1 

© 

lim(Jx + ^¡x + ^fx -*Jx) 

x-+c£ 

Rpta. 1 

© 

/íw- 

•V->ÜT JC 

Rpta. 1 

© 

lim x' / 2 dx' +1 -V* 3 -1) 

jr->ac 

Rpta. 1 

© 

3/773+V2?üT 

lim — ===== - 

V-v 8 +.v 7 +l-x 

Rpta. oo 
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@ 

lim x (^jx 2 + ^¡x A +1 -jcV 2 ) 

X 

Rpta. 0 

© 

V-V + \—tfx 1/2 
hm - .— jc 

*-**■ VJc + 1 -Mx 

Rpta. V? 


.. \lx*+6x 2 -\6-x 

hm —===—. 

x "~** v ^Jx 2 +2x + \ -V * 2 ~x 

4 

Rpu. - 

® 

.. y¡Sx 9 + 3x A +1 +V-Í 10 + x 2 +1 +10 
hm - - 

Jr_>+ ® yjx A +x 2 +1 +^Jx n +x 2 +1 -10 

Rpta. 2 

@ 

lim --- 

'-** V* 7 +i 

Rpta. 0 

® 

lim (^¡4x+^¡4x+^Í4x -24x) 

x-»+ar 

! * 

Rpta. | 

© 

lim (Vjt 3 -x 2 +1 +Vjc 4 -x 5 + 1 ) 

jr—>-oc 

Rpta. —— 

15 

@ 

lim(4x 6 - 4x 3 -$Jx n +2x 9 ) 

X—*or 

Rpta. 

© 

jr-.» y v - +3 

Rpta. 0 

@ 

lim(x 2 -\lx 6 -2x a ) 

X-K¿ 

„ 2 
Rpta. -j 

@ 

^Jx 2 + 1 — V-V 2 + 1 

/íw -- - - 

' _Kt Vx 4 + l-tjx A +l 

Rpta. 1 

© 

, 'JVjc 3 +5 -»-4jc 2 -f 6 -2x 
lim - j ===— 

^ +a ' x-\¡x 2 - 12 x 2 +1 

Rpta. —— 

16 
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.. ^lx 2 -3 (Vl H- JC -h jc 2 -1) 

™ xVx 3 +l 

Rpta. i 

© 

V* 3 - 2x 2 +1 -f \¡x 4 +1 

Rpta. 1 

Vx 6 +6x 5 +2 - v/x 7 +3x 3 +1 

© 

.. a/x 4 + 1 + X 

///77 - 

r->ac X 4 1 

Rpta. 2 


v/x 6 -1 +2x 

/7777 - 

JC -+ 2 

Rpta. 3 

@ 

^¡3x^ + 2x 4 x 
hm - 

x->+ v X ~ 1 

Rpta. V3+1 

© 

zjx^+l+x 

lim - 

X-+-M X 4 1 

Rpta. 2 

0 . cr + é 

Rpta. 


lim ( x-‘yj(x-a)(x-b )) 


52) Hallar el mayor valor de c de modo que él litn 


limite. 


cx- 1 +2x c 

Sx~ 2 +1 


sea infinito y calcular él 


Rpta. c = 1, L = 


2V3 


Si lim ~Vx 2 +3x-10) = —, calcular el valor de k Rpta. k = 3 


A-M-ec. jc^+jf+l 


( 54 ) Hallar las constantes k y b que cumple lim (kx+b- — + * ) = 0 Rpta. k = l, b = 0 

JT-.+0, X'+l 


55) Determinar el valor de las constantes, M y N tal que lim [Mx+N —-—] = 0 

x-»+oc jc 2 +1 
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3 M LIMITESINflMITOS^ 


Consideremos la función f(x) =- 

x-2 


cuya gráfica es: 



En el gráfico se observa que cuando x se aproxima a 2 por la derecha, la función f(x) 
crece sin limite y su notación es: 



y cuando x se aproxima a 2 por la izquierda, la función f(x) decrece sin limite y su 
notación es: 



a todo este tipo de limites se les llama limites infinitos. 
Ahora daremos las defmiciones siguientes: 


a) DEFINICION,- Consideremos una función f definida en algún intervalo I que 
contiene a c, excepto en c, entonces él lim f (x) = +oo, sí y solo 

X—H' 

si, dado un número N > 0, existe un 5 > 0 tal que 0 < |x - c| < 8 entonces f(x) > N. 


Es decir: 


fímrn**» o (vm s* m>m 
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b) DEFINICION.- Consideremos una función f defmida en algún intervalo I que 
contiene a b excepto en b, entonces él lim J(x) = -oo, sí y solo 

x->b 


si, dado un número N<0, existe un 8 > 0 tal que si: 0 < |x - b| < 8 entonces f(x)<N. 


Es decir: 




- 8 §¡§ f(x) < N) 

.. 



c) TEOREMA,- Si n es un número entero positivos cualquiera, entonces: 

i) lim — = +oo ii) lim — 

x-,o + x n x ~>°- x n 

La demostración del teorema queda a cargo del estudiante. 

NOTACION.- 

i) — = +oo, a>0 ii) — = -oo, a<0 iii) — = 0, a*0 

0 0 a 


Í -oo , si n es impar 
+ oo , si n es par 
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d) PROPIEDADES.- 

Sí lim f (x) = c , lim g(x) = 0, donde a es un número real, c * 0, entonces: 


f(x) 

i) Sí c> 0 y g(x)- > 0, para valores positivos de g(x) entonces: lim - —— = +oo 

*~* a g(x) 

f(x) 

ii) Si c > 0 y g(x)-> 0, para valores negativos de g(x) entonces: lim ——- = -» 

*-> a g(x) 

f (jt) 

iii) Si c < 0 y g(x)- > 0, para valores positivos de g(x) entonces: lim -= —» 

*-> a g(x) 

f( x ) 

iv) Si c <0 y g(x)- > 0. para valores negativos de g(x) entonces lim = +» 

g(x) 


© 


Ejemplos.- Calcular los siguicntes limites: 
jc + 2 

Solución 


lim 

x->2+ x L -4 


x + 2 x + 2 1 

lim — -= hm -= lim -= +oo 

x^r x - -4 x^r (x-2)(x + 2) x^r x-2 


.. x + 2 

lim — -= +«> 

x-*i' X 2 -4 


© 


.. 5x’+l 

lim -- 

x-*r 2-x-x~ 


Solucién 


.. 5x 5 +1 5.v 3 +1 ,. 5.r 3 +1 

lim -- = - lim — -= - lim -_ 

2 -X-X- *-+vx-+x-2 A-»r (x+2)(x-l) 0 


(-4) = J_ 
0' 


- —QO 


© 


v/l6-x 2 

lim - 

a->4 JC-4 


Solución 
























Limitesy Continuidad 


389 


lim 

*-»4~ 




16-jc 


y = lim - ” -= lim —^— ~ 7 .T 7 

~ 4 m4 ‘ (x-4yj\6-x 2 x ^ 4 ‘ (x-4h/l6-JC 2 


(4—jc)(jc-h4) 


-- lim 

x->4 


x+4 

Vl6-jc 2 


4 ^ 

0 + 


. Vl6-jc 2 


lim 

x->4~ JC-4 


- = —00 



lim 

x—>4" 


[UI]-4 

jc-4 


Solución 


jc —> 4 => X G [3,4> [|jc|] = 3 



lim 

x->4- 


[UIJ-4 

jc-4 


Calcular los siguientes límites: 


© 

.. jc + 2 
lim — - 

Jr->2* JC 2 -4 

Rpta. +00 

© 

lim X 
x->-4' JC + 4 

Rpta. +00 

© 

JC + 2 

lim — - 

*-»2' x 2 -4 

Rpta. -00 

© 

4x 

lim x 

x-*-r 9-x 2 

Rpta. +00 

© 

lim 1 

J->5* JC —5 

Rpta. +00 

© 

.. x + 2 

lim - 

x->r 1 —jc 

Rpta. -00 


= —00 


+00 
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© 

Um x ~ 2 
*->-r x 

Rpta. -oo 

© 

Um 

x^y 3 -jc 

Rpta. -oo 

© 

2-4x 3 

lim 

5x" +3 jt 3 

Rpta. +oo 


.. jt 3 +9j: 2 +20jc 
lirn -- 

*-*y x 2 +Jt-12 

Rpta. -oo 

© 

Um^ 
x-+y x-3 

Rpta. +oo 

@ 

3x 2 - 7x + 6 
//m -r- 

x->2~ X 1 — X — 6 

Rpta. +oo 

@ 

//„ 

*-»< (4-x)mj5-\x + l\ 

Rpta. +oo 

® 

.. 2jc 2 — 5jc— 3 
lim - 

x->l X 

Rpta. oo 

@ 

hm( ) 

'-»< 1—Jc Jt 2 — 2jc— 1 

Rpta. +oo 

© 

,. , 1 3 

x->2 x — 2 x 2 —4 

Rpta. oo 



Consideremos tres fiinciones f(x), g(x) y h(x) tales que 


i) f(x) < g(x) < h(x), \/ x±x 0 y 


ii) Si lim f{x)= lim h(x) = L, entonces se cumple: lim g(x) = L 

X-+X 0 X->X 0 X->X 0 
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Demostración 

Mediante la definición de limites se tiene: 

lim / ( jc) = L o V c > 0, 3 > 0 / 0 < | jc - jc 0 | < 5^ => |f(x) — L| < c 

x ^ x o * 

lim h(x) = L o V c > 0, 3 8, > 0/ 0 < | x-x () | < 8-, =>|h(x)-L|<c 

x ~* x n 


Luego si tomamos 8 = min{8 x , 8 2 } se tiene: 

n , t . x ]0< |x-jf„ I <5, J |/(jc)-L|<£ 

0 < |JC-JC 0 | <8 o . , => < 

[0< |jc-jc 0 | <S 2 j \h(x)-L\cc 

de donde: L - e < f(x) < L + c 

L — c < h(x) < L + c entonces: 

L — e < f(x) < g(x) < h(x) < L + e, de donde: L - e < g(x) < L + c por lo tanto: 
Si 0 < | x -x () | < 8 => |g(x) - L| < e, lo que significa que: lim g(x) = L 



Para él cálculo de los límites trigonométricos es necesario establecer algunos criterios, los 
cuales mencionaremos en el teorema siguiente: 

a) TEOREMA.- Demostrar que: 


¡) 

iii) 


lim 

x—*() 

lim 


sen jc _ j 

JC 

sen x = sen 


.V-M„ 


*0 


ü) /D.SÍ.Í 

x—>0 x 

iv) lim cos x = cos jc () 


«) 


Demostraremos que 


lim 

v->0 


Demostración 

sen jc _ j 

JC 
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para esto demostraremos la desigualdad: 



< cos x < 


senjc 


JC 


<1 


donde x es el ángulo medido en radianes tal que: 


0<|jc|<| 


Consideremos él circulo unitario con centro en el origen del sistema de coordenadas 
rectangulares XY. 



Sea 0 < jc < 


n 

2 


el arco AP, medido en radianes, donde: 


P(cos x, sen x), A(1,0), B(cos x,0), C(l, tg x) siendo C el punto de intersección de 
la recta que contiene el radio OP con la recta tangente a la circunferencia en A. 

En el gráfico observamos que: 

Area A POA < Area del sector circular OPA < área A OCA 

Donde: Area A POA = — (1) sen x = SCn ' Y 

2 2 


Area del sector circular OPA = -j arco(radio) 2 


x 

2 


sen x x tgx 
-< —<- 2 — 

2 2 2 


, dedonde: 


Arca AOCA = > es decir: 
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sen x < x < tg x dividiendo entre sen x. 


x 1 sen x 

1 <-<- tomando inverso cos x < -< 1 

sen jc cos x x 


..( 1 ) 


Además d(A,P) < arc.AP , (1 -cos x ) 2 + sen 2 x < ,v 2 


jt 2 jc 2 

1 - COS JC <- => 1-< COS JC 

2 2 


...( 2 ) 


x sen x 

Ahora de (1) y (2) se tiene: 1-< cos jc <-< 1 

2 jc 


— (a) 


sixe (~—, 0) suponiendo que < jc < 0 => 0<-jc< — 

2 2 2 


que reemplazando en (a) se cumple: 


, (~x) 2 . . sen(-jc) , , jc 2 senjc , 

1 -- —— <cos(-jc)< - 1 -<1 => 1 - <COSJC< - <1 

2 -jc 2 jc 


t , jc' senjc , , . - n 

Luego 1-< cos jc <-< 1 se cumple para 0 < | jc | < — 

2 jc 2 


Como lim 1-= 1 y lim 1 = 1 entonces por el teorema de Sándwich se tiene: 

. r —>0 2 A ' —>0 


senx f 
lim -= 1 

x-»0 JC 


Ejemplo.- Calcular los siguientes límites: 


© 


.. sen7x 
hm - 

jr-*0 x 


Solución 
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6jt-sen2jt 

lim - 

x-+i) 2jt + 3sen4jt 


Solución 


Dividimos numerador y denominador entre x 


6jc - sen 2jt . sen 2jt 

- o- 

lim -—— = lirn - 

x-+o 2jt h- 3 sen 4jt jt-+o ^ + ^ sen 4jt 

jt jt 


= lim 

x—>0 


6-2 


2 + 12 


sen2jt 

2jc 

sen 4jt 
4 


6-2 _ 2 
2 + 12 ~ 7 


.. 6jt-sen2jt 2 

lim -= — 

■ r—> o 2x + 3 sen A-x 7 



.. 1-COSJt 
lim - 

x—>0 x 


Solución 


.. 1-cosx 

lim - 

x-+o x 


(l-COSJt)(l + COSJt) 

hm - 

*->o x(l + COSJt) 


sen 2 jt 


= lim - 
x-+0 x(1 + cosjc) 


= lim 

x->0 


senjt 

Jt 


senx 

1 + COSJt 


=(1)(|)=0 


/. lim 

x ->0 


1-COSJt 

Jt 


= 0 



.. 1-COSJt 

hm --— 

*-*0 x- 


Solución 


.. 1-cosx 
lim - - — 

x->0 x - 


.. (1-cosx)(1 + cosjc) .. sen 2 jt 
lim ---= lim —-- 

t-»° x'(l + COSJC) X' (1 + cosx) 


= lim( 

x->0 


sen jt ^ 2 

jt 


r-l-= (1)(-U=| 

1 + cos x 1 + 1 2 



cos(wjc) -cos( nx) 
lim --- 

x —»0 r 2 


Solucién 
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.. cos(wx)-cos(//) [l-cos(/;.x:)]-[l-cos//ix] 1 — cos nx \-cosmx 

lim ---= hm ---= lim --- hm - 


jr —>0 


jr—»0 


jr—»0 


= lim 


sen 2 nx sen 2 mx 

- hm 


x ^° x 2 (1 + cos nx) x -+ {) x 2 (1 + cos mx) 


.. .//sen nx f 

= /////( - )- 

jr-»0 nx 


1 


.. ,/wsenmx 2 
- //w(-) 


1 


1 - 1 - cos nx x->o mx 


1 + cos mx 




# . l-cos(sen4x) 

lim --- 

Jr ~ >0 sen“(sen3x) 


Solucién 


l'w 1 - cos(sen 4x) 
sen 2 (sen3x) 


= lim 

x —>0 


., sen 2 4.x . 1 - cos(sen 4x) v 

6 * ( - } 

16jc _ sen~ 4jc 

g sen 2 3jc ^ sen(sen3jc) ^ 2 

9x 2 sen3jc 


16(1)(|) g 
9(1)(1) = 9 


NOTA,- Si se tiene que calcular limites de funciones trigonométricos, cuando x tiene a 
x 0 diferente de cero, aplicaremos el teorema siguiente. 


b) TEOREMA.- Sí lim f(x) = L <=> lim f (jc 0 + h) = L 

x->x 0 h-->0' 

Demostración 

Aplicando la definición de limites se tiene: 

Para cada c >0, existe 5 > 0 tal que sí xe D f y 0 <|jc-jc o |<<5 entonces: 

|f(x)-L|<e ...(1) 

Ahora hacemos un cambio h=x-x n de donde x = x 0 + h es decir la sustitución 
en (1) setiene: x 0 +h&D r y 0< \x 0 +h-x 0 | <e entonces 

| J (x 0 + h) - L | < e, por lo tanto: 
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Ve>0,3 5>0/x o +hsD, A 0<|h|<5 => \f(x 0 + h)-L\ <c 
Luego por defmición de limite se tiene: lim f(x 0 +h) = L 

h—>0' 


© 


OBSERVACION.- En la práctica este procedimiento consiste en hacer el cambio de 
variable de la siguiente forma: 


L= lim f(x)= lint f(x) = limf(x 0 +h) donde: x-x () =h => x = x 0 +h 

x —> . v „ . r - jr fl -> 0 * /*->()* 


A este procedimiento se le da el nombre de reducción del limite de x 0 a 0. 


Ejemplo.- Calcular los siguientes límites: 


lim 


1 - 2 cos x 


x->ni’S K— 3jc 


Solución 


1—2 cos x 1 — 2 cos x 

Aplicando el procedimiento de reducción: lim -= lim - ... (1) 


.V —>— ^ x~-> 0 ^ 

3 3 


o 7T , , K 

Sea x - = h => x = h + — 

3 3 


... ( 2 ) 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


. , l-2cos(/t + —) l-2[cosh.cos—-senh.sen— ] 

UmL± “ü.to- L -1-i! 

-f - v “ 3 ' r *^° n-3(h+—) ~ 3h 


. , r cosh -v/3 U1 

2 2 SCn 1 r l-cosh /-senh 

= lim -----= — lim[ -+ V3-1 

h ->o -3 h 3 h-+o h h 


s 


= _I[ 0 + V3] = -^ 
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1-cosh (l-cosh)(l + cosh) 1-cos 'h sen ~h 

lim -= lim - = lim - = hm - 

h-> o h h->o /j(l-fcosh) a->o h{\ + cosh) h-*o h(\ + cosh) 


senh senh /lw 0 x 0 

lim -.-=( 1 )(-) = — 

h ->o h 1 + cosh 1 + 1 2 



1 + cos/cc 

lim— - 

— 2jc +1 


Solución 



.. 1 + COS 7ZX 1 + COS/CC 

lim— -= lim - 

— 2jc +1 (x -1) “ 


Sea x — 1 = h => x = h+ l 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


.. l-cos7nr .. 1 + cos 7T(/l +1) 

hm — -= lim - 


jc 2 — 2jc +1 


lr 


l-coszi/; 
hm ---= lim 


h-+ 0 


h—>() 


:^(-L) = ^ 
1 + 1 2 


...d) 

... ( 2 ) 


= lim 
h—*0 


1 + cos nh cos n - sen nh sen n 


(1 - COS 7dl)i 1 + COS 7zh) 
/7 2 (l + COS 7 Ú \) 


.. ^zrsen 7di x2 1 

lim ( -) .- 

h-> 0 jdl l + COS7l// 


.. 1 + COS7EC n 2 

lim —-= — 

/i->° _2 jc +1 2 


.. l-cos6x 

7/777 - 

*->o senójc 

Solución 


l-cos6x 

7 / 777 - 

.'->0 sen 6jc 


= iim 

A —>0 


1 - cos 6x 
x 

6sen6jc 

6jc 



donde 


lim 

. r —>0 


1 - COS 6.X 


/7777 6 . 

. r —>0 


sen 6.v 
6jc 


sen 6jc 
1 + cos 6jc 


= 6 ( 1 )( 0 ) = 0 


A* 
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1 -»-sen jc-cosjc 

lim - 

*_>o i-senjc-cosx 


Solución 


1 + sen-cosx 

1 + senjc-cosjc f . x 

hm -= lim - --- 

l -sen jc - cos x *->o l-senx-cosjc 

JC 


sen jc 1-cosjc 

= - 

x->o senjc 1 -cosjc 

-+- 

JC JC 


1 + 0 
-1 + 0 


= -l 


.. 1+sen jc - cos x 

.*. lim -= -1 

x-+o 1-sen A-cosx 



, sen(/r-A) 

lim - 

x->n x(n-x) 


Solución 


scn(n-x) sen(/r-A) 

hm -- = lim - 

x-+k x(n-x) x-k-^o x(n-x) 


Sea z = x - 7i =í> x = z + 7i 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


sen(/r-A) sen(-z) 

hm -= hm - 

x-*n x(n-x) z-** (z + n)(-z) 


= lim 

z->0 



(—) = (i)( 


1 

o+/r 



n 


.. sen(7r-A) 1 

hm -= — 

x(n-x) n 


•..( 1 ) 

...( 2 ) 



.. 1-cos3a 

hm - 

x-+() 1 - COS 4a 


Solución 


, 1 - cos 3a 

lim - 

x-*o 1 - cos 4a 


1 — cos 3 a 

= lim -— X - 7- 
x-*Q 1 -cos4a 


X 


2 


= lim 

x->Q 


^sen3x^2 

x 

^ sen 4 a' ^7 
x 


1 

1 + cos 3a 

1 


1 + cos 4a 
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= lim 

x->0 


(3 


(4 


sen 3x 2 
3x _ 

sen4x 2 

~4x~ 


(1 + cos 4x) 


(1 + cos 3x) 


9(2) _ 9 
16(2) “ 16 



Calcular los siguientes limites: 


© 

1 -sen— 
lim -— 

*->* 71 -X 

Rpta. 0 

© 

,. cos x - cos 3x 
hm --- 

■ r “ >0 X 2 

Rpta. 4 

© 

Un, ' g ‘- Senl 

X -.0 x 3 

Rpta. i 

© 

x-sen2x 

lim - 

*->o x + sen 3jc 

Rpta. -i 

4 

© 

.. 1-Vcosx 
lim --- 

Í -.0 

Rpta. i 

© 

.. sen(x + A)-senx 

lim - 

a->o h 

Rpta. cosx 

© 

j . -«/l + sen x - Vl - sen x 

x->0 x 

Rpta. 1 

© 

'Jcosx -IJcosx 
lim --- 

sen 2 x 

Rpta. —- 

12 

© 

,. cosx-cos2x 

lim - 

1 - COS JC 

Rpta. 3 
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lim 

x—*0 


lim 


1 - cos x 

7 

1 -senjc 


x K . ? 



lim 


cosjc-senx 
cos 2jc 


4 


( 14 ) //w(l — x) tg 

JT— >1 2 


cos(^) 

lim -4=- 

■»-»1 1 - V x 


lim 


sen(x-^/6) 


lV3/2- 


COSJC 




senjc-cosjt 

1-tgx 


© /im(~x)tgx 

X / 

r—k_ 


.. senjc-sena 

//w- 

x-¿7 



Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 


7 

2 

2 

S 

2 

2 


n 

Rpta. n 

Rpta. 2 


Rpta. — 

■J2 

Rpta. 1 


Rpta. cos a 



lim 

x—>a 


cos x - cos a 
x-a 



lim 

ln 
x —>— 
3 


sen 6jc 
3x - 2 /r 



lim 

h-> 0 


sen 2 (// + c/)- sen 2 ¿7 
h 


Rpta. -sen a 


Rpta. 2 


Rpta. sen 2a 
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.23) lim 




sen 3jc.sen 5x 


u-x 3 ) 2 


3sen7Et-sen37Cc 
lim - - - 

x->() JC 3 


lim 


47 


+ 4 -3cosjc + 1 


26) lim 


o 1-COSJC 

sen 2 6jc + tg 3jc 


r ->iL 3x-n 

3 


Rpta. 15 


Rpta. 4 n~ 


Rpta. 1 


Rpta. -1 


2?) lim tg 2 x(4l sen 2 x + 3 sen x + 4 - Vsen 2 x + 6sen x +12) 


Rpta. — 

12 


28) lim 


© 


(n + 2jc) cos(-^ + 3*) 
, n 


x ^- sen(3y + 3jc) 


,. sen(<7 + 2x) - 2 sen(a + jc) + sen a 
hm --- 

X->() Y 2 


® j cos (a + 2jc) - 2 cos(¿7 + jc) + cos a 

_ r —>0 


J. tg(¿7 + 2x) - 2 tg(q + a) + tg ¿7 


32J lim 


(1-cosjc) 2 
*->(» (g 3 x _ sen 1 jc 


COSJC 
hm 


<t n 

x ~*— - x 

2 ? 


tg JC 


2 

Rpta. y 


Rpta. -sen a 

Rpta. -cos a 
2sentf 


cos 3 a 


Rpta. 


Rpta. oc 

Rpta. 1 

Rpta. a 
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® 

(1-senx) 3 
hm -- 

x-tl (1 +COS2AT) 1 

„ i 

Rpta. — 

64 

® 

sen(l-x) 
hm —p=- 

*-»> -Jx ~1 

Rpta. -2 

® 

/4 4 2 

.. Vjc -jc sen x 

lim - 

1-cosjr 

Rpta. 2 

® 

.. 2-a/cos.v-cosjc 
hm --- 

x 2 

Rpta. ~ 


1-2cosjc 

hm - 

x , rt , 

*-»ysen(x-y) 

Rpta. -J3 


lim ** 

Jr_>0 (tg.v-sen or)" 

Rpta. 4 

® 

/™ ‘ 8 “ 
jr->o (1 - cos ax+v) sec ax 

Rpta. a 

® 

1 sen(v 2 -10v + 25) 

Rpta. — 

20 

'-sv^+sv^-nsv+^Ts 

® 

h"H , ) 

x-*o se n * jc 1 — cos jc 

Rpta. ~ 

© 

jcsen(sen2x) 

lim - 

x->o 1 - cos(sen 4jc) 

Rpta. — 

4 

® 

.. COSJC 

lim -. .—r 

x-+l V 1-senjc 

2 

Rpta. -Jl 

@ 

.. cosjc-Vcos2x 

hm - 

v-+« jcsenjc 

Rpta. -j 
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lim 

x~>x 



lim 

jr ->0 


l-senjt/2 


X X 

cosjc/2(cos —sen—) 
4 4 


cos(a +jc)- cos(a - x) 



lim 

, r ->0 




lim 

jr —»0 


V 1 + senjt -Vl-senjt 
Xgx 

1 - cos jtVcos 2jt 



lim 

. r —>0 


4cosjc-cos 2jt-3 
jtsen 3 jt 


lim 


l-4cos 2 Jt 


8sen(jt-zr/3) 


//m(jt-l)sen(-) 

Jt-1 



Rpta. -2sena 

Rpta. 1 
Rpta. y 
Rpta. oo 

Rpta. 0 

Rpta. 0 



lim 

x^>\ 


2jc 3 -cos(jt-l)-l 


Rpta. 3 



5senjt-3cos:t + 3 

Itm - 

2tgJt + l-cosjt 



lim 

x —>a 


sen 2 jt-sen 2 tz 
x-a 


Rpta. sen 2a 


lim 

x->0 


cosjt-cos(sen2jt) 


Rpta. 


2 




2 
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lim 

, r->0 


1-cosxcos 2jccos3jc 
1 -cosjc 


Rpta. 14 


lim 

x—»0 


sen(2x + a) - 2 sen(x + a) + sen a 


Rpta. sen a 


Jt‘ — x 


lim( 
x-+\ sen(jc-l) 


4x -1 
sen(jt -1) 


) 



1-senjc 

COSJC 



lim 


/T 


r — 

3 


l-4cos 2 x 
8sen(jr-y) 


lim W - axx) 

x->0 JCtgJC 



lim 

x->0 


tg(*+—)-l 
4 

sen jc 


.. Vl + x-ctgjc-l + cos ecx 

lim - - - 

*-*o x 


© 


lim 

x->0 


1-cosx 
sen 2 jc 


lim 

x->0 


(2-2cos jc) 2 



a) FUNCIÓN EXPONENCIAL DE BASÉ “A” POSITIVA 

Sea a gR + y a *1, a la ílmción exponencial de base “a” definiremos en la forma 
siguiente: 

exp^ = ¡ (x.y)<~XxRj y = a'} 


donde su dominio es <-*> , +oo> y su rango es <0,oo> 

Si a > 1, la función y - a' v es creciente grálica (a) 

Si 0 < a < 1, la función y - a' v es decreciente gráfica (b) 


Si a = e entonces y = e x su gráfica es (c) 
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UU tim e x = +oo 

.v—>+oo 

© lim e x =0 

.v->-oo 

® lime x =1 

• r -*0 

^ 4 ) lim e~ x = 0 


b) PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN EXPONENCLAL.- 

Si a, b > 0, entonces: 


,**y 


© o°= 1 © a x x¡ y =a x 

© £l = a x ~ y © (ab) x =a x b x 

a } 

Ejemplos.- Trazar la gráfica de las siguientes íünciones. 


® (a x ) y =a v 


l x x 


© y = 2 x © ,v = (-) 


Solución 


Como a = 2 > 1 => v = 2 v es creciente Como ¿z = — < 1 => v = (—) A es decreciente 

2 2 
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c) FUNCIÓN LOGARÍTMICA DE BASE W A” POSITIVA.- 

De la defmición de la ñinción exponencial y = f(x) = a x a > 0, a * 1 se deduce 
que dicha función es inyectiva y por lo tanto tiene inversa. 

Luego a la función inversa de y = f(x) = a x le Uamaremos función logarítmica de 
base “a” y la defmiremos en la forma siguiente. 


Defínición.- A la función f: <0, + oo> -> R defmida por: 



Le llamaremos fimción logarítmica (ó función logaritmo) de base a donde a>0, a*l 
Se sabe que log„ x es un número único b, tal que x = a b es decir: 



NOTA: log a x = b se lee “el logaritmo en base “a” del número x es b” 


OB SERVACION 

La fimción logarítmica de base “a” tiene por regla de correspondencia la ecuación: 



donde 


i) Si a > 1, la función f(x)=\og a x es creciente 


ii) Si 0 < a < 1, la función f(x) = log a x es decreciente 
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d) PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN LOGARÍTMICA 


Si a, b > 0; entonces: 



© log„ 1 =0 

© 

log„ a = l 

© log„ AB = log„ A + log„ B 

© 

log„ - = log„ A —log„ B 

© log„ A" =nlog u A 

© 

log„ n fÁ = — log„ A 
n 

© log„¿ = —í— 
log* a 

© 

, io gfc A 
log„ A = 

log* a 


OBSERVACION,- 


Si 


:*XvXvXvX‘!*;<'X*x*x*Mv!*:*x , XvX*:*x*x*ivX-x<*:*x*XvX*:*:-!:*x* 


DEFINICIÓN.- La función logaritmo cuya base es e, se llama fimción logaritmo 
natural ó neperiano y denotaremos por: 


x~tn x 



donde D f < 0,+oo > y R f =R 


f 


(7) lim Ln x = +oo 

jr-»+« 

© lim Ln x = -oo 

r-*() 
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DEFINICIÓN.- La íunción cuya base es 10. se llama función logaritmo decimal ó 
vuigar y se denota por: 


m ? 


OBSERVACION 

ln e x - x 


© 


e lnx =x 




i _ 

La expresión (1 + —) tiene limite comprendido en 2 y 3 cuando n 
n 


es: 


' : 2m 


IIÍIIlilllll 




a) Defínición.- A1 número e definiremos como el límite de la expresión (1+—) 

w 

cuando n-v», es decir: 


• ' gg 

WÉmñ* ~ e 
S ?í. • 


donde: e = 2.718281828459045. 

OBSERVACION 


(í) La función (1 + —)* tiende al número e, cuando x ->*. es decir: 


mmmmm 

iiiiiliilli 


(?) Sea r = — => jr = — cuando x -+ »; z -> 0, entonces: 




x 
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Para el cálculo de los limites de la forma /im(f(x))* (x) se consideran los siguientes 

X ->u 

casos: 

ler. Sí existen los límites lim J (x) - A y lim g(x) = B y son finitos, entonces: 

x ->a ’ x-ya 

lim( f(x)) g(x) =(lim f (x)y~ , ° g{ * = A b 

x—>a x~>a 

2do. Si lim f(x) = A* 1 y lim g(x) = ±® , entonces lim( f(x)) gM es inmediato. 

x—>a x ->a x—>a 

3er. Si lim f(x) = A = \ y lim g(x) = ±oo (l 00 indcterminado) 

x—>a ' x->a 

En estos casos, estos límites se calculan de la siguiente forma. 

A la íunción f(x) expresamos así: f(x) = 1 + (x) donde lim <p(x) = 0 

x ->a 

Luego se hace la sustitución y se aplica la deñnición del número e. 



OBSERVACION,- En el cálculo de los límites de funciones logarítmicas se aplica 
la propiedad siguiente: 
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© 


© 


Calcular los siguientes límites. 


jc- 4 v _ 2 
lm[ --] 

x~*v X +1 


Solución 


JC-4 ? -5 ? -5 (x-2) lim 5(V 2) 

/;m[-—f' 2 = //w[l+— f 2 = //m[(l + —) 5 ] ' +1 = <?'~ **» =é>- 5 

.V + l v-.a L X + 1 J r-^ar 1 ' JC + 1 


, r -v 2 +3 , 
lm[— ——] 
r-»</ x' +4x 


Jt*-1 


Solución 


_3_ 

, x 2 +3 , + x 2 1 + 0 , 

lim —-= lim-=-= 1 

*-+*> x “ + 4x j + ^ 1 + 0 


Ahora hacemos la transformación indicada en el criterio establecido. 


? ^ X'-l 

jr +3 


3-4jc 


.r‘-l 


_ _ 2 + 4r .VJ 2 -!.. 3-4x 

3 -4jc —.(-K-r—) 


lirn [~——] r = lim [1+ ' = lim[( 1 + " ™ ) 3 ~ Ax ] x * 1+4x 

r ~ +u x~ +4x •'-»* x~+4x x ~ +v ' x ~ +4x 


= exp {lim 


(x -l)(3-4x). -4 


.v(x " +4x) 


i = e 


(T) lim (4x +1 — Jx~+\)^ 


Solución 


lim(4x+ 1—yjc+T) 77 = lim [l + (Vx-VjcTT)]^ = lim [1+ n \ _ 

x-* v ^ +x *“>+ £C ’ ~Jx - V* +1 


= lim [(\ + - r ^- l l ^=, y t ' ¡x+477l) ] 
. v _, + °o Vjc-Vjc + 1 


‘Jx+'Jx+l 



= e 


- 1/2 
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lim - Ln I— 
-r->0jc VI -X 


Solución 


liffi — Ln 


1 T / 1+JC 1 T ,1 -h JC^i/jr 1 


= lim—Ln( -) - — Ln[lim( 


(1 + *) 


1 /x 


x-+ox V 1-jc x->o2 1-x 2 *-»o [Q+ («*))“ 1/x j( 


-)] 


= — Ln(-~) = — Ln e 2 =Ln e = 1 


lim — Lnjl^- = 1 

x->ox Vl-jr 


© 


.. ,sena + sen3x^—r: 

hm( -) sen3r 

senfir-sen3x 


Soiución 


^ .. sena + sen3jc sena + 0 , 

Como hm -=-= 1 

x-+o sen a - sen 3 jc sen a - 0 

Entonces transformamos la función mediante el criterio establecido. 

í 


lim( 


sen a + sen 3* 


í 


*—*o sencr-sen3jc 


) sen 3jr = lim (1 + — 2sen3x —) sen ix 
*->o sen a - scn 3x 



r/1 2sen3x 

= lim[( 1 +- 

x-*o sen a - sen 3x 


sen a -sen 3.v 
, 2sen3x 


Jsenfl-sen3jc — g ’ 


-»o sen fl-sen 3x 


— e 


i 

sen a 


lim (cos jc + a sen bx) 1 ' x 

jr—>0 

Solución 

Como lim( cos jc + a sen/? jc) = 1 + 0 = 1 entonces transformamos la flinción mediante el 

-v—>0 

criterio establecido 


lim (cos jc + a sen bx) Ux = // m (1 + (cos jc + a sen bx -1) 1 ‘ x 

x —►() x-+0 


1 cosjr+flsen.v-1 


lim [ ( 1 + (cos jc + a sen bx -1)) cos ■ a sen bx ~ l ] 

.v->0 
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= e x 


cosjr+asen6jr-l . , sen6jr 1-cos jt . 

Itm - hm (a h -) 

o bx x =e ab ~° - e ab 


= e x 



lim ^ 

x-*0 x 

Solución 

Sea a =e x -\=>e x =l + a tomando logaritmo 

=> Lne x = Ln(l + a) => xLne = Ln(\ + a) 
Cuando x ->0; a->0 entonces: 


x = Ln(l+a) 


e x -1 a 1 1 1 

lim -= lim Ln(\+ a ) = lim -—— =-= - = 1 

x o a-+o Ln(\+ay a Lne 1 




X- >0 X 


Soiución 


Sea a = l x -\ =>1 Á =1 +a => Lnl x = Ln(\ + a) 


=> jc = 


1 

Lnl 


Ln(\+a) 


Cuando x—>0; a-->0 entonces: 


.. 1 X -1 f . a r n f 1 r _ 1 _ _ 

Um -= lim —--= Lnl. lim -— = Lnl. -= Lnl 

v *o x a-+o 1 Ln Q { <*-*o Ln(\+a) ha Lne 

Lnl 



l x -5 X 

lim - 

x->o x 

Solución 

En este límite se debe de aplicar el criterio del ejemplo (8) es decir la forma del límite del 
ejemplo anterior. 



jr->0 x 


(7" — 1)-(5*-!) 

x->0 x 


= lim - lim -= Lnl - Ln5 = Ln 

x-*0 X x->0 X 
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9 x_ r 

l\m - 

x -+o 8* -6 X 

Solución 

Ahora debemos de expresar en la forma del ejemplo anterior, dividiendo entre x 


9 X -l x 


9 X -1 l x -1 


9' -l x 
lim -= lim 


x 


= lim 


. 9 

ln9-ln7 7 


x -»0 8 x — 6 X jt->o __ 6 X x->o 8 * — 1 6 X — 1 In 8 -ln 6 j n j 

xxx 3 


© 


lim 


sen 3jc-senjc 


x->o Ln ( 1 + jc) 


Solución 


sen 3jc-senjc 


sen 3 jc sen jc 


.. sen3jc-sen;c 
hm -= lim 


= lim 


3 jc 


jc 


3(1)-1 3-1 


r->o Ln ( 1 +jc) JL¿ W ^ + Jc j Lw( 1 +jc) 1/x 




1 


= 2 


© 


lim 

.r—>0 


av fiv 
£ — g 


e m - e ^ e m 
lim - -— = lim (-— 

-v—>0 x *->0 JC 


Solución 

-1 e^-l 


) = Lne a - Lne p = aLne-pLne = a-p 


iil 





Hallar los siguientes límites: 


© 

+ , 2í + V* ! 

,r-»or. X 3 + 4 

Rpta. ¿ 

© 

.X 1 -2x + l 

lim(— -) r 

x' -4x + 2 

Rpta. f 

© 

3x-4 411 

UmC ) 3 

3jc + 2 

Rpta. t’ 


2 


2 


- 2/3 
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1 


© 

lim( cosjc + senx)* 

T-*0 

Rpta. 

e 

© 

.. Ln(a + x)-Lna 
lim - 

Rpta. 

1 

*-»0 X 


a 

® 

lim jc(ln(jc + fl)-lnjc) 

X-KT 

Rpta. 

a 

© 

? senjr 

Um(\- 2x * } — 

Rpta. 

3 

x^o x - -3jc + 2 


2 

® 

V 2 -l — 

lim (——) ,+1 
*-+*• x ' +1 

Rpta. 

1 

® 

,. ,x 2 +l.¿ 
lim (——-) 

*-*’*> x~ -2 

Rpta. 

e 3 

© 

lim tfl-2x 

x—*0 

Rpta. 

e" 2 

© 

.. f x + a. x 
lim (- ) x 

jt-x» x-a 

Rpta. 

e 2fl 


„ m , x ' +2x+i ^ 

*-* +,r - x + 4 

Rpta. 

<T 2 


í 


3 

@ 

lim( 1 -sen3.x) 2jr 

jr->0 

Rpta. 

e" 2 

© 

m 

lim (e x + jc) - v 

A—>0 

Rpta. 

e 2 " 

© 

1 

lim(x + e x ) x 

x-*l) 

Rpta. 

e 2 

© 

(x+a) x+a (x+b) x+b 
*™ (x + a + b) 2x+a+b 

Rpta. 

e ~{a+b) 
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© 

//m( V ^/l + senV3x) sen ^ 

*->() 

Rpta. 

e* 

@ 

. 1 

4 *sen— 

Um ( , ) 3 ' 

x—»•+» 1 

.. lóxsen— 

V 4x 

Rpta. 

m 

© 

ln(jc + //)-lnjc 
//w - 

x-»^x /; 

Rpta. 

i 

JC 

© 

//WÍ 1 + tg *)»«"* 
x-*0 1 - tgJC 

Rpta. 

e 2 

© 

lim{ 1 + tgX )™* 
x-+o 1-senjc 

í 

Rpta. 

e 2 

© 

//W (V2 — v/ COS JC ) x2 
x— >0 

Rpta. 

1 

© 

1 

lim( cosx) 

x->0 

Rpta. 

1 

i 1 

© 

lim(cosJ^-) bx 

X-+» V 

Rpta. 

15 ab 

e 2 

© 

!/»[(*'+*)'■' 

•r->o (l + sen x) r 

Rpta. 

e 

© 

lim (senx)‘ 8Jr 

Jl 

x —>— 

2 

Rpta. 

1 

© 

1 

cos X -2 
hm{ )' 

x->0 cos2jc 

Rpta. 

3 

e 2 


//m(l + x 2 ) ,tgijr 

x —>0 

Rpta. 

e 
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1 


© 

lim( \ + tg$fx) 2x 

x—>0 

Rpta. 


1 

lim( cos jc) senjr 

x-*0 

Rpta. 1 

© 

, ln(cosjc) 
hm -;— 

x->0 x 2 

R p ,a 


sen .r 

lm 

x-*0 x 

Rpta. — 

e 

© 

ln(cosajc) 

lim - 

*->o ln(cosZ)jc) 

Rpta. (^) 2 


Um ln(1 + ^> 

x-P-ao X 

Rpta. 0 

© 

lim 

x->+* X 

Rpta. 1 


3 

lim wx ) 

x-+0 X ' 

£ 

Rpta. e 2 

© 

e^-e^ 

lim -— 

x—>o senca-senpjc 

Rpta. 1 


.. sen2x 

lim - 

x-+o ln(l+jc) 

Rpta. 2 

© 

i. . 1 l^ 

//w(sen—+cos~) 
x->™ x X 

Rpta. e 


„x-h „x-h <■) x 

a +a -la A 

lim -;- ,a > 0 

A-.0 f,- 

Rpta. a x Ln 2 a 













Limitesy Continuidad 


417 


© 

x-a 

lim - 

x-+a Lnx - Lna 

Rpta. 

a 

© 

lim _1 

jt->n k bx - 1 

Rpta. 

a 

~b 

@ 

/• ° x ~ ah 
hm -, a > 0 

x-*h x-h 

Rpta. 

a b Lna 

© 

,. 1 . Jl + flA' 

lim — ln^j- 

v->o ax V1 - ax 

Rpta. 

2 

3 

© 

,. 5' -4 X 
,t -»0 x - -x 

Rpta. 

4 

© 

lim x * 1 
x->\ jclnjc 

Rpta. 

1 

© 

í 

x->2 2 

Rpta. 

■fe 

@ 

.. ln(cosjc) 

hm - 

*-><> In(l + x‘) 

Rpta. 

1 

2 

© 

.. sen 2 3x 
lim —-- 

• r ' >0 ln 2 (l + 2x) 

Rpta. 

9 

4 

© 

x->o 1 + senjc 

Rpta. 

1 

© 

í í 

,a x +b\ x 

hm (-i-) 

2 

Rpta. 

~Jab 

© 

;• / a a xX 

lim (cos —f- //. sen —) 

x->* x X 

Rpta. 

e an 

© 

lim [3 ir+')]*?—» 

x—*-s ax 

Rpta. 

e A '* 
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lim 

. r —>0 


Lti(nx + JT- trx 1 2 ) 
Ltt(x + Vl -x 2 ) 


Rpta. n 



f . 1 + senx.cosax vrtc 3 

lim( -) * 

l + senjc.cos/3 jc 



lim[ 

X ~*u 


4x-4a 


X 7t 

x 

+ ( 2 —) 

a 


] 



lim( 

x ■*() 


a' +b x +c' 


3 


)' 



Jim 

x —>0 


ln(l + jc+.r 2 ) + ln(l-.'c + Jc 2 ) 

1 

x~ 



Rpta. 


P 2 2 
e p -a 


Rpta. + e n 

3 a~* 


58 ) Um?- 1 ' 


jr->o _5* 


( 60 ) limjl + c lgx) secx 

X —>— 

2 


a) DEFINICIÓN,- Consideremos una recta L y un punto A que se desplaza a lo 
largo de la curva C: y = fífx), cuando la distancia entre la recta L 
y el punto A de la curva tiende a cero, cuando el punto A tiende al infmito, entonces 
a la recta L se denomina asíntota de la curva, es decir: 
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b) DEFINICIÓN,- La recta x = a es una asíntota vertical de la curva C: y = f(x) si se 
cumple una de las relaciones siguientes: 

i) lim f(x) = ±*o ii) lim f(x) = ±<*> iii) lim f(x) = ±*) 

v-></ x-*a* x->u' 

Ilustración Gráfica 




lim f (x) = 

X *u‘ 



lini f(x) - +oo 

.v >a ‘ 



lim f(x) = ~?o 

x~*u 



lim f(x) = -oo 

x — >u 4 



x->a 
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c) DEFINICIÓN,- La recta y = k es una asíntota horizontal de la curva y = f(x) si se 
cumple una de las siguientes relaciones: 

i) lini f(x) = k ii) lim f(x) = k iii) lini f(x) = k 

X—>■+■(/■ ' x-></•' 




d) DiTinición,- La recta y = a x + b es una asíntota oblicua de la curva C: y = 0¡x) si 
se cumple que: 


lim [/(jc)~(tfjc+fe)] = 0 ó 

x 



lim [J (x)-(ax + b)] = 0 

X~> X* 



OBSERVACION.- La forma práctica de encontrar ias asíntotas oblicuas (horizontales) 
de una curva y = f(x) es de la manera siguiente: 

f ( y ) 

Si exislcn los límites lim -—— = k , lini [f(x)-k] = b 

x -»±or. X x—>±</- 


La recta y = k x + b es una asíntota oblicua (a la derecha cuando x -++to y a la izquicrda 
cuando x—>-x=) y es una asíntota horizontal cuando k=0. 
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Ejemplo.- Hallar las asíntotas de la función: 


Q y(x- 3) = x 2 +9 

Solución 


y(x-3)=x 2 + 9 =>y = 


x 2 + 9 
x-3 


como el denominador se anula para x = 3 entonces: 


v“ +9 

lim -= ± oo entonces x=3 es una asíntota vertical 

v->3 x-3 



x +9 

Ahora calculamos las asíntotas horizontales si existe y = k donde k = lim -= +oo 

jc-3 

Por lo tanto no existen asíntotas horizontales. 

Calculando las asíntotas oblicuas: y =mx + b donde: 

/• y i ■ x 2 +b 

m = lim — = lim -= 1 => m = 1 

,r->±oo x x ->±™ 2 X- 3 X 

b = lim (y - mx) = lim (^——) = lim — = 3 =>b = 3 

x->±x r—>±c¡c X —3 r->±oo X ~3 

Luego la asíntota oblicua es la recta: y = x + 3 
x 2 +3 



Solución 


Observamos que el denominador se anula para x = + 2 y además 


lim 

.r ->±2 


x 2 +3 
V* 2 -4 


= - 1-00 


entonces se tiene que x = ± 2 Son las asíntotas verticaies. 


Ahora veremos las asintotas horizontales: y = k 


donde k = lim 

x->v 


jc 2 +3 
4x 2 - 4 


= ±oo 


Por lo tanto no tiene asíntotas horizontales. 
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Calculando las asintotas oblicuas y = mx + b, donde: 

= ±1 


y 

k = lim — = lim 


x 2 +3 


X— ►±oo X X—>±orj 


X'U 1 -4 




b = lim (y-mx) = lim ± jc) = 0 b = 0 

~ ±ao Vjc-4 2 

Luego las asíntotas oblicuas son y = x , y = -x 


X“ + 1 3 r~ 

y =— 

jc-1 


Solución 


x 2 +i 

Se observa que el denominador se anula para x = 1 y además lim - 

x-+\ x — \ 

entonces la asíntota vertical es x = 1 


-W= 


jc 2 +1 i _ 

Calculando la asíntota horizontal y = k, donde: k = lim -— + \íx = oo 


*->*> jc-1 


Por lo tanto no tiene asíntota horizontal. 

Calculando las asíntotas oblicuas y = mx + b donde: 


.. y .. jc +1 vjc . 

m = lim — = lim — -+— = 1 

X-** X x->* X 2 —x X 


X 2 -j-t f— 

b = lim (y - mx) = lim (-+ \¡x - x) = oo, Luego, no existe asíntota oblicua. 

x-+v x->ct> x — 1 


© 


y = 


a-(a-x) 

i •) 

a~ +jc“ 


Soiución 


<*>• 


Cálculo de las asíntotas verticales, como el denominador no se anula para ningún valor 
real de x entonces no tiene asíntota vertical. 
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Cálculo de la asíntota horizontal: y = k donde: k = lim 

X-+0O 


a ¿ (a-x) 
a 2 +x 2 


= 0 


Por lo tanto la asíntota horizontal es y = 0. 

Cálculo de las asíntotas oblicuas: y = mx + b donde: 


y a-(a-x) 

m = lim — = iim —--— = 0 

*-*•' x *-** a~x+x 


1 ( _ » 

b = lim (y-mx) = lim —---—0 = 0 , Luego y = 0 es la asíntota horizontal. 


a 2 +jc 2 



2x 2 -5x-3 
x-1 

Solución 


Como el denominador se anula para x = 1 y además: 
asíntota vertical es calculando la asíntota horizontal: y 


lim 

Jr—>1 


2x 2 -5x-3 
x-l 


= k, donde: 


= oo , entonces la 



k = lim — ---= oo. Por lo tanto no se tiene asíntota horizontal. 

JC — 1 

Calculando las asíntotas oblicuas: y = mx + b donde: 

y 2x 2 -5x-3 ~ 

m = hm — = hm ---= 2 

x->-f' X x->v —x 


, .. . ... ,2jc 2 -5x-3 ^ , .. .2x 2 — 5jc —3 —2jc 2 +2x .. -3x-3 - 

b- hm(y-mx) = hm( - : - Zx) = lim( -= lim — = -3 


jc-1 


JC-I 


JC-I 


Por lo tanto la asíntota oblicua es: y = 2x — 3 
> ,2 (jc-2d) = jc 3 -tf 3 


Solución 
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y 2 (x-2a) = x'-a' =* y = ±J*Lj!L 

V x — 2a 

Se observa que el denominador se anula para x = 2a 
Además lim ± J——— = ±oo, por lo tanto x = 2a es la asíntota vertical. 

x->2a v x-2a 

Calculando la asíntota horizontal: y = k donde: 

k = lim ± J-= ± 00 , por lo tanto no se tiene asintota horizontal. 

v x-2a 

Calculando las asíntotas oblicuas y = mx + b, donde: 

m = lim — = lim ± ~ x --=— — = ±1 
^ K x x +±* x^x-2a 

- ±a 

oblicuas 

Hallar las asíntotas de las siguientes funciones: 

(T) v(Jf-3) 2 = x 2 +9 

( 2 ) x 2 (x+y) = a 2 (x-y) 

(T) .v v 2 - 3 v 2 - 4x - 8 

y = ^jx 2 +x -x 

© x>- 2 + vx 2 = fl 2 


Rpta. x = 3 , y = 1 
Rpta. y = -x 

Rpta. x = 3, y=-2,y=2 

Rpta. y= 

Rpta. x = 0, y = 0, y = -x 


/?= //w ( v - mx) = lim ±(J~ — ~~ ±x) = 

x—*±vj y jf - 2¿7 

por lo tanto y = ± (x + a) son las asíntotas 
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© 

lx + a 

y = x 

V x-a 

Rpta. x = a 

© 

x 2 (x-y) 2 - a 2 (x 2 +y 2 ) = 0 

Rpta. x = ±a 9 y = x±aV2 

© 

II 

S* 

1 

Rpta. x = 1, x = -1, y = ± x 

® 

y = |x+4| + 

|x|-3 

Rpta. x = ±3, y = x+4, y = -x-4 

© 

x 2 

' V x 4 - 12 x 2 + 2 x 3 - 8 x + 32 

Rpta. x = ±2, x = -4, y = 0 

© 

x 2 +3 

y = , - 

*Jx 2 +1 

Rpta. y = -x, y = x 

© 

x 2 + 2 x-l 

y = 

V 

Rpta. x = 0, y=x + 2 


© 


j> = 3-2jt- 


-Jx 2 ^: 


Rpta. x = 1, x = 2, 




© 

f(x) = 

1-x 2 
x 2 -4 

@ 

f(x) = 

© 

f(x) = 

x 2 +2x + l 

Jt 

© 

f(x) = 

® 

f(x) = 

llóx 2 +4jt-6 

V 9x 2 -6x-8 


f(x) = 

© 

f(x) = 

1 9x 2 -6x-8 

Íl6x 2 +4x-6 

@ 

f(x) = 


x-5 

x 2 — 7jc + 10 


2x 2 +5x- 8 
x + 3 


x 4 — 5 jc 2 +4 
x 2 +2x-24 


20 + x-x 2 
x 2 +4x-12 
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© 

f(x) = 

Í21 + 4x-x 2 

V x 2 +7x-8 

© 

f(x) = jx 4 -x 2 -9x 2 +9x 

© 

f(x) = 

V* 3 -3x 2 -9x+21 


f(x) = *Jx 3 -5x 2 -25x + \25 

2 3 i 

© 

f(x) = 

3jc 3 +3jc + 1 r~i 7 

-—+V* +4 

x + jc-6 

© 

. x -x +1 r^z 7 
f(x) = - - - +fx ¿ +4 

x +1 

@ 

f(x) = 

-6x 5 +4x 4 +5 / 36 2 5 



i y J Ua i J 

x 3 -6x~ -4x + 24 





a) CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO.- 


Consideremos una función real de variable real f: R->R, diremos que la función f es 
continua en el punto x = x 0 , si y solo si, se cumple las tres condiciones siguientes: 



OBSERVACION,- Cuando una de las tres condiciones ó más no se cumple, se dice 
que la función f es discontinua en el punto x = x {) . 

b) PROPIEDADES SOBRE CONTINUIDAD.- 

© Consideremos dos funciones f y g continua en jc = jc 0 , entonces: 

a) f ± g es continua en el punto x = x 0 

b) k f es continua en el punto x = x () , k e R 

c) f.g es continua en el punto jc = jc 0 
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La función polinomial defmida por: 

/(jc) -a n x n +...+fl 1 x4-a 0 , a n *0, donde n es entero 

positivo y üí tR , i = 0,1,.. .,n es continua. 

La función racional /(x) = -— es continua en todos los puntos x = x 0 

h(x) 

donde h(x 0 )* 0 

Si lim g(x) = h y si f es continua en b entonces: 

X-»JC 0 

lim f(g(x)) = f(b) = f(lim g(x)) 

x—>x 0 x->x 0 

Si g es continua en jc 0 y f es continua en g(jc 0 ), entonces la función 
compuesta f o g es continua en jc = jc 0 . 



a) DISCONTINUIDAD EVITABLE O REMOVIBLE.- 

Diremos que la función real de variable real f: R—»R tiene una discontinuidad 
evitable ó removible en un punto x = x 0 sí: 

i) Existe el número lim /( jc) 

x->x 0 

ii) x 0 £D f o bien x 0 eD f se tiene que: lim /( jc)* /(jc 0 ), en este caso 
definiinos la función 


© 

© 

© 

© 
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b) DISCONTINUIDAD NO EVITABLE O IRREMOVIBLE.- 

lro. Discontinuidad de primera especie.- Diremos que la función f(x) tiene 
una discontinuidad de primera especie si existe los límites 
laterales lim f(x) y lim f(x ), fmitos y diferentes. 

X—>X Q ~ JC—>JC 0 + 

2do. Discontinuidad de Segunda Especie.- Diremos que la función f(x) tiene 
una discontinuidad de segunda especie en el punto x 0 , si no existe lim f (x ), 

o si uno de los límites laterales es ± oo. 

EJEMPLOS DE APLICACIÓN 

Determinar los valores de x para los cuales la función f es discontinua y construir la 
gráfica. 



f(x) = \ 2x 1 ’ X *l 

( 3 * % — 2 

Solución 


Analizaremos la discontinuidad en el punto x = 2 

i) f(2) = 3 existe 

ii) 3 lim f(x) o lim f(x) = lim f(x) 

x-+2 x->2~ jc -> 2 + 

lim f(x) = lim 2jc —1 = 4 —1 = 3 

x->2 x—>2~ 

lim /(jc)= lim 2jc—1 = 4—1 = 3 

jc-> 2 + Jr-»2 + 
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iii) lim f (x) = /(2) = 3 , por lo tanto la función f(x) es continua en todo x. 

x—>2 

© /w-4t 

Solución 

i. jc 4 -81 (jc 2 +9)(jc + 3)(jc-3) 2 r\ 

Primeramente simplificamos: / (jc) = — - = ----- - = jc + 9 , x*-3,3 

x 2 -9 (* + 3 )(jc-3) 

La fiinción f(x) tienen puntos de discontinuidad evitable en los puntos x = -3, x = 3 
Ahora defmiremos a la función de tal manera que sea continua en todo x. 

limx 2 + 9 = lim x 2 +9 =18 

jr—>3 x-*-3 


f(x) = 



+ 9 


para x* 33 p or ^(0 F(x) es continua V x. 
para x = -33 



f(x) = 


x 3 -2x 2 -llx + 12 
x 2 -5x + 4 


Solución 


Primeramente simplificamos: 


f(x) = 


x 3 -2x 2 -1 lx + 12 
x 2 -5x + 4 


(x-4)(x-l)(x + 3) 
(x-4)(x-l) 


= x + 3,x*l,4 


Luego la función f(x) tiene puntos de discontinuidad evitable en los puntos x = 1, x = 4. 
Ahora definiremos la función de tal manera que se continua en todo x. 

lim f (x) = lim x + 3 = 1+3 =4 y lim f (x) = lim x + 3 = 4+3 = 7 

x —>1 x—>l x->4 x->4 


F(x) = { 


x + 3 para x * 1,4 

4 para x = 1 . Por lo tanto F(x) es continua Vx. 
7 para x = 4 
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2x + 3 si x<l 

8-3x si l<x<3 

jc+3 si x>3 

Solucién 

Los posibles puntos de discontinuidad son 1,3 analizando la discontinuidad en x= 1 y x=3 

i) fí 1) = 5, f(3) = 6 existen 

ii) 3 lim f(x),3 lim f(x) 

x —>1 x-»3 



lim f(x)= lim 2jc + 3 = 2 + 3 = 5 
x-*r x~>\~ 


3 lim f(x) = 5 

X —>1 


lim f (x) = lim 8 — 3jc = 8-3 = 5 

x-*l + x-*l + 


lim f(x) = lim 8-3x = 8-9 = -l 

x-*y x-+y 


Como lim f(x) * lim f(x) => 3 lim f(x) 

x-»3' x-»3* X-»J 


lim f(x)= lim jc + 3 = 3 + 3 = 6 

x-»3* x-»3* 


Por lo tanto la función tiene una discontinuidad de primera especie en x=3. 



jr 3 - 27 sig(x - 1) . , . , 

- - - , si -5<jc<0ajc*-3 

jc 3 +3x 2 +3x-9[|||] 



si 0<x <5 a x*3 
si x = -3 
si x = 3 


Solución 

Los puntos donde posiblemente sean discontinuos son: x = -3, x = 0, x = 3 











Limitesy Continuidad 


431 


Ahora los puntos x = -3, x = 0, x = 3 
Para - 5 < x < 0, [| ^ |] = -1 


s/'g(x-l) 


1 , x > 1 

0 , x = 1 ; entonces la función f(x) queda simplificado en la forma: 
-1 , jc<-1 


f(x) = 


x 3 + 27 

x 3 +3x 2 +3x + 9 
x 2 -9 

, x 2 -2x-3 
9 
4 
3 
2 


si -5<jc<0ajc*-3 

si 0<jc<5ajc*3 
si x = -3 
si x = 3 


para x = -3 entonces fl[-3) = 9/4 está defmida. 


x 5 + 27 

3 lim f(x) = lim - - ---- - - - 

jc 3 +3jc 2 +3jc+9 4 


= —, Luego f(x) es continua en x = -3 


Para x = 0 entonces f(0) = 3 está defmida 


3 lim f (jc) <=> lim f (jc) = lim f (;c) = 3, Luego f(x) es continua en x = 0 

x-*0 .r—>0 JT-»0 + 


Para x = 3 entonces fl[3) = 3/2 está defmida 


jc 2 -9 3 

3 lim f (jc) = lim —-= — , Luego f(x) es continua en x = 3 

x->3 *->3 x 2 _2 jc-3 2 



f(x) = 


(-J2-VcosT 

1/8 



si x * 0 
57 JC = 0 

Solución 
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E1 punto donde la función puede ser discontinua es x = 0 es decir: 


i) /(0) = —, la fiinción está defmida 
8 


i¡) 3 lim f(x) = lim (-^2-Vcosx ) 1 1 ** = lim( 2-Vcosx) 1/2jrí 

x->0 x —►() x —>0 


1 1-VcosJr 1-VcosJf 


= //w([1 + (1—^cos jc] 1 ^ C0SX ) 2x2 = e^° =e 1/8 


jr->0 


iii) lim f(x)* f (0) , por io tanto la función f(x) es discontinua en x = 0. 

jr->0 


© /(*) = 


jc sen — si x* 0 

JC 

0 5/ jc = 0 


Solución 

Analizaremos la continuidad en x = 0 
i) f(0) = 0 la fimción está defmida en x = 0 


ii) 3 lim f(x) = lim jcsen 1 / jc = 0 

.v->0 x->0 


üi) lim f(x) = /(0) = 0 

jr->0 


Por lo tanto fix) es continua en todo x. 


sen z 

NOTA: lim x sen 1 / jc = lim -= 0 puesto que: -1 < sen z < 1 

x->0 z->oo z 


-Mz< --- - -- < 1 /r tomando iímite lim-Mz< lim SCn ~- < lim 1 /z 


x->0 


r->» 2 z—>oc 


0< lim £EÍL£ < o 

Z->ao 2 


/* A 

lim -= 0 

l-> OC 2 
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H(x) = sen( 




Solución 


3x 3 -2 

Sea f(x) = senx, g(jc) =—--, de donde g(x) es continua V x e R, y f es continua 

jc 2 +4 

en todo g(x), para xgR, luego: 

3jc 3 -2 

H ( x ) = f(g( jc)) = sen(— -) es la función compuesta y es continua VxgR. 

x" +4 






I Determinar los valores de x para los cuales la función es discontinua y construir la 

gráfica: 




Rpta. Cont. en todo x *■ 1 


© /(*) = 


1+x , x<-2 
2-x , -2<x<2 
2x-l ,x>2 


Rpta. Discont. En x = -2, x = 2. 


© f(x) = 


sen . 

-,x*0 

x 

0 , x = 0 


Rpta. Discont, en x = 0 


® 

© 

© 


f(x) = 


-\x\+x 


2 

2 , x = 0 


,jc < 0 


/(*) = 


/w = 


3x 3 +2 jc 2 -6x + 1 


jc 2 -jc 


2jc-|jc| 
3jc+ | jc | 


Rpta. Discont. En x = 0 


Rpta. Discont. En x=0, x=l 


Rpta. Discont. x=0 
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© /(*) = 


x 3 -x 2 +2x-2 


x-l 

4, 


. x * 1 

X — \ 


Rpta. Discont. enx=l 


© m = 


x 2 +2 , x < 0 

. sen x n 
2 -, x>0 


Rpta. Cont. En lodo R 


® m = 


7>x 2 -lx+2 


x-2 

3, 


si x*0 
si x = 0 


® 'w-fcl 


|JC-[|JC|]| , si [|x|] es par 
[|x|]| , si [|x|] es impar 


Rpta. Discont. En x=0, x=2 


@ m= 


x - x 


|x 2 -4| 


si x * ±2 


- si x = ±2 
4 


Rpta. Discont. en ± 2 


@ m= 


|x 2 -9 , x<3 
x , x >3 


Rpta. Discont. en x=3 



[|l-x|]+[|x-l |] 

m=- 

2^|*HI*|] 


2x- 5 

Rpta. 

Es continua en x = 


, si 0<x <2 
, si x >2 


@ m= 


i*i 


, X > -l.x * 1 


x—1 


Rpta. Es Discont. En x = -V2,-1,1 


%(|x 2 -l|-l),x<-l 
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f(x) = 


f(x) = 


jc 3 +8 


v + 2 


si x * -2 


5 , si x = -2, en x = -1 
8 — jc 


© f(x) = 


,, ,JC<8 

Mx -2 
3 - 2.v, x > 8 


.S7g(v 2 

4 


v 2 -9' 


v<-l 


\x\<\ 


f(x) ■■ 


— — + -Jx 2 - 2x +1 , v > 1 
8 

.s/g(v 2 - 4v) -1, v < -3 

a/v 2 +7 +^3v 2 -19-6 


v - 3 

9 .3 -1 Ov 1 , 

4 ( 7^ + ^ 
V7^4 

Vl6-vV5v^T’ 


-3<v<3 
3 < v < 4 

jc>4 


/W = 


sen x-sen¿7 


x-a 

cosa 


-,x*a 
,x = a 


f(x) = 


cos mx - cos nx 


x * 0 


i i 

m~ -n “ 


@ /M= 


2 

1 + cos rtx 


x- - 2v +1 

9 


,jc = 0 

jc ^ 1 


Rpta. Discont. en x = -2 


Rpta. Discont. en x = 8 


Rpta. Discont. en x = -1 


Rpta. discont. en x = -3, x = 3 


Rpta. Cont. en x = a 


Rpta. Discont. en x = 0 


Rpta. Cont. V x 
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II. 


© 


Determinar el valor de A para que la función f sea continua. 
jc 2 -4 


f(x) = 


x-2 


si x * 2 
si x = 2 


Rpta. A = 4 


© 


f(x) = \ 


_ J-Ax 2 si x < 4 
- 6* +16 si x > 4 


Rpta. A = — 


© 


f(x) = 


.w'x <2 
,v/ x>2 


Rpta. A = — 

4 


III. Determinar A y B de modo que la fimción f dada sea continua en todo su dominio. 


© 


f(x) = 


x + 2 A si x < -2 

2>Ax+ B si - 2<x<\ 
6x-2B si x > 1 


4 14 

Rpta. A= — ,B= — 
9 9 


© 


/(jr)= 


- 2 sen .v , .v < - - 


. „ n n 

/4senx + ¿? ,- <x< — 

2 2 


cosjt 


x>- 
’ 2 


Rpta. A = -1, B=1 


© 


© 


f(x) = 


/(Jf) = 


x + 2A 

, si x <-2 

3Ax + B 

, si - 2 < x < 

6x-2B 

, si x > 1 

í sen 1 x 1 

JC 

jt e<-/r,()> 

Ax + B' 

JC €[ 0 ,^ > 

COS .V, 

jc €[/r,2/r > 


Rpta. /<=i, tf = | 


Rpta. A=0 , B=-l 
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© 


f (x) = 


|2.t 2 -3x-9| . 3 .. , 

-—^-- si x <— V jc>3 

2jc 2 -3x-9 2 

A si x = 3 




.S7 J = 


Rpta. A = 1 , B = -1 


© 


f(x) = 


- 2 seri x 


1 -sen.x 


jc< — 


>4 D n n 

A + B sen x ,-< x < — 

2 2 


n 

x> — 
2 


Rpta. A = 1 , B = -1 


© 


f(x) = < 


3-^¡3x + 3 


si x < 8 


2 ) 

AB si jc = 8 

si x > 8 


\2x-l\B 


Rpta. A = 2 . B = -— 


© 


f(x) = 


fi[| 3.c + 41] , jc e [1,2 > 
3.W A - 2 .c , jc e< 23 > 
18 , jc = 2 


Rpta. A = 13 , B = 2 


© 


f(x) = 




Vt^W^-4 

.4 

~B 

A/31 — jc -6.C-8 
5 2 (V26-jc- 5.c-8) 


, ,jc = -1 
, , jc > —1 


„ , 24,531 „ 135 

Rpta. /1 =- , B =- 

13,500 204 
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IV 

© 


Analizar la continuidad de la función f en el punto jt = y, s i en< io: 


f(x) = 


2-senjt-sen~ jt n 

-, x± — 

1-senjt 2 


3 


n 

'* = 2 


í 


x 2 -5[|~|], -2 < .y < 2 


© 

Analizar la continuidad de la función f dado por: 

/(*>=< 

, x < -2 




JC + l 

, x>2 

© 


ax 2 +fot +1, Jt < 1 



Dada la función f(x) = < 

2ax-b , 1 <x < 2. 

Hallar el valor de las constantes a y b 



jt + 1 , jt > 2 




para que la función f sea continua en R. 






ax~ -2, jt < 1 


© 

Para que valores de a y 

b la fimción: f(x) = < 

\-bx 2 , \<x<3 
-2-ax, x>3 

es continua en el 


inlervalo <0,5> 


A , si Jt<-1 
x 6 -l 


C$) Dada la función f(x) = \——si |jc|< 1. Hallar los valores de A y B para que la 
w .v 4 -l 

B + x, si x>\ 

función sea continua en x = ± 1. 


© 


Hallar los valores de a y b para que la función: f(x) = 


2x + U jt<3 

ajt 2 + 6, 3 < Jt < 5 sea continua 
jt 2 +2, x> 5 


en todo R. 
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© Halle los valores de A, B y C para que la función: / (jc) = 


© 


x <-2 

JC 

Ax 2 +Bx, -2<jc<3 sea 


cx + 6, jc>3 


continua en todo R. 


^8) Determinar sí la tunción f dada por: / (jc) = 


VÍTjc —-v/4 — jc 


JC 

]_ 

3 


, jc * 0 


es continua en x = 0 


, jc = 0 


( 9 ) Hallar los valores de a y b, para que la función: /( jc) = 


sen 2(jc — 3) 


jc < 3 


jc-3 

ax + b , 3<jc<5 sea 
7 , jc>5 


continua en todo R. 

Dada la función / (jc) = 
continua en x = 2. 

Dada la función: f(x) = 


Z?[|3jc + 4|], 1<jc<2 

3x^1 a-2x, 2 < x < 3 . Hallar los valores de a y b para que f sea 
18 , jc = 2 


tgTr* 5 - 

—-, — < x < -2 

jc + 2 2 


ax + b, - 2 < x < 0 . Hallar los valores de a y b para que 

2senjc + 3sen 2 jc 


jc + 2jc 


-, jc > 0 


f sea continua en < —,+00 > 
2 


12 ) Hallar los valores de a y b para que la función: /( jc) = 


jc + 2 0, jc<-2 

3ax + b , -2<jc<1 sea 

3jc — 2 b % jc>1 


continua en todo R. 
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En una circunferencia de radio 9, sea L x (d) y L 2 (d) las longitudes de dos cuerdas a ias 


distancias d y — (9 + d) del centro respectivamente, donde 0 < d < 9. Hallar iim kÚÉl. 

2 F d^L^(d) 


Solución 


Representando gráficamente los datos se tiene: 



V 324 -í 9+rf ) 2 

hm - . ....... — 

2V81-Í/ 2 


1 Bm IEEEMIE5 = i //„. 6z±Z 

2 9-y (9_rf)(9 + rf) 2d-^9 + d 


1 ( 36-^2 

2 V 18 2 
































Limitesy Continuidad 


441 



Dibujo de la figura: 

QT = A?-AQ ...( 1 ) 

EnelAQAS: AQ = AS cotg* ...(2) 
En el A OAT: AT = tgx ...(3) 


En cl A OPS: OS = sec x a AS = OS - OA se tiene: AS = sec x -1 


...(4) 

...(5) 


reemplazando (5) en (4) se tiene: 


QT = tg jc-( sec x-l)cotgr = 


tg" x-secx + 1 sec' x-secr sec.r(secr-l) 


tgr 


tgx 


tgx 


...( 6 ) 


L = lim 


QT 2 

AS 


= lim 

. r —»0 


sec 2 jc(secx-l) 2 
t g 2 x 
sec x -1 


f . sec 2 x(secx-l) f . secx-l 

= lim --- lim --— 

tg“jc x ~*° sen 2 x 


,. 1-COSJC 1-COSJC 

= hm --— =* lim --— 

x ~>° cos x. sen jc x ~+° cos jc(1 - cos jc) 



1-COSJC 

= lim - 

cos jc( 1 - cos jc)( 1 + cos jc) 


= lim 


X -+0 cos jc(1 + cosjc ) 


_1__J_ 

1(1 + 1 ) ~ 2 


En la figura, C es una circunferencia unitaria 
cuyo centro es el origen de coordenadas, T 
es la recta tangente a C en el punto P y 

np 

0 < x < tt/ 2 , Hallar: lim =■ 

x-+— OA 
2 

Solución 
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Por trigonometría: OE = cos ecx 
qf _ 

En el A OPE: cosec x = ==■ = OE 
OP 


En la figura DE = OE- OD = cosec jc -1 


...( 1 ) 


OA = cos x 


...( 2 ) 


L = 


,. DE ,. cosec.r-1 l-semv 

hm -= hm -= lim - 

r _»A OA cosjc v -»f. sen .v cos x 

1 “> “) 



(l-senjf)(l + sen jc) 
senjccos jc(l + senjc) 


C0S"JC 

lim - 

_*£. sen jc cos ,r(l + sen jc) 
2 


lim 

n 

x—>— 

*> 


COS.Y 

sen jc(l + senjc) 



L= limü£ = 0 
OA 

1 


Dado el sector circuiar de radio R y ángulo 
central x (como se muestra en ia figura), se 
inscribe en el un triángulo equilátero de lado L, 
calcular: 

lim 

3 x-n 

3 

Solución 

Expresaremos a R como una íunción de x 
En la figura: R = OC = OH + 7IC 




.( 1 ) 


En el A OHB cotg - = 2IL . OH = HB .cotg - 
2 HB 2 


...( 2 ) 
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R H 

EnelABHC: HC = — BC =—L 
2 2 



C 0 • 


...(3) 



H H 


Ahora reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene: 

n TTTi X -J3 . AB L _ Z X ^¡3 r 

R = HB cotg —+ — L pero HB = -= — entonces /?= — cotg — + — ¿ 

2 2 2 2 2 2 2 


lim 

3x-* 

3 


■ = lim 


n 

x—>— 

3 


f c °tg f f(cotg|-V3) 
3x-n 


= lim 

n 

A ~*7 


3x-n 


= - lim 
2 


X rr X X A n X 

cos—v 3sen— r cos—ctg —.sen — 

, —-r 2 6 — 1 

(3x - ;r) sen ^ 2 (3x - /r) sen y 


n x n x ,n x x 

, sen —cos — cos —.sen— r sen(-) 

= k , ¡m _i_2-6-2 = L .. W 


1 


^ *--*f (3x - ) sen—. sen — 

3 6 2 


2 * ,,;r x ^ n x 

x_ *t- 6(-) sen—.sen— 

3 6 2 6 2 


sen' — 
6 


¿ L 

=-(4) =- 

12 3 


= lim 


R-L-fi 


X -+! 3x-n 

3 


3 


Hallar el límite del ángulo intemo de un polígono regular de n lados sí n ->oo 


Solución 




















444 


Eduardo Espinoza Ramos 


La suma de los ángulos intemos de un polígono regular de n lados es: Sí = n (n-2) 


Como nos piden el límite de un ángulo interno cuando n ->oc, es decir / = — 

ti 



Osea / = 


n(n-2) 


entonces 


lim i = lini 

n-><r> «—>cf' 


n(n- 2) 


■ = 7T 


Hallar el límite, cuando n->oo, del perímetro de la línea quebrada , inscrita 

en la espiral logarítmica r-e~^ si los vértices de esta quebrada tienen, respectivamente, 

los ángulos polares: (p {) = 0 , (p { 


Solución 

Teniendo en cuenta la magnitud del ejercicio daremos algunas reflexiones iniciales. 

i) En el espiral r = e~* , r es un radio vector, V valor de (p. 

ii) La quebrada inscrita en la espiral significa que a cada vértice le corresponde un 
vector. 

iii) Cada segmento de la quebrada está obviamente entre dos vértices consecutivos. 

iv) Cada segmento es el lado de un triángulo cuyos otros dos lados son los radios 
vectores correspondientes. 

Si C es el segmento de la línea quebrada que es el lado de un triángulo se aplica la 
fórmula. c 2 = a 2 +b 2 -labcosQ 


v) A cada vértice M k le corresponde un radio vector 

r k -e~ ip k donde cp k — ...(1) 

2 

vi) El k-ésimo segmento de la línea quebrada S k está comprendida entre los radios 
vectores r k y r k , los cuales forman el k-ésimo ángulo ((p k -(Pk-\ )• 






Limitesy Continuidad 


445 


vii) Calculando el k-ésimo segmento S k : 

S k = ^jr k _i + >/f -lr kA r k cos {cp k -<p k -\) •••(2) 

Reemplazando (1) en (2) y simplificando exponentes: 


S h = Jé^éé -2 e -^.e’ r/2 cos “ = ^fv+i) = -< 3 > 

viü) Calculando el perimetro de la línea quebrada finita M () M } M 2 --M n se tiene: 


P n =P„(M 0 M l M 2 ..M n ) = J^S k = ¿. 


e*+l 

kn 


k = 1 k= 1 


.(4) 


P » + 1 (“^ + “¿7r + "3Í7T" + "¿T> 

*=i e e e e 


..(5) 


P„ = 


+i 

„7t / 2 


d + 


1 1 


e n/2 e 2 * 12 


+ ....+ ■ 


1 


,(n-l)x/2 


) 


Para la suma de una progresión geométrica es dado por: S = 


fl( 1-r") 
1-r 


47 +1 


l-(—-—)” 
' n/l' 


47 


p„ =-^T^r e , ] =^T7^r 


+ 1 rl-e " Kl ~ , ^/2 _ 47 ~+ T -ni¡/2\ 


^ 1- 


-]e ír/¿ =- 


1 J e n/2 ^ e K/ 2_j J - e ,l/2 -l 


(1 -e~ ) 


,jt/2 


ix) Calculando el perímetro de la línea llevando el limite para n —>oc. se tiene: 

47 +1 


47 


P = lim P„ = lim "r-- (1 -e m ' 2 ) =éééjLL Hm(\-e m ' 2 ) =- 


/»—>«■ ’ /i—>co £>^2 _ | 


£> /T ^ “ _] «—>00 

474 1 


/>= 


e s/2 -1 


( 1 - 0 ) 
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Hallar el límite de las áreas de ios cuadrados construidos sobre las ordenadas de la curva 
y - 2 l ~ x como base, donde x = 1 ,2,3,. . ..,n, con la condición de que n->oo 




Rpta. 4 

Hallar ei límite de la suma de las longitudes de las ordenadas de la curva y -e~ x cos tdc 

trazadas en ios puntos x = 0,1 ,2, .. ,.y\ , sin ->oo Rpta. - 

e + 1 

Sobre los segmentos obtenidos al dividir el cateto a de un triángulo rectángulo en n 
partes iguales, se han construido rectángulos inscritos (ver figura). Determinar el límite 
del área de la figura escalonada así construida, si n ->oo 


© 

© 



Hallar el límite de los perímetros de los polígonos regulares de n lados inscritos en una 
circunferencia de radio R y de los circunscritos a su alrededor, sí n->oo Rpta. L=2R7i 


E1 punto Qdivide al segmento AB=L en dos partes iguales, el punto C 2 divide el 
segmento AC¡ en dos partes también iguales; el punto C 3 divide a su vez, el segmento 
C 2 C X en dos partes iguales; éi C 4 hace lo propio con el segmento C 2 C 3 y así 


sucesivamente. Determinar la posición límite del punto C n , cuando n->oo 


Rpta. j 


Consideremos un triángulo equilátero de lado a sus tres alturas sirven para engendrar un 
nuevo triángulo equilátero y así sucesivamente n veces. Haliar el límite de la suma de las 
áreas de todos los triángulos cuando n->oo Rpta. a 1 4 3 
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Un círculo de radio R lleva inscrito un cuadrado; éste, lleva inscrito un círculo el cual, a 
su vez, tiene inscrito un cuadrado y así sucesivamente n veces. Hallar el límite de la suma 
de las áreas de todos los circulos y el de la suma de las áreas de todos los círculos y el de 
la suma de las áreas de todos los cuadrados cuando n-»oo. Rpta. 2 nR 2 


El segmento AB cuya longitud es a , está dividido en partes iguales por n puntos, desde 

los cuales se han trazado rayos en ángulos — (ver figura). Hallar el límite de la longitud 

2 n 

de dicha línea quebrada cuando n crece infmitamente. Rpta. a 



E1 segmento AB cuya longitud es a está dividido en n partes iguales. Los pequeños 
segmentos resultantes sirven de cuerdas subtienden arcos de circunferencia, cada uno de 

los cuales es igual a — radian (ver figura). Hallar el límite de la longitud de la línea 
n 

resultante cuando n->oo ¿Cómo cambiaría el resultado si las cuerdas subtendiesen una 
semicircunferencia? Rpta. ¿7,-y- 


(lOj En los puntos extremos y medios del arco AB de una circunferencia se han trazado las 
tangentes y los puntos A y B se han unido por una cuerda. Demostrar que la razón de las 
áreas de dos triángulos resultantes tienden a 4, disminuyendo infinitamente el arco AB. 

Sea C x un círculo de radio 7 y T x el triángulo equilátero inscrito en C x ; C 2 el círculo 
inscrito en T x y T 2 el triángulo inscrito en C 2 y así sucesivamente se construye T n el 
triángulo equilátero inscrito en C n 


Si A n es la suma de las áreas de los triángulos : T { ,T 2 ,...T n y B n es la suma de las 
áreas de los círculos C 1 ,C 2 ,...C„. Hallar lim An y lim Bn. 

n—>oo n-* qo 


La gráfica de f(x)=^l4-x 2 es una semicircunferencia de radio 2 con centro en el 
origen. Sea Q un punto fijo de la semicircunferencia con Q * (±2,0). 
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Sea p un punto que se mueve hacia Q a lo largo de la curva. La secante que pase por P y 
Q interceptada a la recta vertical x = 4 en el punto E. 

Hallar la posición límite del punto E cuando P se aproxima a Q. 

Demostrar que esta posición límite está en la tangente a la semicircunferencia en Q. 

n) Una caja cerrada con base cuadrada va ha tener un volumen de 2000 pulg\ E1 material 
para las partes superior e inferior de la caja costara S 3 por pulgada cuadrada y el material 
por los lados costara $ 1.50 por pulgada cuadrada y el material para los lados costara S 
1.50 por pulgada cuadrada. Sea x pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y 
C(x) dólares el costo total del material. 


© 


a) Escribir una ecuación que defina C(x) y establezca el dominio de la función C. 

b) Calcular él lim C(x) y lim C(x) y explicar estos resultados en términos del 

.t->0 + x-f+oo 

problema. 

c) Trazar la gráfica de C. 

Un campo rectangular que tiene una rea de 2,700 m 2 va a ser limitado por una cerca, 
además, otra cerca dividirá el terreno por la mitad. E1 costo de la cerca que dividirá el 
terreno es $ 4 por metro y el costo de los lados es de $ 6 por metro. Sea x metros de 
longitud de la cerca divisora y C(x), el costo de la cerca. 

a) Escriba la ecuación que defmida C(x) y establezca el dominio de la función C. 

b) Encuentre lim C(x) y lim C(x) y explique sus resultados en termino del 

x->0 + x-f+co 

probiema. 

c) Trazar la grállca de C. 

Un tanque abierlo de forma rectangular tendrá una base cuadrada y su capacidad será dc 
125 metros cúbicos. E1 costo por metro cuadrado para el fondo será de $ 8 y para los 
lados scrá de $ 4. Sea x m la longitud de un lado de la base cuadrada y C(x), el costo del 
material. 


a) Establezca una ecuación que defina C(x) y determine el dominio de C. 

b) Hallc lim C(.r) y lim C(x) y explique sus resultados en términos del problema. 

jr-»0* jr->+oc. 

c) Trace la gráfica de C. 
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CÁPITCJLOIV 


41» I.A PEMVÁD^I 

En este capítulo realizaremos el estudio de la derivada de una íunción, que es un 
instrumento matemático inuy potente, que sirve para el estudio del cálculo diferencial e 
integral. 

Las derivadas aparecieron aunque de una forma un tanto obscuras en el siglo XVIII, como 
consecuencia del estudio de las velocidades, hechos por el matemático y físico inglés 
NEWTON y el estudio sobre tangentes de curvas hecho por el matemático y fílósofo 
alemán LEIBNIZ. 


En este capítulo haremos el estudio de las derivadas en las diversas ftmciones, de tal 
manera que el siguiente capítulo trataremos sus aplicaciones. 


4 i, : jPjnNÜÍMÉ 

Consideremos la íunción real de variable real y = f(x), síxgD^ entonces la derivada de 
la función f con respecto a x definiremos por la expresión: 




tim 


siempre que dicho límite exista. 

E1 proceso de encontrar la derivada se llama “diferenciación”. 


Ejemplo.- 


Si f(x) = -pr, encontrar la derivada f'(x) 


Solución 


Por defínición de derivada se tiene: Si jc e Df , f'(x) 


lim 

\x ->0 


f(x + Ax)-f(x) 
Ax 
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i 1 


1 


-1 


x Vx +Ax ^fx r *Jx—>Jx+Ax .. 
f (x) = lim---= lim -=-==— = lim r .— - - . - - r 

Ax A *-» 0 VW* + AxAx a *- >0 vW* + AxUx +«Jx + Ax) 2x-Jx 

Ejemplo.- Si J (x) =x 2 , calcuiar f'(x) 

Solución 


r%t v .. f(x + Ax)-f(x) .. (x + Ax)“ ~x l x~ + IxAx + Ax" - x~ 

f (x) = hm -- : -= hm ---= lim- 

Ax->0 Ax Ar->0 Ax A.r->0 AjC 


.. 2xAx + Ax~ , ^ ^ „ 

= lim- = hm( 2x +Ax) =2x + 0 = 2x 

A.v— >0 Ax Ar-> 


f'(x) = 2x 


Ejemplo.- Si f(x) = cos x, calcuiar f'(x) 

Solución 


Ar->0 Ax Ar->0 A\' 


.. cosx.cos Ax-senx.sen Ax-cosx r senAx (1-cosAx), 

= hm -= lim[- senx.-cosx-] 

A.r—>0 Ax Aa—>0 Ax Ax 


senAx 1-cosA»- ... ... n 

= -sen jc lim — : -cosx hm - : -= -senx.(l)-cosx.(0>=-senx-0= -senx 


Ar ->0 AX 


Ax->0 Ax 

f'(x) = -sen.x 


Ejemplo.- Si f(x)=e x , calcular f'(x) 

Solución 




r J(x + Ax)-f( X r e ~ e r e e ^ ~e .. A/ w 
f (x) = lim --—-—- = lim -= hm -= hm e (-) 

A.r—>0 At Ajt->0 Ax Ar->0 Ax Ar->0 AX 


= e x . lim - =e' Ane = e x 

Ajt ->0 Ax 


r(x) = e % 


































J 
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OBSERVACION: 

Si la derivada de una fimción fi[x) se desea calcular en un punto x = x 0 , simplemente se 
reemplaza x por jc 0 en la defmición es decir: 

Ejempio,- Calcular /'(-1) si /(jc) = 8-2.x 3 

Solución 
/(-! + *)-/(-!) 


Por definición se tiene: /(-1) = lim 

h-+ o 


h 


/’(-l ) = /iw 

h->0 


(8-2(-l + A) 3 )-(8-2(-l) 3 ) 


.. 8-2/i 3 +6A + 2-8-2 

hm - 

*->o /i 


= lim-lh 1 + 6A - 6 = -6 

h-+ 0 


H ■ fmmi 


5?? GidMHmiCA r;fc lapiiuvas 



Consideremos una cur\'a C: y = f(x) y un punto fijo /o(x 0 ,y 0 ) de dicha curva, sea Z, 5 
la recta secante que pasa por Po(x Q ,y 0 ) y por el punto M(x, y) gC. 

La pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P 0 y M es: 
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mL s = tg a = 


f(x)-f(x 0 ) 

x-x 0 


y-y o 


***0 


Si el punto M(x,y) se aproxima al punto P 0 (x 0 , y 0 ) resulta que la variable x se aproxima 
a jc 0 de tal manera que Ax = x-x 0 se aproxima a cero, con lo cual se está haciendo uso 
del concepto de límite. 


Por lo tanto, cuando el punto M(x,y) se aproxima al punto P 0 (x 0 ,y 0 ) la recta secante L s 
se ha transformado en la recta tangente L t> lo cual indica que el ángulo a tiende a 


coincidir con el ángulo 0 y tga = 


f(x 0 +Ax)-f(x 0 ) 

Ax 


tiende a convertirse en: 


igO = lim 

A.v->0 


f(x o +Ax)-f(x 0 ) 
Ax 


= /’(* o) 


- ¡ iijf 


Luego la derivada de la íunción f en él P 0 (x 0 , y 0 ) es /' (jc 0 ) y representa la pendiente de 
la recta tangente en el punto P 0 (x 0 , y 0 ) 


NOTACION 


Si f es una función que depende de los valores de la variable independiente x entonces a 
la derivada de f denotaremos por: 

dy 

La notación que más se usa es — la cual se lee: la derivada de “y” con respecto a “x”. 

dx 


En la notación -y-, no debe considerarse como una fracción, aunque lo parezca, es un 
símbolo para la derivada. 
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OBSERVACIÓN: 


Six = x„ + Ax => Ax = h entonces h = x-x 0 y cuando x->x 0 se tiene h -+ 0, 

lo que es lo mismo cuando Ax —» 0, h -> 0: por lo tanto la definición de derivada 

ft \ i- f(x+&x)-f(x) . , c 

f (x) = hm - — : — 1 , daremos en la forma: 

\r->0 Ax 



wmmrnL 




43. mmmemkA 

La función real de variable real y = f(x) es diferenciable en un punto x = x 0 si existe su 
derivada en el punto x = x 0 . es decir si /’ (x 0 ) existe. 



Diremos que la función f es diferenciable en un intervalo [a, b] si la fiinción f es 
diferenciable en cada uno de los puntos del intervalo [a, b] 


Ejemplo,- Demostrar que la función f defmida por: f(x) = 

diferenciable en el punto x = 0 

Solución 

Para que f sea diferenciable en x = 0, debe existir /'(0), en efecto 


jc 3 2 cos(— );x> 0 

x es 

0, x = 0 


rm- tm = llm m-m = f k «<1)=o 

h-> 0 h h-> 0 h hM) h /»->0 h 


Luego 3 f (0) = 0 =s> f(x) es diferenciable en x = 0 

Ejemplo.- Demostrar que la fimción f definida por/(jc) = x 2/3 , x € R, no es 
diferenciable en x = 0 
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Solución 


Para que f no sea diferenciable en x = 0, debemos probar que 3 /'(0), es decir 


/'(0) = lim 

h->0 


/(0 +/ Q -/( 0 ) 
h 


= lim rn zm 

h-+Q h 



h-> 0 h 


= lim 
>o 


1 

h in 


por lo tanto como /’(0) noexiste f no es diferenciable en x = 0 



Consideremos una íunción real de variable real, y = f(x), entonces: 


i) La derivada de la función f en el punto x = x {) , por la derecha representaremos por 
f' (xo ) y está definido por: 


n üüijij 


o equivalente a la forma 


si el límite existe. 






ii) La derivada de la fimción f en el punto x = x 0 , por la izquierda representaremos por 
f(x o ) y está definido por: 


/ . . . 

' : k 




WSÍSMwm 


o equivalente a la forma: 
si el límite existe. 

Ejemplo.- Hallar f’(xl) y / (xq) en jc = jc () sí f(x) = 


2x 2 -3,.v/ jc<2 
8jc — 11 , six> 2 
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Solución 

/’(2 + )= Um /< 2 + ^)-/( 2 > = /ÍOT aK? í* b “)-gzS 
*-»o* h h-*o + h 


,. 16 + 8*—11-8+3 8 h 0 

= /íw - = lim — = 8 

h->0* h h->o* h 


/•(2-)= lim ( 2 g2^!- 3 )-(g.Z.3) 

/í /z 


= lim 

/i—>0' 


. 8+8* + 2* 2 -3-8 + 3 ,. 8* + 2* 2 


-= lim 


h-> 0 // /i—>0 


= lim 8 + 2// = 8 


OBSERVACIÓN.- Diremos que la derivada de la íunción f(x) existe en el punto 
jc = jc 0 , si sus derivadas laterales existen y son iguales es decir: 





Las propiedades de las fimciones más útil en el cálculo son: la continuidad y la 
derivabilidad; como estos conceptos son definidos mediante un limite, entonces nos 
haremos las siguientes preguntas 

¿Si una función es continua, es derivable en ese punto? 

¿Si una función es derivable ha de ser también continua o quizás las dos propiedades 
son equivalentes? 

Para dar respuesta a estas preguntas daremos un ejemplo; 

Sea f: R -+ R / f(x) = |x| es continua en R, en particular en x = 0, ahora veremos si es 
derivable en x = 0, es decir 

/.(01 = im M*.»-.rn = m-m. Ilm \j±± __ Um !*! f>. o 

h—> o h h—>o h Á->o h h-*o h ( —l,//<:0 
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entonces /’(0 + )*/'(0 ) => 3 f(0), esto quiere decir que la función f no es 
derivable en x = 0 por lo tanto “Si f es continua en jc = jc 0 =£> f sea diferenciable en: 

x = jc 0 . Si f es derivable en x = jc 0 => f es continua en: x = x 0 

a) TEOREMA 

Sea f una fiinción y x 0 e D f , si f es diferenciable en jc 0 entonces f es continúa en x^ 

Demostración 


Por hipótesis se tiene que f es diferenciable en jc 0 , esto quiere decir que3 /'(jc 0 ) , y 


lim f(x o +h)-f(x 0 ) = lim f(x °* h) /( * o) ./> 

/i->0 A 


= lim * - /'(*„)0 = 0 
h—to h 


entonces: /i/n (/(jc 0 + A) - /(jc 0 )) = 0 => ttm f(x 0 + A) - /im / (jc 0 ) = 0 

/»->0 A ->0 k -> 0 


lim (f(x 0 +h)~ f(x 0 )) = 0 => lim f(x 0 +h) = f(x 0 ) 

h-> 0 A-+0 


f es continua en jc 0 


COMENTARIO: 


a . .... f(x 0 +h)-f(x 0 ) 

Sabemos que si existe //m---— entonces existe una recta tangente no 

h-*0 h 


vertical bien definida yes única en el punto (x 0 ,f(x 0 )) 


La no existencia de la recta tangente no vertical 
cuando las derivadas laterales existen pero no 
son iguales. 
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Tal es el caso del valor absoluto f(x) = |x| en 
donde sus derivadas laterales en jc 0 = 0 son 

diferentes /’(0 + ) * /'(0") .También no existe 
recta tangente no vertical cuando uno o ambas 
derivadas laterales no existen, es +oo ó -oo 
Como la recta tangente no vertical es única 
entonces en la gráfica de las íunciones se 
presentan esquinas como se muestra en la 
figura. 




dy 

a) La derivada de una constante es cero.- Sí y = f(x) = c => — = 0 

dx 


Demostración 


*=/• w- Irn /<*+*>-/<*> = „ m £z£.0 

dx h->o h o h 


.-.£«0 

dx 


dy 

b) La derivada de la función identidad es L- Sí y = f(x) = x :=> — = 1 

dx 


Demostración 


íl, /• w = „ m /(»*)-/W = £lti . „ m i = „ m , =1 . ÍL 

dx h-+ 0 /? h-^O h h->0 h h^>0 dx 


= 1 


c) La derivada de la función potencia simplc.- 


dy 

dx 


Si y = f(x)= x n => — = nx n 1 9 nes cualquier número real. 


— = f'(x) = lim 
dx J h-> o 


Demostración 

f(x + h)-f(x) = ljm (x + h) n -x n 
h h-> o h 


, para n g Z + 
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= //m(jc + h-x)[ 

h—>0 


(x + h) n_1 +(x + h) n * 2 x (x + h)x n ~ 2 +x n ‘ 1 


- + ...+ - 


= lim[(x+h) n +(x + h) n+2 x+...+ (x + h)x n - ¿ +x n '‘] 

h-> 0 


„«-2 , n -1 i 


_»-l , „«-1 , . „n-l , n-1 _ „„«-1 

= x + x +...+X + x = nx 


dy 

dx 


= nx 


d) La derívada del producto de una función por el escalar 


Sí y=kflx) => ^ = k f'(x) 
dx 


Pemostración 


.* fo. + .y w ... 

dx h->o h h dx 


e) La derivada de la suma de dos funciones 

Si y=f(x) + g(x) => ^- = f'(x)+g'(x) 
dx 


Pemostracién 


dy _ ¡im (/ + g)(x + ft)-(/ + g)(*) _ lim f(x+h) + g(x + h) - (/(x) - g(x) 
dx h-to h *-»o h 


.. f(x + h)~ f(x) g(x + h)-g(x) ... ,, 

= hm — - :L ^— L +ltm — - = f'(x) + g'(x) 

h->0 h h->0 h 


:■ ^r=f'(x)+g'(x) 
dx 

f) La derívada del producto de dos funciones.- 


Sí y=f(x).g(x) => = f(x)g' (x) + f' (x)g(x) 

dx 


kf'(x) 
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Es decir: La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la 
primera función por la derivada de la segunda más el producto de la derivada de la 
primera función por la segunda función. 

Demostración 


Sea y = F(x) = f(x).g(x), entonces: 

dy = ¡¡m F(x-fA)-F(x) = ¡¡m f(x + h)g(x + hy- f(x)g(x) 
dx h->o h a->o h 

ahora sumamos y restamos f(x + h) g(x) en el numerador 

dy _ f(x + h)g(x + hf- - f(x + h)g(x) - / ( x)g(x ) + f(x + />)g(x) 


dx 

dy 

dx 


h—> 0 


ImfU+h) +g(x) 

h-> 0 h h 


Hm Hx+h) Um íímtm + Umg{x) . Um ím hzl M 

h-y() h—>0 h A-*0 h-> 0 h 


= f(x)g'(x) + g(x)f'(x) 


dx 


f(x).g'(x) + g(x).f'( X) 


g. La dcrivación del cociente de dos funciones.- 

Síy = m => 

e(xl dx [g(x)] ¡ 

Es decir: La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto del 
denominador por la derivada del numerador menos el producto del numerador por la 
derivada del denominador dividido por el cuadrado del denominador. 

Demostración 


Sea y = F(x) = ^p- 

g(x) 


, entonces 
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f(x + h) f(x) 

dy = ¡¡m F(x+h)-F(x) >_ ¡¡m g(x + h) g(x) _ ^ g(x)f(x + h)~ f(x)g(x + h) 
dx *->o h h-*o h h-> o hg(x)g(x + h) 

Ahora sumaiido y restando f(x) g(x) en el numerador se tiene: 

dy = l¡m g(x)f(x + h)-f(x)g(x)- f(x)g(x+h) + f(x)g(x) 
dx h->o hg(x)g(x + h) 

g(x)[f(x + h)~ f(x)] /(x)[g(x + h)~ g(x)} 

= ¡im _ h _ h __ g(x)f'(x)- f(x).g'(x) 

A-»0 g(x)g(x + h) g(x).g(* + 0) 

_. g(x).f(x)-f(x)g'(x) . dy g(x).f(x)~f(x)g(x) 

t g(x)f " dx [g(x)] 2 


RESUMIENDO: 


© 

© 


m 

:|Í 

ii 


y«-F(x)»e s» ^ = 0 
ebc 


" ■ th 

y = F(x)=x. =?> 





y irm * W i iii 


v - F(x) - .«■' > 4“ ^ 

¡lülllÉ Üi 




I 4*5.:,. 


vat £M _ dy . ¿?(x')F(A-)-F(^{rCx) .. 

* G(x) dx^ (0( X )f | 

......... 
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Ejemplo.- Hallar la derivada f'(x) si la función f(x) es: 

© f(x)=x 7 +x 5 +-^ + 4x 

X 

Solución 

f(x) =JC 7 + JC 5 H — -r- + 4x — X ^ +JC 5 +jc~ 3 +4jc 

JC 

f'(x) = lx 6 + 5x* -3x~ 4 +4 = 7x 6 +5x* —\ + A :. f'(x) = lx 6 +5x* —\ + 4 

X X 


© f(x) = (x 5 +2x)(x 3 +x 2 +x + l) 

' Solución 

f'(x) = (x 5 +2x)'.(x 3 +x 2 +x + 7) + (x 5 +2x).(x 3 +x 2 +x + 7)' 
= (5x 4 +2).(x 3 +x 2 +x + 7) + (x 5 + 2jc).(3jc 2 + 2x + 1) 

= ix 7 +9x 6 +6x 5 +41jt 4 +2x 3 +10jc 2 +4.r + 14 



f(x) = 


¿_ + 2¿j+2 

x 4 +x 3 +x 


Solución 


f'(x) = 


(x 4 +x 3 -4-jc).(jc 3 + 2:t 2 +7)’-(x 3 + 2jt 2 +7).(JC 4 +x 3 +JC)’ 

(jt 4 +jt 3 +;t ) 2 


U 4 +x 3 +j:).(3x 2 +4x)-(jc 3 +2x 2 +7).(4j: 3 +3x 2 +1) 
(jc 4 +JC 3 +x) 2 

x 6 +4x +2 x 4 + 5 x 3 + 19 jc 2 +7 


(jc 4 +x 3 + x) 2 
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E1 criterio de la regla de la cadena para la derivada de las fiinciones compuestas, es la 
herramienta más importante del cálculo diferencial. 


Antes de dar una demostración formal, le daremos un tratamiento intuitivo y para esto, 
consideremos dos funciones diferenciales en general: 

jy = fW "y es función de u" 

\u = g(x) "u es función de x" 

entonces a se puede expresar en fiinción de x, es decir y = f(u) = f(g(x)) = (f o g)(x) 
esto viene hacer la composición de funciones, ahora para calcular su derivada se hace de 
la forma siguiente: 


1« = g(x) 


du 

du >, X 
— = S (x) 
dx 


entonces = ÉL. = f' (u)g' (x) = f' (g(x)).g' (x) 

dx du dx 



dy 

Sí y = (f o g)(x) => — = f' (g(x)).g' (x). Ilustraremos mediante un diagrama 
dx 


dy 

dx 



du dx 


NOTA.- Cuando se trata de tres funciones f, g, h, se tiene: 
(fogoh)(x) = f'(g(h(x))g'(h(x))h'(x) 
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(fogoh)(x) 



dy 

Ejemplo.- Calcular mediante la regla de la cadena —' donde: y = (f(x)) 

dx 

Solución 

Sea v = u n , u = f(x) => —-nu n ~ x , — = f'(x) 

du dx 

Í = = = «(/W)"' 1 /'W entonces %=n(f(x)) n ~ x f'(x) 

dx du dx dx dx 

OBSERVACIÓN.- Sea f una fiinción derivable en x Q , si y = F(x) = ( f(x)) n , n € Q 
entonces F es derivable en jc 0 y es dado por: 



Ejemplo.- Hallar — si y = [-— ■■]* 
dx a-bx n 


Solución 


_a + bx" ,_nbx? 1 (a-bx n ) + nhx n ‘( a+bx ") 


Sea /(x) =-- => /'(*) = 

a-bx 


n,2 


(a-bx ) 


>f'(x) = 


labnx 


n -1 


( a - 6 x ") 2 


,= a £±ííl r .r W5 fc4/(.rVw - ^=^=^-[^1- 

í?-6jc" dx dx (a-bx ) 2 a-bx n 


Ejemplo.- Sí f(x 2 +l)=47 2 + 1 + ^/l6(* 2 +1) y f(x 2 -2) = g(x 2 +1). Calcular g'(5) 

Solución 

Sí z = a/.t 2 +1 entonces z 2 = x 2 +1, de donde f(z) = z+%Jl6z 2 
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Luego /(z) = z + ^/l6.Vz entonces f{x 2 -2) =x 2 -2 + ^J\6r¡x 2 -2 
ahorasí m=jc 2 +1 => x 2 =m -1 y g{u) = u-3 + ^J\6.\fvo-3 


dedonde g'(M) = l + 


$/í6 




■■ s(5,= T 



a) Función Exponencial de Base u a” Positiva.- 

Sea ae/?" y a * 1, a la fiinción exponencial de base “a” defmiremos en la forma: 


donde su dominio es <-oo,+oo> y su rango es <0,+oo>, si a > 1, entonces ia función 
y = a x es creciente, si 0<a<l entonces la función y = a x es decreciente. 




OBSERVACIÓN.- Del gráfico se observa que: 



© 

lim e x = +oo 

jr"4-x> 

© 

lim e x = 0 

jr"-oo 

© 

O 

II 

1 

.1? 

© 

lim e x =+oo 

x->-oo 
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b) Propiedades de la Función Exponencial: Sí a, b > 0, entonces: 


© «°=1 

© 

a x a y =a** y 

* 

Q 

II 

H 

© 

© 

1 

* 

II 

H 

* 

H 

Q 

II 

H 

© 

© 

(~) x = — 
V b x 

Ejemplo.- Trazar la gráfica de las siguientes íiinciones: 


© y-l' 

© 

’-fy 

Solución 



Como a = 2 > 1 => >> = 2*es creciente 

Como a= — 

<i=»>-4r 



De la defmición de la íiinción exponencial y = f(x) = a x , a > 0, a * 1 se deduce 
que dicha función es inyectiva y por lo tanto tiene inversa. 

Luego a la función inversa de y = f(x) = a x le llamaremos función logarítmica de 
base “a” y la definiremos en la forma: 

d) Defínición,- A la función f: <0,+oo> ->R, defmida por: 
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Le llamaremos íunción logarítmica (o fimción logaritmo) de base “a”, donde 
a> 0, a* 1 se sabe que log a x es un númeroúnicob, tal que a b -x 


Es decir: 



NOTA: Log a x = b se lee “el logaritmo en base a del número x es b” 


OBSERVACIÓN,- La función logarítmica de base “a” tiene por regla de 
correspondencia la ecuación:,/( jc) = log a x de donde: 


i) Si a> 1 =>/(*) =log a x es creciente 

ii) Si 0 < a < 1 => f(x) = log a x es decreciente. 




e) Propiedades de la Función Logarítmica. 


© 

log a 1 = 0 

© 

log a (/15) = log a A + log a B 

© 

log a a = 1 

© 

A 

log a — = log a A —log a B 

Jj 

© 

log a A n = n log a A 

© 

log a rfA=- log a A 
n 

© 

log a b = - - 

log 6 a 

© 

log 

log b a 


Las demostraciones de estas propiedades se deja para el lector 
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OBSERVACIÓN.- Sí 



f) Definición.- 


La función cuya base es e, se llama función logaritmo natural o neperiano y 
denotaremos por: 

OBSERVACIÓN.- En la gráfica de la función y=lnx, observamos: 




lim Ln jc = +oo 

A-»+K> 



lim Ln x = 

x—>0* 


g) Definicíón.- La función logaritmo cuya base es 10, se llama flmción logaritmo 
decimal o vulgar y es denotado por: 



OBSERVACIÓN.- Casos particulares de las funciones exponenciales y logarítmicas son: 


© 

Ln e x = x 


© e' nx =x 

OBSERVACIÓN.- Algunos límites que se dan en la defmición de las derivadas: 

© 

lim (1+— ) x -e 

.V->+or X 

© 

/¿m(l + x) l/x =e 

x—>0 

© 

lim( \+“) x =e a 

v-+a X 

© 

lim --- = Lna , a > 0, a * 1 

v-*0 JC 
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a) Demostrar que la derivada de la función exponencial: f(x) = e x es /' (jc) = e x 

Demostración 

Por definición de la derivada se tiene: 


,,, v f(x + h)-f(x) ,. e x+h -e x , ,. e"-\ 

f (x) = Lim -= Lim - -e Lim - 

h~+o h /»-♦() h /ro h 


... 0 ) 


h i 

. e “1 

Por la observación 4 se tiene: lim - = Lne = \ 

h'V h 


...( 2 ) 


Ahora reemplazando 2 en 1 tenemos: /' (x) =e x (1) dc donde J (x) = e x 
b) Demostrar que la derivada de la fiinción exponencial 

F(x) = a'\ a > 0. a * 1 es F'(x) = a x .Lna 

Demostración 

Por definición de derivada se tiene: 


„„ v ,. F(x+h)-F(x) ,. a x+h -a x , ,. a" -1 

F (x) = Lim - = Lm - -a Lim - 

/i-M) h h-*0 h A->0 h 


...( 1 ) 


Por la observación 4 se tiene: 


/• a i 

/im -= Ln a 

*-» o h 


...( 2 ) 


Ahora reemplazado 2 en 1 tenemos: F'(x) = a x .Lna 


c) Demostrar que la derivada de la íunción logarítmica: F(x) = Ln x cs F'(x) = — 

x 

Demostración 


Por definición de dcrivada se tiene: 
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f(x)= Im ^L UHzIÍH = IMi + UzLnx , I £ „ (1 *,, „„ + - * 

A ->0 /; /r—>0 /; /*—►() // jc A->0 jc 


= Lfie l,A - — Lne - — 


/.F’(*) = 


1 


d) Demostrar que la derivada de la íunción logarítmica: F(x) = log* x e 

F'(x) = ——, x >0 
x Lna 

Demostración 

Por ser similar al anterior inciso, se deja como ejercicio. 

/ 

OBSERVACIÓN.- Si y=Lnu donde u=f{x), entonces aplicando la regla de la cadena 


y = Lnu 
u = f(x) 


dy _ 1 
du u 

~~~ — f’ (x) 
dx 


dy = dy du_ = }_ f'(x) 

dx du dx u f(x) 


du 


dy 

dx 



dx 


Por lo tanto: Sí 


dy 




OBSERVACIÓN,- Sí y = e li y u = f(x), entonces 
dv 


y = e 
U = j\x) 


■ = e 


du 
du 

— = f ( x) 

dx 



*y = ±.*f= e \ r{x) = e n*\ r{x) 

dx du dx 


Por lo tanto Si 
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RESUMIENDO: 

o * x dy x 

Si v-e => — = e 
dx 

G) Si y = Lnx => — = — 
dx x 

© Si y=e /M => ^ = e /(x> .f(x) 
dx 

dy 

Ejemplos.- Hallar — si: 



(2) Sí y = a ' => — = a 'Lna 
dx 


© Sí > =log a x=> ^- = — — 
v dx jrlno 


x>0 


© Si y=Ln(f|[x)) 


dy /'( x) 
dx f(x) 


© y=e xl * x 

Solucién 

y = e xKx => ^ = e xKx —(x 2 +x) = (2x + l)e x ^ x 
dx dx 

© y = 5 Áx¡ 

Solución 

y = 5 x> xl => — = 5' í+ * 2 —(x 3 +x 2 )Ln 5 => 4L = Qx 2 -2x)Ln5£ x> ~ xl 
dx dx dx 


® 


y = Ln[a+x + sfx 2 + 2 ax] 


dy _ D x (a + x + sfx 2 + 2ax) 
dx 


a + x+sfx 2 +2ox 


Solución 


. jt + íz 

1 H— ===== 1 - 

dy V,v 2 + 2ax _ a + x+yx 1 +2 ax _ 

d- x a+x + 4x 2 2ax (a + x + Vx 2 + 2ajt)-\/jr 2 +2ax 


. dy _ 1 

d x Vjc 2 +2<zjc 
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Para definir la derivada de las funciones trigonométricas daremos la defmición de dichas 
funciones: 

a) La Función Seno.- Si x e y son números reales, entonces a la función seno 
definiremos por: 

- sen x } 


ó también mediante la regla f(x)=sen x donde Dj =R y /^[-1,1], cuya gráfica es 



b) La función Coseno.- Si x e y son números reales, entonces a la función coseno 

definiremos por: 



ó también mediante la regla ffx) = cos x , donde D r =R y R r =[-lJ], cuya 
gráfica es: 
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c) La Función Tangente.- Si x e y son números reaies, entonces a la fimción 

tangente definiremos por: 

i!! {% y) eyptgx} 


ó también mediante la regla f(x) = tg x , donde: D r = {x e R/x + knJc e z} y 
R f =R cuya gráficaes: 



d) La Función Cotangente.- Si x e y son números reaies, entonces a la fúnción 

cotangente definiremos por: 





ó también mediante la regla fíx) = ctg x , donde D r ={jc e R/x * kn,k e r} y 
R r = R, cuyagráficaes: 
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e) La Función Secante.- Si x e y son nümeros reales, entonces a la ílmción secante 

definiremos por 

l-!!!-i!!:W!-!7!7T!7!!-!^^ 

f« {{Xr y> € R x & / y* sec x) 

ó también mediante laregla f[x) = sec x, donde: D f = {jc <= /? / jc * y + kn , k € z} y 
/? ; =< —oo,~l] u[l,+oo > cuya gráfica es: 



La Función Cosecante.- Si x e y son números reales, entonces a la ftmción 

cosecante definiremos por: 


ó también mediante la regla f[x) = cosec x , donde: D f ={xeR/x*^ + kn,k e z } 
y R f - <-oo,-l] u [l,+oo>, cuya gráfica es: 
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Las funciones trigonométricas son derivables en todo su dominio y: 



a) Por definición de la derivada tenemos: 


dv r . F(x + h) -F(x) T . sen(jc + h) - sen x T . settx cosh+ cos xsenh - senx 

— = Lim - Lim -= Lim - 

dx a-> o h h-> o h h~> o h 


T . senh ,1-cosh, /lv /Av 

= Lim cosx.-sen.r(-) = cosx (l)-senx (0) = cosx 

h^ o h h 


b) Por definición de la derivada tenemos 


dy r . F(x + h)-F(x) r . cos(x + h)-cosx .. cos,r.cosh-senx.senh-cosx 

— = Lim - Lim -= Lim - 

dx h -+o h h-* o h h^ o h 
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1-cosh senh ... 

= Lim (- cos x -) - sen x. -) = - cos jt(0) - sen jc(1) = - sen x 

*-»o h h 


dv r. „ .senx. cosx(senx)'-senx(cosx) 

-f = Dx tg* = D x ( -) =--- 

dx cosjc cos‘jc 


cos x. cos .v f sen .x. sen x 
cos 2 JC 


cos 2 jc + sen 2 jc 1 7 

---=-= sec“ x 

COS JC COSX 


d), e), 0 Su deinostración dejamos como ejercicio. 

OBSERVACIÓN,- Si y = sen u, u = flx) íunciones derivables en general 



~r = ~7~-~r~ cos u -f' (*) = cos(/(x))./'(x) 
dx du dx 


por lo tanto: Sí 


En forma similar se calcula la derivada de las demás funciones trigonométricas. 
















476 


Eduardo Espinoza Ramos 





Corolario.- Si u = f(x) es una función derivable entonces: 



y=sen(jc 2 +e x ) 

Solución 


— = cos(x 2 +e x )(jc 2 +e x ) = (2jc + í? v ).cos(x 2 +e x ) 
dx 


y = tg(senx + cosx) 

Solución 


— = sec 2 (sen jc + cos x)D t (sen jc + cos jc) = (cos jc - sen jc) sec 2 (sen jc + cos jc) 
dx 


y= cos(senjc + .c 2 ) 

Solución 


— = - sen(sen x + x 2 ) D r (sen jc + jy 2 ) = -(cos jc + 2x ).sen(sen jc + jc 2 ) 
dx 
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y = c tg(e x +Lnx) 


Solución 


— = -cos ec 2 (e x +Lnx)D x (e x + \nx) = -(e x +— )cosec 2 (e x +lnx) 
dx x 

4X3 0ERIVAOON m LÁS WVmtOmS TOGOTOMETEICAS 
INVBMÁS,- _¡ 

Antes de definir las derivadas de las íunciones trigonométricas inversas, daremos la 
deñnición de dichas funciones: 


a) Función Inversa del Seno: Arcoseno.- La función seno: y = f(x) = senx, no es 

inyectiva, por lo tanto no tiene inversa 



tiene que f(x) es estrictamente creciente. 


Por lo tanto a pesar que la íunción seno no tiene inversa, se concluye que para la 


n n , 


función definida por f(x) = senx, x e[-— 9 —\ si tiene inversa: 
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A la inversa del seno le llamaremos arcoseno por lo tanto a la función arcoseno de x 
denotaremos por: 

y = g(x) = arc.senx y defmiremos por: PÍMÜÜÍ^Í^^^Í^ÍÜ^l 

K K 

donde D g =[-1,1] y R g = [-y,y]. Lagráfica delañmción arcosenoes: 



De la definición de arc. Sen x 



b) Función lnversa del Coseno: Arcocoseno.- 

La función coseno: y = cosx, no es inyectiva por lo tanto para hallar su inversa 
haremos una restricción similar que la función senx. 


Entonces a la función coseno definimos por: f(x) = cosx, x e [0,7i] 
y a la inversa de la fimción coseno le llamaremos arco coseno y denotaremos por: 


y = g(x) = arc.cosx y definiremos como 




donde: D f =[-1,1] y R f = [0,/r]. La gráfica de la función arco coseno es 
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De la definición del ar.cosx se tiene: 



c) Función Inversa de la Tangente: Arcotangente.- 

Arco tangente la función tangente: y = tgx, no es inyectiva, por lo tanto para 
hallar su inversa haremos una restricción similar a las funciones anteriores. 


Entonces a la función tangente lo defmiremos por: 

F(x) = tgx, jc e<-y > y a la inversa de la función tangente le llamaremos 
arcotangente y denotaremos por: 
y = g(x) = arc.tgx definiremos por: 


donde D g =R y R f =<-^,^> cuyo gráfico de la función arco tangente es: 























480 


Eduardo Espinoza Ramos 


d) Función inversa de la Cotangente: Arcocotangente 

La íunción cotangente: y = ctgx, no es inyectiva, por lo tanto para hallar su inversa, 
haremos una restricción en forma similar a la fimción anterior, entonces a la fimción 
cotangente defmiremos por: 


F(x) = ctgx, x e <0, n> y a la inversa de la fimción cotangente le llamaremos arco 
cotangente y denotaremos por y = g(x) = arc.ctgx y defmiremos por: 



donde D g =R y R g =< 0, n > . La gráfica de la fimción arco cotangente es: 



La fimción secante: y = sec x no es inyectiva , por lo tanto para hallar su inversa se 
hará una restricción en forma similar a las fimciones anteriores. 


Entonces a la fimción secante defmiremos por: 

F(x) = sec x, x e[0,y > u<y ,/r] y a la inversa de la fimción secante le 
llamaremos arco secante y denotaremos por: 


y = g(x) = ai c.secx y definiremos por: 



donde: D g - < -*>,-!] u [l,+oo > 
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La gráfica de la fimción arco secante es: 




f) Función Inversa de la Cosecante: Arcocosecante 

La fimción cosecante: y = cosecx, no es inyectiva, por lo tanto para hallar su inversa, 
haremos una restricción en forma similar a la ftmción secante. 


Entonces a la ftmción cosecante definiremos por: F(x) = cosecx, 

K K 

x e[-,0 > u< 0,—] y a la inversa de la fimción cosecante le llamaremos arco 

2 2 

cosecante y denotaremos por y = g(x) = arc.cosecx y definiremos por: 



Donde D g =< -oo-l]u[l,oo> y R g =[-y,0>u<0,y > 
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4.14 REGLA D 

rrnT^ár mvrrní íp 

l^lltlCAS INVKRSAS»* 4 ’ 


Sea u = u (x) una íunción derivable en x, entonces: 



á¡8$ 




«iiiii 

yp . . yy.y . . . 

U A - ...SIMÍI1 


■ 



Ejemplos. 


Hallar 




y-arc. tgV4x 2 -1 


Solución 




arc . 


.tg-^4x 2 -1 


_ 4jc 

¿V _ ¿>,^4^1 ^4jc 2 -1 

l + (V4x 2 -l) 2 1 + 4x 2 — 1 


rfy 4x 1 

4x 2 ^¡4x 2 -1 x^4x 2 -1 
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© 


y= arc.sen e x +arc. sen l-e 2x 


Solución 

y-arc. sen e x + arc .sen j\-e 2x , derivando se tiene: 


,2x 


dy _ D x e x üj\-e 2x 


yí\-e 


2x 


d* J\-e 2x ^.(VTV 7 ) 2 4\-e lx J\-\ + e 2x 


© 




dy _ e* __ 

* Vl-e 2 ' e'Vl-e 2 ' Vl-e 2x Vl-e 2 ' 

y = arc.sen (Lnx) 

Solución 

/t . D x Lnx 1 

y = arc.sen (Lnx) => — =■— 5 - 


^ ~J\-Ln 2 x x-Jl-Ln 2 ) 


© 


, xsena . 

>• = arc. tg(--) 

1-jccosa 


Solución 


, jc sen a % 

> = arc.tg(--) 

1-jccosa 


D ( 

gy = l-jccosa 
dx ^ ^ ^ xsena ^ 
1-jccosa 


(1 - x cos a )(jc sen a) -(jc sen a)(l - jc cos a) % 
dy _ (l-jccosa) 2 

dx (1-jccosa) 2 +jc 2 sen 2 a 

(1-jccosa) 2 


(1 - jc cos a)sena + xsena cos a 
1 - 2 jc cosa + x 2 cos 2 a + x 2 sen 2 a 


sena 


sena 


1 -2jccosa + x 2 


. dy = _ 

dx l-2xcosa + jc 2 
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A las funciones y = f(x) definidas en un intervalo se 
denominan funciones explícitas; por ejemplo: la 

función y=f(x) = jt 2 ,a las ecuaciones de las 
variables x e y denotaremos por: E(x,y) = 0. 

Por ejemplo: 

E(x,y) = x 2 + y 1 -2 5 = 0 es decir, jt 2 +y 2 =25, 
que nos representa a una circunferencia. 

La ecuación jt 2 +y 2 =25, no es una función 
defmida en forma explícita, pero jt 2 +y 2 =25 
entonces y = ±f 25—jt 2 






Es decir de la ecuaciónjt 2 +y 2 =25, que no es una función defmida en forma explícita; 
se puede obtener dos ecuaciones, cada una definida en forma explícita; por lo tanto una 
ecuación de dos variables E(x, y) = 0, de donde se obtiene dos o más funciones en forma 
explícita se denomina función implícita. 

En la ecuación E(x,y) = 0 muchas veces no es fácil despejar la variable y, por ejemplo: 

y 1 -3 y 5 +7y 2 -y~Jtcosx = () ... (1) 

entonces para calcular su derivada se hace de la siguiente manera: como E(x, y)=0 se 
verifica para y = f(x) entonces remplazando en la ecuación (1) se tiene: 
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/ 7 (jc)-3/ 5 (x) + 7f 2 (x)-f(x) + xcosx = 0 ahora derivamos aplicando la regla de la 
cadena: 7/ 6 (x).f'(x )-15/ 4 (x).f'(x) +14 f(x).f'(x) - f'(x) + cosx -xsen x = 0 

como y = f(x) => >•’=/'(x), entonces 7>' 6 ._y'-15>’ 4 ,y'+\4y.y'-y'+ cosx-xsenx = 0 


© 


6 i ^ 4 i ix . , , , , xsenx —cosx 

(ly -15 y +14y-l)/ = xsenx-cosjc de donde y = 


7/-15/+14.y-l 


a este proceso de derivar se denomina derivación implícita. 


dy 

Ejemplo: Hallar y'=— sí 
dx 


jc 3 +ax 2 y + bxy 2 +y 3 =0 


Solución 


© 


jc 3 +ax 2 y + bxy 2 + y 3 = 0 => 3jc 2 +2axy+ax 2 y'+by 2 +2bxy.y'+3y 2 y'= 0 
3jc 2 + 2tfjcy + ¿>y 2 +(úfjc 2 +2focy+3 < y 2 )/=0 
x sen y- cos y + cos 2y = 0 

Solución 

x sen y - cos y + cos 2y = 0 => sen y + x cos y.y' + sen y.y f - 2 sen 2y.y f 


3x^ + 2 by^ + 2axy 

ax 2 +2bxy+3y 2 


(x cos v + sen y-2 sen2>>)v' = -sen y 


■/=- 


seny 


x cos y + sen y-2 sen 2y 


dy 

OBSERVACION.- La derivada (—) de la función implícita E(x,y) = 0, se calcula 

dx 

derivando término a término, considerando a y = f(x) como una función de x, y de esta 


ecuación despejamos y'= 


'dy) 

K dXj 


. Una forma más práctica para calcular >'= 


\ dx j 


de la 


ecuación E(x,y)=0, es aplicando la fórmula siguiente: 
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Donde E x x(x,y) es la derivada de E(x, y) = 0 con respecto a “x” donde a la variable “y” 
se le considera como constante y E'y(x,y) es la derivada de E(x, y) = 0 con respecto a 
“y”, y la variable “x” se le considera como constante. 


dy 

Ejemplo.- Hallar / = — sí 
dx 

(1) jc 3 +ax 2 y + bxy 2 +y 3 =0 

Solución 

Sea E(x,y) = x 3 +ax 2 y + bxy 2 +y 3 

=> E x (x,y) = 3x 2 +2axy+by 2 y E y (x,y) = ax 2 +2bxy+3y 2 

dy _ E x (x,y) _ 3x 2 +2axy+by 2 m dy _ 3x 2 +2axy+by 2 

dx E v (x,y) ax 2 +2bxy + 3y 2 dx ax 2 +2bxy + 3y 2 



Para calcular la derivada de la función y = (f(x)) g(x) , primero se toma logaritmo en 
ambos miembros, es decir: 

Lny = Ln(f(x)) g{x) = g(x)Ln(f(x )). ahora derivamos implícitamente: 

— = g' (x)Ln(f(x)) + g(x).~~ , despejando 

y f(x) 

y = Ág' (x) Ln(/(X)) + g(x).Q % 

f(x) 

y'=(f(x)) g{x) [g'(x)Ln(f(x))+g(x).LM.\ 
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-f- = (f(x))« xH /'(x)g(x) + (f(x)f {x) g'(x)Ln(f(x)) 


Ejemplo.- 


Hallar— sí ;> = jc sen ' 
dx 


Solución 


Tomando logaritmo a y = jc sen * se tiene: Lny = Lnx senx = sen x.Lnx 


V sen x sen x 

derivando se tiene: — = cos x.Lnx + - de donde V = v(cos x. ln x + -) 

y x ' x 


© 


dy , en ,, . sen x v 

— = x (cosx.lnx+-) 

dx x 


Hallar — sí 
dx 


arccosx * , . 
>• =-—+~ln( 


1 . 


X' 2 1+Vl-x 2 


) 


Solución 

A la función expresaremos en la forma: 


y - - rcc ° s ~ + —[ln(l -V1 — jc 2 ) — ln(l + «j\-x 2 )], derivando aplicando la regla 
x~ 2 


dy _ x 2 D x arccosjc-(arccosjc)D,jc 2 + 1 ^Z> x (1 — V 1-jc 2 ) D x (\ + ^\-x 2 )^ 


dx 


2 l-Vl-X 2 1 


+ Vl-JC 2 


a/i 


X - JC 

--Zjcarccosx 


• + -[ 


l r Vl-JC 2 Vl-JC 2 


^ 1-Vl-JC 2 1 +Vl-JC 2 


•] 
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(x 2 + 2xa/i —x 2 arccosx) + 1 


x 4 4l-x 2 


X ] 


2 -Jl-x 2 (1 —\/l —jc 2 ) -Jl-x 2 (1 + ^jl-x 2 


x + 2sjl- 


x‘arccosx + x ^ l+^Jl-x 2 +l-^fl-x 2 ^ 
c 2 sl\-x 2 2-fl-x 2 ( 1 -Vl-jt 2 )(l+Vl-x 2 ) 


jc 4- 2V1—jc 2 arccosjc 1 
- + 


x 3 ^]\-x 2 


X^ll-X 2 


dy _ jc 2 -x-l^l-x 1 arccosjc 
dx 


x 3 S^ 


© j = ln(jr + V^^~—T) —f=== 

Vx 2 -1 


Solución 


1 + __X__ % 2 | * 

_ D x (x + *]x 2 -1) V* 2 -1 (xy-xi^x 2 -1)’ _ Vjc 2 -1 Vjc 2 -1 


rfjc 




x + 




(V* 2 -l) 2 x + Jx 2 -1 


x 2 -l 


x 2 — 1 — JC 2 


1 1 
+ - 


V* 2 ~-i(x+^[x 2 -1) Vjc 2 -1(JC 2 -1) V-t 2 -1 -n/jc 2 -1(jc 2 -1) (t 2 -l) 


3/2 


de donde — = 


rfv x 2 


a 2 -i) 3/2 


C?) v = — sen(5x 2 )-~senx 2 
w 20 4 


Solución 


dV 1 /r 2,r^ /r 2v 1 / 2 v / 2 x 10* r 2 2x 2 r ? X 7 

— =—cos(5x )D v (5x") — cos(x )D x (x )=-cos5x-cosx = — cos5x~—cosx“ 

dx 20 ' 4 * 20 4 2 2 


dy x, _ 2 2x 

— = —(cos5x -cosx“) 
¿/x 2 
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(4) v = ln( 1 + ^fe^ ) + 2 arctgVsenjc 
' l-Vsenjt 

Solución 

Antes de derivar, a la ftmción expresaremos así: 
y = ln(l + -v/senx) - ln(l-V senjc) + 2 arctgVsenx 
Ahora derivando mediante las reglas establecidas: 


COSJC 


COSJC 


rfV_D v (l+-s/serix) D x (\-*Jsenx) D X J senjc 2Vsenx , 2^/senx 


¿¿r 1+Vsenx 1-Vsenx l + (Vseñjc) 2 1+Vsenjc 1-Vsenx 


cosjc . 1-Vsenx+ 1 + Vsenjc . 
V-— r :■ —7—) + ■ 


cosx 


2Vsenx (1 + Vsenx )(1 -Vsen jc) (1 + senjth/senjt 


COS JC 


COSJC 


cosx ^ 1 + senx + 1-senx ^ 


Vsenjc(l-sen x) (1 + sen jth/sen jc Vsenx (1 -senjc)(l + senjc) 

2cosjc _ 2cosjc _ 2 

Vsenjc(l -sen 2 jc) Vsenjc(cos 2 jc) Vsenjc.cosx 



sen c - cos jc 

> , = - 

sen x + cos x 


Solución 


Derivamos mediante la regla del cociente: 


cfy _ (sen x + cos x)D A . (sen x - cos x) - (sen x - cos x)D x (sen x + cos x) 

rfx (senx + cosx) 2 


(sen x + cos x)(cos x + sen x) - (sen x - cos x)(cos x - sen x) 
(senx + cos x) 2 

(senx + cosx) 2 +(senx-cosx) 2 
(senx + cos x) 2 


cosx, 
V senx 
1 + senx 
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sen 2 jc + co s 2 jr + 2senxcosx + sen 2 a' + cos 2 x-2senjccos;c 
(senjc + cosjc) 2 

2(sen 2 jc + cos 2 jc) _ 2 

(sen x + cos jc) 2 (sen jc + cos jc) 2 


, dy _ 2 

dx (senjc + cosjc) 2 


>’ = (! + Ln( sen jc))" 


Solución 


— = /?(l + Iw(senx))” x D x (\ + Ln(sQnx)) -/?(1 + Ln( senx))” 1 ■ — Senx 
dx sen x 


11 COS X - T . vx „-! 

- (1 + Z//(sen jc)) 

senx 


— = nc tg x(l + L//(sen x))" 1 
dx 


© 


© 


/ X :C x2 

V = (sen — cos —) 
2 2 


Solución 


dy x x v _ , x x v x x v/ l. x x vv 

— = 2( sen — cos —)D r (sen — cos —) = 2(sen — cos —)(— (cos — + sen —)) 
dx 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

, X x v/ X x v 2 % ? X rfv 

= (sen — cos—)(sen —+ cos—) =sen"—cos"—= -cosx — =-cosx 

2 2 2 2 2 2 dr 


v = 


-n/jc-TT —s/jc — 1 
•>/x + 1 + -v/x — 1 


Solución 


A la función v = /(x) — ^L_l . Expresamos en la forma siguiente: 

Vx + 1 +v*-l 


_ (Vx+T-Vx-1) _ (Vx + 1 —V-^ — 1 )(*\/x +1 - V*~l) 
(Vx + 1 + V^-l) (Vx + 1 + V*-1)(V* + 1 — “\J x — 1) 


y = 


v=- 


(Vx+T-Vx-l) 2 x +1 — 2Vx +1 V^~ 1 + x — 1 2x -2 Vjc 2 -1 


(x +1) — (x—1) 


x+l-x+1 


= x-Vx 2 " 


+ 1 
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dy 

Ahora calculamos la derivada— , es decir: 

dx 


. dy _ x 
'dx 


.y = x 6 (l-cos2jr) 2 

Solución 

Aplicando la regla del producto se tiene: 

— = x 6 D x (1 - cos 2x ) 2 + (1 - cos 2x) 2 D x x 6 = x 6 (2 sen 2jc)2(1 - cos 2x) + 6x 5 (1 - cos 2x) 2 
dx 


= 2x 5 (1 - cos 2x)(2x sen 2x + 3(1 - cos 2x)) 

— = 8jc 5 (2jccosjc + 3senjc)sen 3 x 
dx 


y = Ln. 


1-senjc 
1 + sen jc 


Solución 


A la ílinción dada la expresaremos así: 


y = y [Ln(\ - sen jc) - Ln( 1 + sen jc)] 


ahora derivando de acuerdo a las reglas establecidas: 


dy _ 1 ^ ZMl-senx) D^l + senx) ^ _ 1 ^ -cosjc _ cosjc 
dx 2 1-senx 1 + senjc 2 1-senjc 1 + senjc 


1 


cosjc^l + senjc + l-senjc^_ cosjc 2 _ 

2 l-sen 2 jc 2 cos 2 jc cosx 



, ,4x~ 2 +a 2 
^ = ln(-===-) 


4- 1 • - 2 


JC +fl — X 


Solución 


A la función dada expresaremos en la forma: 
y _ \ n ^ x ],+^ + x ^ _ \ n (^ x 2 + a 2 + x )-ln(V * 2 + a 2 -x) 

477? -x 


. 


= -secx 
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ahora derivando rnediante la regla establecida: 


dy P x (Vx 2 + a 2 +x) DaJx* +fl 2 -x _ Vx 2 +a 2 Vx 2 +a 2 


r-1 


Vjc" +a" + jc 


,2 , _2 


,1 , „2 


JC + 




V* 2 +a 2 -x Vx 2 +a 2 +oc 'fx‘-+a‘--x 

x-4777 


4x~ 2 +a 2 (Vx 2 +a 2 +x) Vjc 2 +a 2 (V^ 2 +a 2 -x) 

2 


1 1 

r + 


-y/jf 2 +o 2 -Jx 2 ~+a 2 -Jx 2 +a 2 




dx -Jx 2 +a 2 


.senx + cosjc, 

> = arctg(-) 

senx-cosx 

Solución 

Aplicando la regla de derivación del arco tangente: 

sen jc + cos jc (senjc -cos jc)(senjc+cosjc)'-(senjc+cos jc)(senjc - cosjc)' 

dy __ Djfí senjc-cosjc^_ (senjr-cosjc) 2 


<¿c ] + ^senx + cos£^ 2 

senjc-cosjc 


(senjc-cosx) +(senjc + cosjc)“ 


(senjc-cosjc) 

(sen jc - cos jc)(cos jc - sen jc) - (sen jc + cos x)(cos x + sen x) 
sen 2 jc + cos 2 jc-2senjccosjc + sen 2 jc + cos 2 + 2sen jccosjc 

-(senjc-cosjc) 2 -(senjc + cos jc) 2 


sen 2 jc + cos 2 jc-2senjccosx + sen 2 jc + cos 2 jc + 2senjccosjc __2___^ 

2 ~~2” 


i 

dx 


y = *j arctgjc -(arcsenx) 3 
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Solución 

Aplicando la regla de la potenciación 

— = - 3(arcsen jc) 2 D x arcsenx =- - (arcsenjc) 2 

dx 2^/arctgx 2(l + jr)^/arctgjc ^\- x 2 

dy _ 1 3(arcsenjc) 2 

dx 2(l + x 2 )^/arctg;c ^l-x 2 


(l4) y = ^ x 2 +a 2 + Ln(x + ^¡x 2 + cz 2 ) 

Solución 

Derivando mediante los criterios establecidos: 


dx 


477? 


D r x + - 


D x ( X + 47 + a 2 ) 
x+4? 7? 


iJsT? 2 2 

2jt 2 +q 2 , q 2 x+4777 2x 2 +a 2 + a 2 

2 4777 + 7 Vx 2 +a 2 U+^ 2 +a 2) " 2 47T7 2 + 2 477? 


= *?Llj7=47 

24777 


+ a 


...a..£T77 

dx 


@ v = tg(í' i "^ arctgjJ3 ^) 

Solución 

Antes de derivar aplicamos la propiedad: e lna = a 

gLn(arcA% jt 1 ' 3 ) = arc ,tgx 1/3 de donde _y = tg(e ¿ " (arctgx ' J) ) = tg(arc.tgjc 1/3 ) =jc 1/3 

rfv Jt _2/3 • 

Ahora derivando se tiene: — =- 

dx 3 
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© y = arctg( 


II. 

© 


■Ja 2 -b 2 senx 
b+a. cosx 


) 


Solución 

Derivando mediante la regla del arco tangente: 


D, 


2 sen x (b+a cos x)D x sen x- sen xD x (b+acosx) 


b+a. cosx 


(b+a. cosx)" 


dy 

dx Ja 2 -b 2 senx ? (ó+acosx) 2 +(a 2 -b 2 )sen 2 x 

l + í- 21 -) - 2 - 

ó + a.cosx (ó+acosx) 

Ja 2 ~-b 2 ^[(b + a cos x) cos x + a sen 2 x] 

b 2 +2abcosx + a 2 cos 2 x + a 2 sen 2 x-b 2 sen 2 x 

■Ja 2 -b 2 (b cosx + acos 2 x+a sen 2 x) 

b 2 + 2abcosx + a 2 cos 2 x + a 2 -a 2 cos 2 x-ó 2 (l-cos 2 x) 


Jaj -b 2 (q + ó.cosx) _ -Ja 2 -b l (a + b cosx) dy _ -Ja 2 -b 2 

dx a + b. cosx 


b 2 +cos 2 x + 2abcosx + a 2 (a + ¿cosx) 2 


Si y = f(z), z = g(x), calcular 


d 2 v 


djy 

dx 2 


Solución 


Para calcular —=- aplicaremos la regla de la cadena 
dx 2 


dy _ dy dz 
dx dz dx 


...(1) 


Ahora calculemos la derivada de la ecuación (1) 
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.i ( i) 

í¿c 2 ífe <¿c 2 <*c dx <¿z 

<¿y dy .dy. d .dy.dz d 2 y dz 

— -+z-+x, — (—) = — (—)— = —f.— 
dz dx dz dz dz dx dz 1 dx 


•( 2 ) 


d <¿j _ </ 2 >> <¿z 
<¿c <¿z <¿z 2 <¿c 


reemplazando (3) en (2) se tiene: .(—) 2 

dx 2 dz dx 2 dz 2 dx’ 


.(3) 

•(4) 


como 


y = f(z) 


■=g(x) 


*=/'w 

<¿z 


—=g w 

dx 


d 2 y _ /•» 


<¿z 2 


<¿ 2 z 

<¿c 2 


=rw 


=g"W 


...(5) 


d y i 

Ahora reemplazando (5) en (4) se tiene: — j- = f'(z).g"(x) + f”(z).(g(x)) 2 

dx 1 


© 


Sí f '(x) = senjc 2 e y = f( ^ X - — )■ Calcular — 


JC + 1 


dx 


Sea z = ^—í-, y=f(z), 
x + 1 



dy _ dy dz 
dx dz dx 


donde 


y=m 

2x-l 

z = - 

x + 1 


dz 

dz 3 


dx (x + l) 2 


dy ri/ ^dz 2 3 3 /2x-l x2 

— = f(z) — = senz. -- =--.sen(-) 

dx dx (jc + 1) 2 (jc+ 1) 2 Jc + 1 
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® 


3 2x-\ 2 

-.sen(-) 


dy 

dx (x + l) 2 ' x + l 

Hallar /’(jc) sí f{x) = sen 3 (sen 2 (senx)) 

Solución 

Aplicando la regla de la cadena se tiene: 

f(x) = sen 3 (sen 2 (senx)) => f'(x) = 3 sen 2 (sen 2 (sen x))D x sen(sen 2 (senx)) 


f'(x) = 3sen 2 (sen 2 (senx))cos(sen 2 (senx)).Z/ sen‘(sen x) -.(1) 

D x sen 2 (sen x) = 2 sen(sen x)D x sen(sen x) = 2 sen(sen x). cos(sen x) cos x 

D x sen 2 (sen x) = 2 sen(sen x) cos(sen x) cos x = sen(2senx)cosx .. .(2) 

Reemplazando (2) en (1) se tiene: 

/’ (x) = 3 sen 2 (sen 2 (sen x)). cos(sen 2 (sen x)).sen(2 sen x) cos x 


® 


Dada la fiinción /( x ) = 


jc 2 sen —+ jc, jc^O 
x 

0 , jc = 0 

Solución 


. Demostrarque /’(0) = 1 


Por defmición de derivada se tiene: /'(0) = lim — !££££ = ¡¡ m £íf}l —2. 

h-> o h h->o h 


1 / 
h sen —+ /i 


= lim - 
h-> 0 


= lim(h sen— ) + l = 0 + 1 = 1 
h—>o' h 


••• /’( 0 ) = 1 


NOTA.- V h*0, -l<sen —<1, -h<hsen-<h 

h h 


lim(-h) < lim h sen — < lim(h) ; de donde lim(-h) sen— = 0 
h—>0 h-> 0 h h^>0 h-> 0 h 
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(i) Sea f(x) = 


jc 5/2 sen —, jc * 0 

jc . Hallar /'(0) 

0 , jc = 0 

Solución 


Por defmición de derivada se tiene: 


. 5/7 1 

h 'sen— . 

/'(0) = lim - — ' —■ L} — L = lim - v “' —= lim -— = lim /; 3/2 sen— = 0 

A->0 /) A-.0 h *-» o h h—*() h 


f(0 + h)-f(0) _ /(/0-/(0) _ 


puesto que: 


-l<sen —<1 => -/) 3 ' 2 </) 3,2 sen—</) 3 ' 2 


3/2 „„„ 1 ^ .3/2 


lim(-h ')< lim h ' sen—< lim h 

h—>0 h-tO h h-> 0 


0 < lim /) 3,2 sen —< 0 
h-*0 h 


luego: lim /¡ 3 ' 2 sen— = 0. por lo tanto: /' (0) = 0 
/>-*o /) 


© 




< 3 X 2 

, JC <1 

Dada la función 

/w=- 

, 1 , 

, X > 1 



l-l 



l x 


/'(jc) exista 



Solución 


Como para x > 1, se tiene |x| = x entonces: /(.x) = 


ojc 2 , jc < 1 

— , x > 1 


mediante derivadas laterales en x = 1 se tiene 
/- (1) = 2ax \ x=l = 2a 


1 


, _i => 2<z = -l=><z = — 

/ + (1) = ~U = “1 2 
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además de ser continua en x = 1 entonces: lim f (jc) = lim f(x) => a + b = 1 

/«->r * /»->r ‘ 


© 


Para quc f sea continua en x =-2 se tiene: lim f(x)= lim f(x) 

x->-2~ jc ->- 2 + 

lim Ax + 5 = lim Bx 2 + cx 

x —>— 2 x —>— 2 + 

- 2A + 5 = 4B - 2C de donde 2A + 4B-2C = 5 ...(1) 

Para que f sea derivable en x = 3 debe 3 /' (3) 


1 1 , i . 3 1 , 3 

como a = — => — + b = 1 => b =— por lo tanto: a =— ; b = — 

2 2 2 2 2 

Hallar A, B y C para que la función que se da, sea continua en -2 y derivable en 3 


f(x) = 


Ax + 5 , x<-2 

Bx 2 +cx , -2<jc<3 

Ax 2 + Bx , x > 3 


Solución 


3 /'(3) <=> /.(3) = / + (3) 

2Bx + C\ x=lí = 2Ax+ B\ r=3 => 6B + C = 6A+B de donde 6A-5B-C = 0 ...(2) 

como f es derivable en x = 3 <=> f es continua en x = 3, si f es continua en x = 3 entonces 
se tiene: lim f(x)= lim f(x) entonces lim Bx 2 +Cx= lim Ax 2 + Bx 

x ->3 x —>3* x —>—3~ .r —»-3 + 


9B + 3C = 9A + 3B de donde 9A - 6B-3C = 0 => 3A-2B-C = 0 ...(3) 


luego 


2A + 4B-2C = 5 
< 6A-5B-C = 0 
3A-2B-C = 0 


resolviendoel sistemase tiene: A=— = B = C 

4 


si x <2 
six > 2 


probar que f es continua pero no derivable en x = 2 


® Sea /(x) = P 1} ' 
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Solución 

La ñinción f es continua en x = 2 sí y solo sí lim f (x) = lim f (x) y además 2 e D f 

x—>2' x—>2 + 

lim 3 — 4(jc — 1 ) 2 = lim jt-3 = -1 

x->2~ x->2 + 

Porlotanto lim f(x)= lim f(x) y2eD f 

x->2~ ' *->2 + ‘ 

Luego f(x) es continua en x = 2, ahora probaremos que f(x) no es derivable en x = 2 



como /i (2) * fl (2) => 3 /'(2) por lo tanto la función f(x) no es derivable en x = 2 


í 8 


(5) Hallar los valores de a, b, c para que la función: f(x) = < | jc | 3 


Sea 


ax 2 +bx+c ,| jc | <2 


continua en x = 2, y derivable en x = -2 


Solución 


|x|>2 <=> x>2 V x<-2 además |x|<2 o -2<x<2 


a la función f(x) lo expresaremos en la forma: 


-jt 3 

J(x) =\ax 2 +bx + c , -2<jt<2 


la función f(x) es continua en x = 2 si lim f (jt) = lim f(x) = f (2) 


x->2~ x->2 + 


lim — = lim ax 2 +bx + c , de donde 1 = 4a + 2b + c 

.v—>2 + Jt 3 jt— >2“ 


...d) 
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la fiinción f(x) es derivable en x = -2 si 3 /'(-2) y 3 /'(-2)<=> /_! (-2) = / + (-2) 


24 

—— |* = _ 2 = 2crx + b \ x= _ 2 de donde 


...( 2 ) 


como f(x) es derivable en x = -2 => f(x) es continua en x = -2, si: 
lim /( x) = lim f (jc) , -2eD f 

x ->-2 a —>- 2 + 


i- 8 2 

lim —-= lim ax +6 jc + c entonces 


...(3) 


luego se tiene: 


4¿7 + 2/>+c = 1 

3 5 

-8cz+ 2b =3 resolviendo el sistema se tiene: a = — ,b = 0, c = — 

8 2 

4a-2b+c=\ 


10J Si la función f está defmida por: / (jc) = 


3 , 2 1 

ax +4jc“, x < — 
2 

bx-3 , jc>-— 
2 


Hallar los valores de a y b para que f sea derivable en todo R 

Solución 

La función f(x) es derivable para jc < y para x > —ahora veremos si es derivable 
en jc = --^- , por lo tanto f(x) es derivable en si 3/'(— 

3 /'(/) =>■ /J (- 2 ) = /+(—!■) entonces (3ax 2 + 8x) | , = ¿ 

2 2 2 *=-— 


al evaluar se tiene: Jja — 4b Í6 


...( 1 ) 


si f(x) es derivable en jc = - — , luego f(x) es continua en jc = - — si lim f{x) = /*(-—) 

2 2 x->-i/2 2 


3 lim f(x) o lim f (x) = lim f(x) 

x -+_\/2 -r —1 / 2 2 at —►—1 / 2 
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lim (ax 3 + 4jc 2 )= lim (bx-3) 


x->-\/2~ 


x-^-1/2 


- —+ 1 -3 - a + 8 = -46-24 

8 2 


a—4b 132 


Í3fl -4¿ = 16 

luego se tiene: < , de donde 2a = -16 => a = -8 

' a- 4¿> = 32 


© 


__o_ 

Si a = -8 => h = ——=-= -10 . Por lo tanto b = -10 

4 4 

La respuesta es: a = -8 y b = -10 

Calcular A y B para que la derivadas de: / (jc) = sea /' (jc) ■■ 

V 4-x 


Solución 


/(jc) = +í---■ ■ , derivamos mediante laregladel cociente 
v/4-jc 


Ax+B 


f'(x) = 


-ÍA^xD x (Ax+ B)-(Ax+ B)D x 4^~x _ 2*j4-x 


(*j4-x) 2 4—x 

—Ax + 8 A + B 2x —Ax + 8 A + B 


2(4—jr) 3/2 (4 -x) 3/2 


■ = 2x 


-Ax + 8A + B = 4x, ahora por identidad se tiene: 


-A = 4 
%A + B = ti 


12) Hallar /'(0) si f(x) = 


x 3 -3x 2 +2x-6 
jt 2 — 2 jc—3 


Solución 


... ( 2 ) 


2jc 

(4—jc) 3 2 2 


2A(4—x) + Ax+B 
2(4— jc) 3/2 


A = -4 
B = 32 


Calculando la derivada de la función í(x) por medio de la regla del cociente: 
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f(x) = 


x 3 — 3x 2 +2x-6 
x 2 -2x-3 


= x—l + 


3x-9 
x 2 -2x-3 


f'(x) = 1 + 


3(jc 2 -- 2x - 3) - (3jc - 9)(2x - 2) 
(x 2 -2x-3) 2 


f'(x) = 1 + 


18JC-3JC 2 -27 
(x 2 -2x-3) 2 


0-27 

/'(0) = 1 +- r = l—3 = -2 

(0—3) 2 


1 r< \ X 2 -3x~ +2x-6 

luego si: f(x) =-r- — => / (0) = -2 

(x 2 -2x-3)~ 

@ Si f(x) = Vtg 3 3x + -Jl + 2? , Hallar /' (0) = 0 

Soiución 

o c ■ rrr dy D xU(x) 

Como se conoce que: Si y = Ju(x)=>— = — _ 

dx 2 ^ju(x) 


9 tg 2 3xsec 2 3x + 


f'(x) = 


-Jl + 2? 


D x (tg 3 3x + Vl + 2x 3 ) 

2-^tg 3 3 jc + Vl + 2-\/tg 3 3 jc + -s/l + 2 jc 3 ” 


/’(0) = 


0 + 0 

2V0+VÍ+0 



14) Hallar — si 
dx 


1 + sen 2 x 3 
1 + cos 3 x 2 


Solución 

Aplicando la regla del cociente se tiene: 


dy (1 + cos 3 x 2 )D v (l + sen 2 x 3 )-(l + sen2x 3 )D v (l + cos 3 x 2 ) 
dx (1 + cos 3 x 2 ) 2 


/'( 0 ) = 0 
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6x 2 senjc 3 cos jt 3 (l + cos 3 jc 2 ) + 6jccos 2 jc 2 sen:c 2 (l + sen 2 jc 3 ) 

(1 + COS 3 JC 2 ) 2 


^ 5 ) Dada la fiinción f definida por: / (jc) = 


x 2 +JC + 1 


x + a 


, si x < 1 


2 

jc 3 +¿?jc 2 — 5jc + 3 , si \<x< — 


Hallar el valor de a y b para que f sea diferenciable en < -00,—] 

Solución 

La fiinción f x (x) = X **** y / 9 (jc) = jc 3 +¿jc 2 -5jc + 3 son diferenciables en sus 
jc+ ¿7 

dominios respectivos como f debe ser diferenciable en x = 1 entonces: debe 3 /’ (1) 
entonces /_ (1) = / + (1), donde: 


r ' 1 _ jc 2 +2 ajc + a-l | 3 a 

í - (1) - “ I X—\ -' 


(x + a)‘ 


(1 + a) ¿ 


fl (1) = (3jc 2 + 2bx - 5) \ x=l =2b-2 


como f[(\)=fl(\) =>—= 2¿>-2 ...(1) 

(a+\y 

si f es diferenciable en x = 1 => f es continua en x = 1, la función f es continua en 
x = 1 o 3lim f(x) = f(\) 

JC->1 ‘ 


3 lim f(x) <=> lim f(x) = lim f (x) 

•V->1 x —>1" x —>1 + 

lim X — * = lim Jt 3 +Z?jc 2 -5x + 3, dedonde —= é-1 ...(2) 

.v->r x + a .v->r 1 + a 

luego— ^ Q --- - 2b-2 y — = b-\ 

(a + \) 2 l + a 
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de donde — -—z - = —— => = 2 => a = 2a + 2 entonces a = -2 y b = -2 

(a +1) 2 1 + fl fl + 1 

Hallar /'( jc), si f(x) = 


x 2 +1 


jc 2 +2 


= 1-r-— (dividiendo) 

x 2 +2 x 2 +2 


Solución 


X 2 +1 


\ 1 

= 1 + 

-1 

_ x 2 +2 


x 2 +2. 

2+x 2 _ 


como 


por propiedad 


VxeR, x 2 >0 =>x 2 +2>2>0 invirtiendo 


i < 0 


x 2 +2 2 2 x 2 +2 


sumando 1 —i < 1 — 


x 2 +l 


x 2 +2 


x 2 +2 


= 0 =i> f(x) = 0 


■<1 => -< 


1 x ¿ +\ 


2 x 2 + 2 
f'(x) = 0, V x e R 


< 1, de donde: 


Calcular f'(x), si f(x) = [| x |]+[| -x |] 

Solución 


/00=[UI]+[|-*|] = 


0 , six&Z 
—1, sixíZ 


por lo tanto f es diferenciable V x g Z entonces f(x) = -1 de donde f'(x) = 0, V xgZ 
18j Calcular /’(x),si f(x) = [U+[|x|]|] 
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t 


Solución 

Por la propiedad [|x + «|] = [|jc|] + /2 <=>nez como [\x\ ]eZ 
=> [U + [UI]l] = tUI]+[UI] = 2[|jc|] luego V x e z, f(x) = 2[|x |] 

=> f'(x) = 0 

Si f(x) = tg(^—) + sen 2 (x cos 2x). Hallar /' (-|) 

Solución 

Calculando la derivada de acuerdo a las reglas establecidas: 

f (x) = sec (—-— )D X (—-—) + 2 sen(x cos 2 x)D x sen(x cos 2jc) 

y ,x sen x..x cos x + sen x . _ , _ x , _ w ^ ^ 

= sec (—-—)(---) + 2 sen(jc cos 2jc) .cos(xcos2x)(cos2x-2xsen2x) 

/'(•—■) = sec 2 -^-(-i) + sen(-Y)cosy (cos^-^sen^)= 1 + 0=1 /'(—)= 1 


Si x 3 + y 3 =8xj Hallar 


Solución 


Derivando implícitamente se tiene: 3x 2 +3y 2 D x y = %y + %xD x y 


donde despejamos D x y- 


3jc~ -8 y 
8x-3 y 2 


, . . . dy E x (x,y) 

aplicando el otro criterio de: — =-se tiene: 

dx E y (x,y) 


sea E(x,y) = x 3 + v 3 -8jty =?> E x (x,y) = 3x 2 ~Sy y E y (x,y) = 3y 2 -8x 

dy _ E x (x,y) _ 3x 2 -%y _ 3x 2 -8y 4 dy _ 3x 2 -8 y 

dx E y (x,y) 3y 2 -8x 8x-3y 2 dx 8x-3 y 2 
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® 


Si sen(v-x 2 )-Ln(y-x 2 ) + 2-Jy^x 2 -3 = 0. Hallar 

dx 

Solución 

Sea E(x % y) = sen(y-x 2 )-Ln(y-x 2 ) + 2^¡y-x 2 -3 , derivando 


E x (x, y) = cos( v - x 2 )(-2*) - 


-2jc 2jc 


y-x 


■/y-j 


= -2jc cos(^ — x“) + - 


2jc 2jc 


y 


-x 2 


E x (x,y)= 


-2x(y-x) 2 cos(y-x 2 ) + 2x-2x~Jy--x 2 


y-x 


£ y (x,y) = cos(y-x 2 ) - 1 —+ ( 


1 _(y-x 2 )cos(y-x 2 )-l+^[y--x 2 

y~ x ~ 4y~x 2 y ~* 2 


-2x(y - x2) cos(y - x 2 ) + 2x - 2x^jy-x 2 


dy _ £ x (x,y) 


-( 




¿x E y (x,y) 0>-x 2 )cos(y-x 2 )-l + -/y-x 2 




rfy _ 2x[(>’-x 2 ) c os(y-x 2 )-l + ./y-x 2 ] _ 
d* (y-x 2 )cos(y-x 2 )-l + -/y-x 2 


. _ 


í/jc 


= 2x 


(22) Si x 2 senj> + >’ 3 cosx-2x-3>’ + l = 0. Hallar 


dy 

dx 

Solución # 

Sea E(x,y) = x 2 seny + y 3 cosx-2x-3 v + l ,derivando: 

E x (x,y) = Ixseny-y 2 senx-2 y E v (x,y) = x 2 cosy + 3y 2 cosx-3 


dy _ E x (x„y) _ 2xseny-_v 3 senx-2 


dx E y (x, y) x 2 cos y + 3 y 2 cos x - 3 
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( 23 ) Hallar >•'= — si tg(jc 2 + >> 2 ) + e %1 +e y2 =0 por dos métodos que se han establecido. 
^ cix 

Solución 

Aplicando el primer criterio se tiene: derivamos la ecuación tg(jc 2 +y 2 ) + e x * +e r =0 
sec 2 (jc 2 +y 2 )D x (x 2 + y 2 ) + e x D x x 2 +e r D x y 2 =0 
sec 2 (jc 2 + y 2 )( 2x + 2 y.y') + 2xe x + 2 y.y'e y2 = 0 
2>’sec 2 (x 2 +y 2 )y'+2ye y y'=-(2x sec 2 (jc 2 +y 2 ) + 2xe xl ) 


2>(sec 2 (jc 2 +^ 2 ^ )y=-2jc(sec 2 (x 2 +y 2 ) + e x¿ ) 

m dy _ _ jc ^sec 2 (jc 2 +y 2 ) + e xl 
* dx y sec 2 (jc 2 +y 2 ) + e xl 

Ahora aplicando el segundo criterio se tiene: 

Sea E(x,y) = tg(jc 2 + y 2 ) + e x ' +e r , derivando 

E x (jc, y) = 2jc sec 2 (jc 2 + y 2 ) + 2xe x y E y (x>y) = 2jcsec 2 (jc 2 + >> 2 ) + 2>>e > ' 


_ E x (x,y) _ _2jc(sec 2 (x 2 + >' 2 ) + é? Jr2 ) 
c/x E v (x y y) 2y(sec 2 (x 2 + y 2 ) + e y2 

dy _ _ jc ^sec 2 (jc 2 +j> 2 ) + e^ 
” * J' sec 2 (x 2 +^ 2 ) + ^ 2 


Hallar — si >• = (jc 2 +l) senJr 
dx 


Solución 


Tomando logaritmo a ambos miembros: ln v = ln(jc 2 +l) sen ' r =senjcln(;c 2 +1) 
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ahora derivando implícitamente se tiene 

— = sen x.D x Ln(x 2 +1) + Ln(x 2 + \)D v sen x => y' = v[sen jc. —-+ cos x.Ln(x 2 +1)] 

y ' jc 2 +1 


dv , 7 ixSen r/2jcsenjc _ , 7 

— = (jc"+1) (— -+ cosjc.Lw(jc 2 +1)) 

dx x ” +1 


— = (jc 2 +i) senA ^jcsenjc + Oc 2 +l)) senx cosjc Ln(x 2 +1) 
dx 


Hallar ^ si v = x Q< * x 
dx 

Solución 

Tomando logaritmo en la ecuación y = x cosx 
\ny = \nx cosx = cos x ln x derivando implícitamente 


— = cos x.D x Lnx + LnxD r cos jc de donde 

y 


, ,COSX , COSX r COS-X 1 T 

V = ){ -lnx.senx] = jc [-lnjcsenx] 

x x 


dy cosjcrCosjc , 

.-J- = x cosx [ -lnjc.senjc] 

dx x 


Hallar — si y = x Lnx 
dx 


Solución 

Lnx 


Tomando logaritmo en la ecuación y = jc 


ln^ = ln(x lnx ) = lnx.ln x derivando implicitamente: 


i- = ÜM v '=2y— = 2x lnx ^L 

V X XX 


:.—=2x lax ~ x .\nx 

dx 


Hallar — si jc^ = y x 
dx 
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Solución 

Tomando logaritmo a ambos miembros lnjc^ = ln y x 

aplicando propiedad de logaritmo y Ln x = x Ln y derivando implícitamente 

y x x y 

yinjc + — = lnv + — v’ de donde (lnx-)/= lny- — 

x y y x 


ylnjc-jc jc 1 ny-y __ f _ y ^xlny-y^ 

• V — y ~ ( \ ) 

V x x ylnx-x 


• = Z, 

dx x 


u „ dy . x 2 4x + \ 

Hallar — si y = - , , 

dx ' (jc-1) 3 V5x-1 


Solución 

Tomando logaritino y aplicando sus propiedades: 


lnv = ln (— X ~{*yy =) = lnjn/jr + l — ln((jr — l) 3 ^/5 jc — 1) 
(,x-1) 3 V5jc-1 ' 


ln y = lnjr 2 + ln^Jr + l - ln(jt -1) 3 - ln^/5jt-l 


1 n >• = 2 ln jt + y 1 n(jt +1) - 31 n(jt -1) - j ln(5jt -1) 


V' 2 1 3 1 . , , , r 2 1 3 1 

y x 2(jc + 1) Jt-1 5jc — 1 jc 2(jt + l) jc —1 5jc —1 

dy jt 2 -x/x+I 2 ^ 1 _3_1_ 

dx ( jc — 1) 3 ^/ 5jc—1 x 2(x +1) Jt-1 5 jc-1 

® „ „ dv x 2 arctgjc 

Hallar — si y =- 

dx ■ l+jt 2 

Solución 


>’lnjt-jc 


Tomando logaritino y aplicando propiedades: 
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ln y = ln( * ■ ) = ln x 2 + ln. arctg x - ln(l + x 2 ) 

1 + x" 




y x (l+x 2 )arctgjc 1 + jc 


de donde y' = y[— + 


2jc 


x (\ + x 2 )arc.tgx 1 + jc 


-] 


dy x 2 arc. tgjc r 2 1 2 jc 

— =-— [—+- 

dx 1 + jc 2 x (\ + x 2 )arc.tgx \ + x 2 


/r¡\ u dy , (Jt + 1) 3 ^/(*-2) 3 
(30) Hallar — si y =- , . - - 

w * ¡JÜÜÜ 

Solución 

Tomando logaritmo y aplicando propiedades: 

Lny = Ln ^ + ^ = 3 T.n( r + n + - /.«r v - 7) - - 


%J(x-3) 


3 - + - 3 


^ jt + 1 4 (jc-2) 5(jc-3) 

dy _(x + 1) 3 ^/(jc-2) 3 3^3 2 

rfx ^/(jt-3) 2 X + 1 4 (jc- 2) 5(x-3) 


= 3L«(jc +1) + — L/j(jc - 2) — Ltt(x - 3) 


2 3 3 2 

- de donde y’ = ){-+-] 

-3) ' jc + 1 4(jc —2) 5(x-3) 


TT „ dy , (x + l)(2x-3) 

Hallar — si y = - - 

dx 


1/2 


Solución 

Tomando logaritmo y aplicando propiedad: 

ln y = ln — = ln(x + 2)(2x-3) l/2 -\n\¡3x-2 

\l 3x-2 


ln y = ln(jt + 2) + ln(2x -3) 112 - ln(3 c - 2) 1 ‘ 3 
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lny = \n(x + 2) + ~\n(2x-3)-^Ln(3x-2) 


1 1 
- + - 


y jt + 2 2x-3 3 jc — 2 


de donde y' - y [—-— + 1 


x + 2 2x-3 3x-2 


dy = (x+ 2)(2jc-3) 1/2 1 ( 1_1_ 

dx {¡3x-2 l x + 2 2x-3 3x-2 


4M EJIRCICIOS Pfe0riIISTO$^ 


I. Calcular las siguientes derivadas, usando la definición 


© 

r, * 2 * + 3 

/(*)= , 

3x-2 

Rpta. /'(*) 

© 

/U) -Jr2 

Rpta. /' (jr) 

© 

f(x) = xJx+\ 

Rpta. /’U) 

© 

II 

1 

* 

to 

Rpta. /’(jc) 

© 

/( x) = \¡2x + 3 

Rpta. /'(x) 

© 

f(x) = J 3-2x 

Rpta. f(x) 

© 

,, , * 2 -l 

,/(*)=—5- 

x 2 +1 

Rpta. f(x) 

© 

/ (JC) = 1 - 

Jx + \ 

Rpta. f(x) 


-13 

(lx-2) 2 

-1 

2(x + 2) vl 
3x + 2 

2~Jx + \ 

X 

2 

3(2jc + 3) 2/3 
1 

V3-2x 

4x 

(x 2 +l) 2 

1 

2(x + 1) 3/2 
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® 

II 

Rpta. 

@ 

Cx + D 

Rpta. 

© 

2 

ii 

1-? 

JHJ 

Rpta. 


© 

© 

® 

© 

© 

© 

© 

II. 

® 

© 

© 


f(x) = 4ax+~f= 

fax 

Rpta. 

Ja 2 +x 2 

f(x) = 

X 

Rpta. 

m 'Ja 2 -x 2 

Rpta. 

/W= 2x-1 

Rpta. 

f(x) = 3 x 

Rpta. 

f(x) = cos X 

Rpta. 

/v v 3 + 2x 

f(x)= - 

3-2* 

Rpta. 


Calcular la derivada en el punto indicado usando la definición 


f(x) = Vl + 9x , a = 7 

Rpta. 

f(x)= ,-a - 3 

~j2x + 3 

Rpta. 

f(x)=- + x + x 2 ,il = -3 

X 

Rpta. 


/’(*) = - 
f'(x) = 


1 


2x^¡3x 

AD-BC 


f'(x) = 


(Cx+D) 2 


2x 3 -1 


f'(x) = 


f'(x) = 


f'(x) = 


f'(x) 


a a 


2-Jax 2x-Jax 


-a 


x 2 4a~ +x 


2^-2 
2 


(a 2 -x 2 ) V2 


1 


(2x-iy 
f'(x) = 3 x Ln3 
f'(x) = -senjr 

f'(x)= — 

(3-2x) 2 



/'(«) = - 


27 


/'(«) = - 


46 

9 
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© 

f(x) = (x 2 +x) 2 ,a = 2 

Rpta. 

f(a)-- 

--60 


f(x) = *Jx 2 -4 , a = 5 

Rpta. 

f'(a) = 

5 

'•721 

© 

f(x) = ,-, a - -8 

'v/l — 3x 

Rpta. 

f'(a) = 

3 

250 

© 

f(x) = ,-, a - 1 

lW5 + llx 

Rpta. 

f'(a)-~ 

1 

128 

© 

/(•*) =| jc -11 3 , a = 1 

Rpta. 

f'(a) = 

= 0 

© 

f(x)=- Ír-l,a = 4 

-\JX 

Rpta. 

f'(a) = 

1 

8 

© 

f(x) = ^¡x 2 -9 ,a = 5 

Rpta. 

f'(a) = 

_ 5 
" 4 

© 

f(x)=. r - a “ 2 

2x-5 

Rpta. 

f'(a) = 

= -11 

© 

f(x) = 3 —^5 + x , a = -4 

Rpta. 

f'(a) = 

1 

2 


III. Determinar, cuales de las íunciones siguientes son derivables en los números dados por 


4x , x<4 


© 

f(x) = • 

II 

O 

* 

A 

* 

s 

oo 

1 

rí 

© 


o 

II 

o 

© 

f(x) =) - 

r 2 -41 ,x 0 =2 ax 0 =-2 

© 

f(x) = < 

-7i -x 

a-*) 2 

,x < 1 

, X>1 


>x 0 =1 
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© /(*) = 


© /(*) = 


© f(x) = 


VüT 

,x < 1 


. x 0 =1 

x 2 

, X>1 

x 2 -4 

,x < 2 


. *o =2 

<N 

1 

, x > 2 

U + 2| 

,x < 0 

2-2x 2 

, 0 < x < 2 , x 0 = 0,2 

x 2 - 4x + 2, x > 2 


© /W=V UKUI].*o=l.|.| 


© /(x)=|*-3| 3 (A-3) + jr 


3 

x—| 
2 


, x 0 =3 


© f(x) = 


si X < -1 


. *o =-l 


— 1—2jc si x>-l 

IV. Problemas de diferenciabilidad. 

(Calcular los valores de a, b y c para que la función: 


f(x) = 


— si | x | > 2 

I * | sea continua en x = -2 y diferenciable en x = 2 


tírx 2 + c si \ x\ <2 


Rpta. a = — , b = 0, c = 3 
4 


Calcular los valores de a y b de la íunción f para que sea derivable en x = 2 

m =\- ix \ • SÍI / 2 

\ax + b , .S'/ x> 2 


Rpta. a = -12, b = 12 
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© 


@ 

© 

© 


Halle los valores de a y b tales que f sea diferenciable en 2 si: 
f ax + b , si x < 2 

f(x) = \ . Rpta. a=8, b = -9 

1 2jc 2 -1 ,si x>2 

Sí f(x) =| x - 81 (x - 8). Hallar los puntos donde f es diferenciable. 

X “ si X < 1 

Si f(x) = V . Encontrar los valores deaybtalque f'( 1) existe. 

\c 


üx + b si x > 1 


Rpta. a = 2, b = -l 


{ i ax+b , si x<2 
x 2 -3, si x>2 
Rpta. a = 4, b = -7 


© 


\ x 2 x < 1 

Hallar los valores de a y b de manera que la íunción: / (jc) = < ’ sea derivable 

\ax + b, x>\ 


en todo su dominio. 


Rpta. a = 2, b = 1 


© Hallar los valores de a y b, de manera que la fimción: f(x) = 


ax 2 +b, si x<\ 
1 

-, Sl X > 1 

1*1 


sea 


derivable en todo su dominio. 


1 3 

Rpta. a = — , b = — 


© Hallar las constantes myn de tal manera que la íunción f(x) = 
sea derivable en x = -1. Rpta. m = 2, n = 10 


\x 2 +mx + ?>, x<-\ 
\-4mx + n, x > —\ 


® \3-x, x<\ 

Sea f la función definida como: f(x) = \ , donde a y b son constantes. 

\ax~ +bx, x> 1 


i) Si la fimción es continua para todo x ¿Cuál es la relación entre a y b? 

ii) Determinar los únicos valores de a y b que hacen a f continua y diferenciable. 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 


Si /(jc)=|x-3| 3 (jc-3) + jc 3 [| ¿Sea fderivable en x = 3? 


Dado /(jc) = (jc--1)[|jc|] , trace la gráfica de f para x e [0,2], halle si existen f'_( 1), 

Ad), /'(i). 

Dado / (jc) = (5 — jc)[| x |], trace la gráfica de f para x en [4,6], obtenga si existen /_ (5), 
A(5), /*(5) 


Dada / (jc) = (jc - a)[| jc |], demuestre que: /! (a) + 1 = /* (a) 
Determine /’ (—3) sí / (jc) = (| jc | -x)l¡9x 


Hallar la derivada — sí 
dx 


y = 


y = 


y = 


1 1 


(jc + cr) w (jc + b) n 


4777 


y=- 


VjC + C7 

4x + 4ü 

4lx 2 -2jc+ 1 


v = - 




= (3jc 2 + 4jc + 8 )-s/ jc — 1 


Rpta. 


Rpta 

. 8 

4v = 

n(x + a) + m(x + b) 

í/jc 

(x + a) mH (x + b) n+ ' 

^V = 

a 2 

rfjc 

(a 2 -x 2 ) 312 

dy_ = 

-Ja(^[x -*Ja) 

dx 

2-Jx-Jx + a (-Jx + -Ja) 2 

dy = 

x — \ 

dx 

x 2 y¡2x 2 -2x + l 

dy = 

-1 

dx 

(jc 3 +3jc 2 ) 2/3 

dy = 

’ *15x 2 

dx 

2(jc—1) 1/2 
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© 

Jt" 

y — - 

' (1 + x)" 


_ -J\ + X +Vl -X 
^J\ + x -^Jl-x 

© 

y = (x + a) m (x + b) n 

® 

_ sjx 2 +1 +Jx 2 -1 

^lx 1 +1 -^lx 2 -\ 

© 

ll-jx 

© 

4x + 6 

*Jx 2 +3x + 4 

© 

2jt 3 +1 

© 

'Ja + bx -^Ja-bx 

y =- 

^Ja + bx + ^Ja-bx 

© 

,x 2 +3x + 5 v 5 
,=< 2,-1 » 

© 

y = m Í(l-x) m (l+x)‘ 

© 

3 |i+* 3 

y l\-x 2 

© 

y = ^Jx + ^Jx + 4x 


„ , dy nx 

Rpta. — =- 


n-1 


dx (x+1) 


n+1 


Rpta. ^ = --y[l + T =] 

dx x 2 -Jll 2 


Rpta. = (x + a) m_1 (x + b )"‘ 1 [m(x + b) + n(x + a )] 

dx 


Rpta. 


dy 


dx Vx 4 -1 


(Vjc 2 +1 +Vjc 2 -l) 2 


Rpta. — = - 


1 


Rpta. ^ = 


dx 2 (-Jx + 1)*\/jc—jc 2 
7 


Rpta. 


dx (x 2 +3oc + 4) 3/2 
_ 36jc 2 (jc 3 -1) 3 

(2jt 3 +1) 5 


Rp«. 

dx bx sja 2 -b'x 


2 2 


dy . 5(2jt 2 -2jt-13) jt 2 +3jt + 5 4 
‘ d* (2jt-l) 2 2x—1 


W + AÍ 


Rpta. — 


rfy 2jt 2 .1 —X 3 .2/3 


-(- 




Rpta. 


dx (1-x 3 ) 2 1 + jc 3 
dy _ 1 + 2 4x + 4-Jx-Jx^Jx 

%'JxJx + Jx Jx + -Jx~+^fx 
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© 


y-i |/M/ITvf 

-J\ - COS X 


Rpta. — = ~(l + lj\ + l¡x) 2/i (\+lfx) 2/3 x 2/3 
ar 27 


>■ = arctg 


Ví 


+ COS X 


COSJC 1 . _ X . 

y=- — 2 — 

2sen x 2 L 


y- 


tgx-tg X 
1 — 6tg 2 jc + tg 4 jc 


e x -e x cosjc + 2senjc 

V = arctg- arc. tg- 

e x +e- x 6 senjc-2cosjc 


x 2n -1 

> = arc. cos(— -) 

jc 2 " +1 


y= — j==arc. tg(e J-) 
m -Jab V o 


Rpta. 


dy = 

1 

dx 

2 

dy = 

1 

dx 

sen 3 jc 

dy_ = 

1 

dx 

cos 2 4jc 

dy_ = 

1 

dx 

cosh 2jc 

dy = 

2nx"-‘ 

dx 

* 2 "+l 

dy = 

1 

dx 

ae mx +be 


J jr 2 arc.tgjr-t— 

y = —r= e 


Rp„. ±.(2,—')* 
Jjc 1 + x 2 


x 2 arc. tg x-y—Lnx-y\ 


4i 


, sena.senjc v 

y = arc. sen(-) 

1-cosa.senx 


Rpta. — = 


sena 


dx 1-cosa.cosjc 


@ 


, b + a cos jc x 

V = a/r.cos(-) 

a + b cos jc 


Rpta. 


dx a + b cos jc 


2 A-4x . 

y = cos (-¡=r) 

1 + 4x 


sen[2(-— f=)] 

n . 1 + Vjc 

Rpta. — = —= -j£r-r~ 

4x(\+-fxy 


■> ,\-Lnx s 
v = sen _ (-) 

JC 


_ Lnx-2 r_.l-Z.njc_ 

Rpta. -f- =-— sen[2(-)] 

dx x ~ 


x 
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© 


© 

.v=tg ( i-4) 
l + e 

Rpta. 

© 

2 1 x 

y =—arc. tg .r + - arctg-- 

3 3 1-r 

Rpta. 

© 

y = Ln( tg ■—) - c tg x.Ln( 1 + sen x) - x 

Rpta. 

@ 

1 r , 1 + *, 1 , 

y= „ ln( ) arctgr 

4 1-jc 2 

Rpta. 

© 

y = ln(jc +- -n/jc 2 -1) 

Rpta. 

© 

y = 4xarc. sen V* + -\A ~ * 

Rpta. 

© 

^ = Ln(^¡2sen jc + 1 + ^¡2 sen jc-1) 

Rpta. 

© 

. 1 l + senr 

- v = Wi- 

V 1-senjc 

Rpta. 

© 

y = Ln( 3jc 2 +->/9jc 4 +1) 

Rpta. 


dy _ -2e 


l-e J 


_ 4tgx + l-2-^/tgx 
^XgxTl + 2^/tgx 


v = ln( 


21n 2 (sen jc) + 3 
21n 2 (senjt)-3 


) 


' = — ^¡arc.sen^lx 2 +2jc 
2 


Rpta. 


¿V 


rfjt 

-sec (- 

(l + e') l+e' 


1 + r 4 

dx 

1 + r 6 

dy = 

Z,n(l + sen r) 

dx 

sen 2 x 

dy = 

x 2 

dx 

\-x 4 

dy = 

1 

dx 

4x 2 -\ 

ll 

— \=arc. senjx 
2^c 

dy = 

COSJC 

dx 

V4sen 2 r-1 

dy = 

1 

dx 

cosx 

dy = 

6jc 

dx 

ih 

+ 

dy = 

2sec 2 r 

dx 

^/tgr(4 tgr + 1) 

dy = 

241n(senr)rtgr 

dx 

41n 4 (sen r)-9 


r + 1 




8-s/jc 2 + 2jt-y/l-* 2 -2x(arc.SQn^x 2 +2jc) 


3/4 
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( 43 ) y = arc.tg (Ln(ax+b)) 


Rpta. 


{ax + b)(\ +Ln~ (ax+b)) 


y = 3/ln(sen^-p) 


Rpta. ctg((x + 3)/4) 


dx 12 Ln 2/3 (sen(x + 3)/4)) 


45; > = ln jc-ln(lnjc) 


Rpta. — = 


dy _ 2Ltrx-\ 


dx xLnx 


y = (2-jc 2 )cosjc 2 +2jcsenjc 3 


dy 


Rpta. — = -2jccosx 2 +(jc 2 -2)2jcsenx 2 +2senjc 3 +6jc 3 cosjc 3 
dx 


y = sen(cos 2 jc) cos(sen 2 jc) 


dy 2 2 

Rpta. — = - sen 2jc cos(cos jc - sen jc) 
dx 


48; y = sen(sen(senx)) 


dy 

Rpta. — = cos(sen jc(sen x)) cos(sen jc) cos jc 
dx 


® 


y = sen 3 (sen 2 (sen jc)) 


í/v 9 2 9 

Rpta. — = 3sen~(sen (senjc))cos(sen (senjc)).sen(2senjc)cosjc 
dx 


[50) 

6Í) 


>’ = sen((sen 7 x 1 +1) 7 ) Rpta. — = 343jc 6 jc 7 .cosjc 7 .(sen 7 x 1 +l) 6 .cos(sen 7 jc 7 +1) 7 

dx 

y = sen(jc 2 + sen(jc 2 + sen jc 2 )) 

Rpta. -^- = cos(jc 2 +sen(jc 2 +senjc 2 )).[2jc + cos(jc 2 +senjc 2 )(l + cosx 2 )2jc] 
dx 


© 


/ * \ n 

y=( —i=f) 

1 +Vi-jc 2 

y = (J7- ÍT+V^T) 4 


Rpta. — = n( 

dx 


dy _ ,1+Vl-x 2 — 2jc 2 


X V w-1 


(1 + 


4\-x 2 ) 2 \+4£¿) 


Rpta. ^- = 2(V* + 1+V*-1) 3 ( 7 == + -¡==) 
dx VJC + 1 V*-1 
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© 

@ 


y = (x+^) n 


Rpta. 


dy 

dx 


2x 2 (x 2 -x + 1) 

(x 2 +l ) 5/2 


Rpta. 


^ = n(x + ^r l ( 1 -- 4 — ) 
2 v~ Jt 


Sí /’(jc)=— r- —» y = /(——:)• Haüar^ 
x 2 +l Jc + l 


y = ln( |lt ~ 1)1|ir ~ 2> ) 
jc—3 


Rpta. 


rfy 3 1 

— =-+- 

dx x-\ x-2 


1 

jc—3 


@ j = 2 arcsen 3 ' + (1 -arccos 3jc) 2 


Rpta. 


dy 

dx 


31n2.2 aro8en3A , 6(l-arccos3x) 
Vl-9jr 2 Vl-9x 2 


© 


v = ln(arcsen(5x)) + arcsen(lnjc) 


Rpta. 


</y 5 1 

— = —= -- +— . 

* \ 1 - 25x 2 arc. sen 5 jc Wl-lnjc 2 


dy 

VI. Derivación Implícita. Hallar sí: 


© 

e y = x + y 

_ dy 

Rpta. — 

dx 

© 

\ny+— = k 

y 

_ dy 

Rpta. — 

dx 

© 

arctg—= — ln(x 2 +y 2 ) 
x 2 

_ dy 

Rpta. — 

dx 

© 

y' = x - y 

x + y 

_ rfy 

Rp,a - * 

© 

X 

xy = arc. tg — 
v 

Rpta. ^ 

dx 


1 

e'-l 

Jc-y 


JC + ^ 

Jc—JV 

2-3^ 2 (jc + y) 2 

£ 1—jc 2 -y 2 
Jt 1 + jc 2 +^ 2 
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x sen y- cos y + cos 2y = 0 

y sen x - cos (x - y) = 0 
© sen xy + cos xy = tg (x + y) 
@ x 3 +ax 2 y+bxy 2 +y 3 =0 


10) x 4 +y 4 =x 2 y 2 


@ x — y = arc.senx -- arc.seny 
n2) x 2 - a-Jxy + y 2 = a 


13) 2x 4 y 2 -4x 2 y 4 +x 2 y 2 =6 


© y 5 -2x 2 j> 3 +3x 4 y-x 5 =5 


15) -Jy+lJy +V/" = JC 


Rpta. 


Rpta. — = - 


Rpta. 


16) -Jxy + 2x = Jy 


dy_ 

seny 

dx 

2 sen 2 y - sen y-x cos y 

dy_ 

y cos x + sen(x - y) 

dx 

sen(x-y)-senx 

y cos 2 (x + y)(cos xy - sen xy ) - 

x cos 2 (x + y)(cos xy - sen xy) - 


3x 2 +2 axy+by 2 

dx 

ax 2 +2bxy+3y 2 

dy = 

x y 2 -2x 2 

dx 

y 2y 2 -x 2 

dy = 

-Jl-y 2 (l-é-x 2 ) 

dx 

Vi-x 2 (1-Vi -y 2 ) 

dy = 

4 x-Jxy + y 

dx 

4 y-s¡xy+ax 

dy = 

y 4x 2 -4 y 2 +1 

dx 

x 2x 2 -8 y 2 +1 

dy = 

5x 4 -4xy 3 -12x 3 y 

dx 

5y4-6x 2 y 2 +3x 4 

dy = 

1 

dx 

1 1 1 


2-Jy 3 rfy 2 4tfy* 

dy = 

4^xy + y 

dx 

Vx-x 



















Derivadas 


523 


© 

x — y = arc.senx - arc.seny 

Rpta. 

dy = 

Jl-y 2 (l-é-x 2 

dx 

■Jl-x 2 (l-Jl-y 2 

@ 

y = x + arc.tgy 

Rpta. 

n 

1 + y 2 

y 2 

© 

x 3 +2 x 2 y-xy 2 +2y 3 =2 

Rpta. 

dy = 

3x 2 +4xy-y 2 

dx 

2xy-2x 2 -6y 2 

® 

x 3 -3axy+.y 3 =a 3 

Rpta. 

dy = 

dx 

ay-x 2 

y 2 ~ay 

@ 

x 3 y 2 7 
/ + x 3 3 

Rpta. 

II 

41-s 

3 y 

X 

@ 

3 2 2 

x +xy =x y 

Rpta. 

8-14 

II 

2xy-3x 2 -y 2 

2 xy-x 2 

@ 

(x+y) 3 +(x-y) 3 =x 4 +y 4 

Rpta. 

dy = 

2x 3 -3x 2 -3y 2 

dx 

6xy - 2y 3 

© 

(x + .y) 2 +(x-y) 2 =x 3 +y 3 

Rpta. 

dy = 

dx 

3x 2 -4 y 

4x-3 y 2 

© 

(x+y)y 3 =x-y 

Rpta. 

dy = 

i -y 3 

dx 

l + 3x>> 2 +4 y 3 

VII. 

Derivadas de las funciones y = (f (x))* w 





(T) y = (x 2 +l) senx Rpta. ^ = (x 2 +l) senjr (cos xln(x 2 +1)+ 2 * ---) 

v “' dx x 2 +1 

(2) y = e x Rpta. — = e x jc x ' x*(— + (L«x + l)) 

^ dx x 
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© 

y = (\+x 2 ) anx, * x 

Rpta. i >’ [ ln(1 + ' K 2 **»** 
dx \ + x l+x 

© 

y = 2x^ x 

Rp... “j-S'f+p*) 
dx V x 

© 

y = x™ x 

^ A dy Senx ,senjc r v 

Rpta. — = jc (-+cos xLnx) 

dx x 

© 

y = x Lnx 

Rpta. — = 2x Lnx ~ l Lnx 
dx 

© 

y = (Lnx) x 

Rpta. — = (Lnx)(Ln(Lnx) + —^—) 
dx Lnx 

© 

y = ( senjc) cosx 

Rpta. — = (sen) cos * (c tg jc cos jc - sen xLn sen jc) 
dx 

© 

y ^(cosx)* 

Rpta. — = (cosjc) x (Z/icosjc-jctgjc) 
dx 

© 

H 

II 

H 

Rpta. *» m **»-y* 
dx yLnx-x x 

© 

y = x xl 

Rpta. — = x x2+1 (1 + 2Lnx) 
dx 

© 

y= xV ' 

n . dy x [~ \-Lnx 

Rpta. -p = ^jc-r— 

dx x L 

© 

M^-fs 

x + Jy 

Rpta. +-ÍÜ 
dx x 


, . . . Rpta. ^- = , v ; (-) 

^/(x + 2) 2 V(x + 3) 3 ^(x + lf^x + S^ x ~ 2 3 <* + 2 ) 2 ^+ 3 ) 


@ 
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15J y = 


© 

VIII. 

© 

© 

© 

© 

© 


^Jx +1 


-jix-rfix-i)" 


Rpta. ‘ft’- . '<* + '■ 1 


11 


dx ^( x _l) 5 ( x -3) n 2(jr+l) 2(x-l) 2(x-3) 


> =3 


17) _V = 


y = 


x(x 2 +1) 
x 2 -l 


(x-2) 2 \[x +1 
(JC-5) 3 

(* + 1) 3 Uc-2 


Rpta . ^ = xW+i Uxi+a 

3x(l-x 4 ) Ux 2 -!) 2 


Rpta . 2(3 c-2)(jc ¿ +11JC + 1) 

* 3(x-5) 4 ^/(x + 1) 2 


^(x-3) 2 
Derivadas en un punto 


Si >’ = tg 3 . Hallar 

6 í¿c 


rfy _ 57 jc 2 -302jc + 361 (x + l) 2 ijx^2 

lvpt2* — T • # - 

dx 20(jt-2)(x-3) ^¡(x-3) 2 


Si f(x) = tgx y g(x) = Ln(l-x); Hallar — t 


/’(0) 


«'(0) 


Si f(x) = 1 — x y g(*) = l-sen —; Hallar 

2 /'( 1 ) 


Calcular /'(0) sí f(x)=e x cos3.c 


Hallar /' (1) si /(x) = ln(l + x) + arcsen— 


© Sí f(x) = ln(tg-^)—£2ií_. Hallar /' (^) 


Rpta. 6rc 

Rpta. -1 

Rpta. 0 
Rpta. -1 

Rpta. - + — 

2 3 

Rpta. 4^/2 


sen jc 


@ Sí /(x) = l¡Lnx . Hallar /'(e) 

© Si /(x) = e m sen izx. Hallar /'(-) 


Rpta. 


3e 


Rpta. n e 
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® Si f(x) = ln(i—Hallar /'( 4 ) 


‘gx 


10) Hallar y' sí y - arctg(-|— j^) + arcsen(- % 


Rpta. -1 


I - j ^ 

V 1+ tg * 


Dada la íunción f(x) = | X x ) + X - x ^ 0 . [) emos t rar q U e /’(0) = 1 


(Í 2 ) Dada la función f(x) = 


x +senjc 


, jc = 0 
[x + 0.2l|]+jc 2 cos~ ,jc 


Hallar /*(0) si existe, usando la defmición de derivada. 


Si_>> 3 =l¡5x 3 +3x 2/3 y 2/3 Calcular — parax= l,y= 1 


dx 


141 Dada la íunción / ( x ) = —¡= - , determinar los valores de m, sí: 

^ V2x-7 


(m 1 +4)f(~) = l3m.f(~) 


(Í5) Si f (x) = cos ^ (x + 7i ), hallar /’(-jj-) 

© Si f(x) = J7+Í£ lD ' í * T ' , haUar /'(0) 



Si f: I-> R es una función derivable en el punto x = a, (a e I), entonces la ecuación de la 
recta tangente a la gráfica de f en el punto P(a, f(a)l es dado por: 
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Si f'(a) * 0 , entonces la ecuación de la recta 
normal que pasa por el punto P(a, f(a)), es 
dado por: 



Para el caso en que f'(a) = 0, la ecuación 
de la recta normal es: x = a. 



Llamaremos longitud de la tangente, al segmento de la tangente comprendida entre el eje 
X y el punto de tangencia y denotaremos como: L t = d(A, P ). 


Llamaremos longitud de la subtangente al segmento AB que es la proyección ortogonal 
del segmento AP sobre el eje X, al cual denotaremos como: Ls t = d(AB ). 


Llamaremos longitud de la subnormal al segmento BC que es la proyección ortogonal del 
segmento PC sobre el eje OX . 


De la ecuación de la recta tangente L t :y-f(a) = /' (a)(x-a ). 
Calculamos el punto de la intersección A con el eje X, para y = 0, entonces: 


x = a- 


m 

f'(a) 


=> A(a - 


f(a) 

f' (a) 


, 0 ) 


como el punto de tangencia es P(a,f(a)) 


L t = d(A,P) = 


f(a) 


f\a) 


+ (/’(a)) 2 = Longitud de la tangente. 


Lsj =d(A,B) = 


f(a) 

f'(a) 


longitud de la subtangente. 


De la ecuación de la normal L n :y-f(a) = - (x-a), calculamos el punto C de la 

f'(a) 


intersección con el eje X. 
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Para y=0 => x = a + f(a)f'(a) => C(a +f(a)f’(a), 0). 

Ln = d(P, C)=\f(a^l + (f(a)) 2 = longitud de la normal. 

Ls n = d(B,C) = \f(a)f'(a\ = longitud de la subnormal. 

Ejemplos: 

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva y = x : ' -3x en el punto 


( 2 . 2 ) 


Solución 


dy 3 dy y 

Calculando la pendiente = mL t = — \ p(2 2) , pero como y = x -3x=> — = 3x -3. 

dx dx 


dy 

Entonces mL r =-\ p(22) = 12-3=9 
dx 


Luego :y->’ 0 =mL r (x-x 0 ), dedonde L, :.v~2 =9(x-2) => L t :9x-y-\6 = ti 


como L n 1 L t => mL n =entonces L n :y-2=-^(x-2) 


L n : jc + 9>-20 = 0 


Hallar la ecuación de la recta tangente y de la normal a la curva jc 5 + > 5 - 2 xy = 0 en el 
punto P(1,1) 

Solución 

Para calcular la pendiente de la recta tangente, en primer lugar calculamos su derivada, es 
decir: x 5 +> 5 -2jc> = 0 => 5jc 4 +5> 4 > , -2>-2x>'=0 


(5/ -2x)/=2y-5jc 4 


2y-5x 4 
5y 4 -2x 


como mL,A |_„=-S±- 

dx' Pm Sy‘-lx\ nm 5-2 


= -l 
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entonces L t : y-y 0 =mL t (x-x 0 ) => L t :y- 1 = -(jc-1) , de donde L t :x + y-2 = 0 
como L n ± L t => mL n = 1, entonces tenemos que: 


L n :y-l = x-\ => L n :x-y = 0 



a) Representación de curvas en forma paramétricas 

Las coordenadas (x,y) de un punto P de una curva pueden ser fimciones de una 
variable t llamado parámetro, es decir: 



A la ecuación (a) se denomina ecuación paramétrica en donde cada valor de t le 
corresponde un punto P(f(t),g(t)) del plano XY. E1 lugar geométrico que describe los 
puntos f(t) y g(t) se denomina curva parametrizada de la ecuación paramétrica, para 
obtener la ecuación cartesiana se elimina el parámetro t y de esa manera se 
obtiene una ecuación de la forma cartesiana y = f(x) ó E(x, y) = 0 


Ejemplos: Trazar la gráfica de las siguientes ecuaciones paramétricas. 


















530 


Eduardo Espinoza Ramos 


@ x — t —1 y=t 2 

Solucién 



n¡ 


0 

-i 

0 

1 

0 

1 

-1 

-2 

1 

2 

1 

4 

-2 

-3 

4 



Ejemplos.- Trazar la gráfica de las ecuaciones paramétricas pasando a coordenadas 
cartesianas 

x = -1 + cos0 , y = 2 + 2sen0 

Solución 



© x-t y -i 

Solución 

Eliminando el parámetro t para obtener la ecuación cartesiana 
x = t 

. \ => xy = 1 ecuación cartesiana cuya gráfica es una hipérboia. 
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b) Derivadas <le las Ecuaciones Paramétricas 


Consideremos dos funciones f y g derivables en un intervalo [a, b], tal que: 


*=/(/) 

y = gU) 


...(a), son las ecuaciones paramctricas 


dy 

La — donde x e y están dados en forma paramétrica, se obtiene aplicando la regla 
dx 

de la cadena, es decir: 


Sí 


x=J(t) 

y = gU) 


dx 

~dt 


= /’(/) 


dy 


entonces: — = = 


dy_ 

dt g'U) 


f-*-® 

. dy g'(t) 
dx f'(t) 


dx dx f'(t) 
dt 


; f'(D* 0 


/'(/)*0 


Para obtener la segunda derivada, se aplica nuevamente la regla de la cadena, es 
decir: 

d_ dy d g'(t) /W'(0-gW''(0 

d 2 y ... d dy _ dj V _ dt _T(t¿ (/'«)) 2 

dx 2 dx dx dx f'(t) f'(t) 

dt 

d^ = ru)^u}zx^JlSll 

dx 2 (. f'(t))' 
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Ejemplo.- Calcular la derivada — de las funciones dadas en forma paramétrica. 

dx 



1 

7+T 


Solución 


A' = 


/ + 1 

>-(-V 

/ +1 


_J_ 

( 1+/) 2 


y, = 


2 / 

(1 + /) 3 


de donde 


dy 

dx 


y\_ 

x, 


21 

(1 + /) 3 _ 2/(1 +/) 2 2 / 

1 ( 1+/) 5 1 +/ 
( 1+/) 2 


# dy _ 2/ 

dx 1 +1 



x =a(f-sent) 
y = a( 1 -cos /) 


x = a(t -sen t) 
y = a(\-cost) 


n 

=> para / = — 


Solución 

x f =a(\-cost) 
y, =asen/ 


dy _ v, _ a sen / sen / 
dx x , a(l —cos/) 1-cos/ 


dy 1 

dx ' 1-0 


= 1 => 


dy 

dx 


U/2=1 


Ejemplo: 

Encontrar las ecuaciones de la tangente y normal dc la curva x = / 2 +1, y = / 3 + 2/ en el 
punto donde t = -2 
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Solución 


\x = r +1 -v, = 2 t 


y = t* + 2t y, =3t 2 +2 


dy y, 3 r+2 , dy 

entonces — = — =- => mL f = — |, *, : 

dx x, 2t dx 


el punto para i = -2 es P(5,-12) por lo tanto L f : y +12 = — (.v-5) 


-12 2 

niL„ =-= — porlotanto L„ : r + 12 = — (a -5) 

inL, 7 7 


4.21 DERIVAPAS 


Sí f: R —>R es una función derivable en x entonces: 




que es otra función la cual puede derivarse es decir: 






a esta función le llamaremos la segunda derivada dc f y si la función f"(x) se vuelve a 
derivar, se obticnc otra fiinción: 


m-jm Msmsrn . 

• £ • .M:: ¡p|| : MmSM 

y lo llamaremos la tercera derivada de f y así sucesivamente se tiene, que la derivada de la 
función f {n X) (x) es: 


* >" i' 


y se dcnomina la n-ésima derivada de f con respecto a x. 


| -j 
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Si D" J (x). D"g(x) existen en un intervalo entonces 
(T) D" (f(x)± g(x)) = D" f(x) ± D"g(x) 


H 

© D; (f(x)g(x)) = £ (l )D"f h f(x)D h g(x) (Rcgla de Leibniz) 

4=0 


© D"x"' 


- X 

(m-n)l 

m\ 

0 


si ()<//< m 

si n = m 
si n> m 


Ejcmplos: 

© Hallar f {n) (x) sí f(x )=—— 
w x +1 

Solución 


f(x) = 


1 

X + 1 


f'(x) = - 


1 

(-r + 1) 2 ' 


./"( x) 


1.2 

(Jt + 1) 3 


f'"(x) 


-1.2.3 
Ú + 1) 4 


f"(x) = 


(-!)"(! .2.3..J» 
(-v + l)’" 1 


:.f 0,) (x) = 


(-1)"»! 
(-v+ 1)"'' 
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Hallar / (n) (jt) si f(x) = Ln(x + a) 


Solución 


f(x) = Ln(x + a) => f'(x) = 


1 


f"(x) = - 


(x + a) 
1 


(x + a)- 


f'"(x)= — , 

(x + a ) 3 


f ,V (x) = - — 

(x + a) 


,v, , 1.2.3.4 

./ (*) = - 


(x + a) 


(jc + cr)" (jc + cr)" 

© Demostrar que la función y = Ax’’ + Bx' ", satisface la ecuación diferencial: 
n(n-l)y-x 2 y n =0 

Solución 

y = Ax" +Bx l ~ n => y’=nAx n ~ l +(\-n)Bx~" 

n(n-\)y = n(n-l)x” +n(n-\)Bx l " ... (1) 

y"=n(n-\)Ax n 2 -//(1 -n)Bx~ n ~ x 

x 2 y"=n(n-\)Ax" +n(n-l)x l ~" ...(2) 

Luego restando (1) y (2) setiene: /j(//-l)>-x'>'"= 0 













536 


Eduardo Espinoza Ramos 


© 


Demostrar que la función y = A sen ^ x +b cqs ^ x ^ satisface a la ecuación diferencial: 

x x 


x 2 v ,, + 2jcv , -jt ¿ v = 0 


Solución 


, , xcoshjc-senhjc „ xsenhjc-coshjc coshx „senhx 1 , senhx „coshjc 

_ Aí \ i Uí \ _ A í D í A i D 


y'=A( 


-) + B( 


) =A - + B - (A - +B --) 

JC XXX X 


. cosh x _ senh x y 

= A - B -— , derivando nuevamente 

X XX 


,, , x senh jc - cosh jc v ^jccoshjc-senhjr jcy'-y 

V = A( -7-) + B( -7-) - ~~ 7""“ 

X X x~ 


senhjc O coshx l /i( coshx „senhx, xy -y 1 , , y v jcv -y 

= A - +B - (A - + B - )—=y — (/+-)- - l - 

X X X X X x~ X X x~ 

v'■ = A ' 2v - *y' ~ - *y' + V = 2 V- x ?- xy' dedonde x ay. +2 ^-*V-0 
x~ x~ 

(?) Muestre que ( e ux cos bx) (n) = r"e ax cos(bx + ncp) determinando r y cp en función de a y b 

Solución 

(e ax cos bx) (U = ae ux cos bx-be ax sen bx = e QX (a cos bx-b sen bx) 


= -Ja 2 +b 2 e ax [—¡==== cos bx — j== — sen bx] 


Ta 


2 +b 2 


47 


+ b ¿ 


= 4a 2 + b 2 e (cos </)cos bx -sen <i >sen bx) =4a 2 +b 2 e“ x cos(<p + bx) 


pues en el siguiente gráfico se tiene: 
b 


sen (p = 


.-; cos <p = ■ r 

4a 2 +b 2 4a 


2 +b 2 
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(e ax cos bx) {2) =-\]a 2 + b 2 [ae ax cos(bx + cp)-be ax sen(fet + (p)] 

= (\la 2 +b 2 ) 2 [-= a . e ax cos(bx + (p )— e ax sen (bx + (p)] 

\¡a 2 +b 2 V a 2 +b 2 

= (a 2 +b 2 )e ax [cos(pcos(bx + (p)-sen(pscn(bx + (p)] =(a 2 +b 2 )e ax cos(bx + 2(p) 
En forma similar obtenemos: (e ax cos bx) (3) = (\]a 2 +b 2 ) 3 cos(bx + 3 (p)e ax 
Luegopor inducción, para un /ígZ + , tenemos: 

(e ax cos bx) (n) = (\]a 2 +b 2 )" cos (bx+nq>)e ax 
y se pide demostrar: (e ax cos bx) (n) = r n e ax cos (bx + ti(p) 


/ ? f ? o 

entonces r = \¡a~+b~ y <p = arctg— 

a 

Si f(x) = a sen 3x + b cos 3x, Hallar los valores de a y b tal que se cumple la igualdad: 
/'' (x) + 4/' (x ) + 3/(jc) = 10 cos 3x 


Solución 


f(x) = a sen 3x + b cos 3x 


/' (x) = 3 a cos 3x - 3 b sen 3x 
f'' (x) = -9 a sen 3x - 9 b cos 3x 


, entonces: 


-9a sen 3x — 9b cos 3x + 12a cos 3x — 12b sen 3x + 3a sen 3x + b cos 3x = 10 cos 3x 
(-6a- 12b) sen 3x + (-6b + 12a) cos 3x = 10 cos 3x 
igualando coeficientes se tiene: 



b = 


3 


-6a-\2b = 0 

, resolviendo el sistema 

-6b + \2a = 0 
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4*22 EJBROCIOS 0ESARROLLADOS,- 



Encontrar la ecuación de la recta tangente a la curva 

Solucién 


v = 


8 

x 2 +4 


en el punto ( 2 , 1 ) 


Se conoce que mL, = — , de donde — 

dx ' dx 


16x 

(x 2 +4 ) 2 


T , 16x , 32 

Luego mL, =--— —7 Lr =2 = -T 7 

(. x 2 +4) 2 8 2 


32 

64 


2 



L t : y -1 = —j (x - 2), de donde L t : x + 2 v = 4 

Haliar la ecuación de la recta tangente a la curva x 5 + y 5 -2xy = 0 en el punto (1,1). 

Solución 

Primeramente calculamos la derivada, es decir: 

x 5 +> ,r> -2xy = 0 5x 4 +5 y 4 —-2y-2x — = 0 

dx ' dx 


(5y 4 -2x) — ~ 2y-5x 
dx 


dy _ 2 y-5x 4 


dx 5> 4 -2x 


dv 


2y - 5x 4 


pero como wL, = — \ P n n = , 

¿x v,/ 5 y 4 - 2 x 


l/UD~ 


2-5 

5-2 


= -l 



además L t : y - y () = mL t (x - x 0 ), de donde L t : x + y - 2 = 0 

Encontrar una ecuación de cada una de las rectas normales a la curva y = x 3 -4x que 

sean paralelas la recta L: x + 8 y - 8 = 0 

Solución 


Como L f lL n y L n || L : x + 8 y - 8 = 0. entonces: 
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L,±Z„ => mL, = -donde mL = — 

' ' mL 8 


por lo tanto: mL t = -- = 8 ...(1) 

~8 

Además sea P 0 (x* () , y 0 ) un punto de la curva y = jc 3 - 4jc , entonces y 0 = jc 0 - 4jc 0 


n\L t = — | r _ v =3x 2 -4| =3 x 2 ) -4 

r ^ ' - r= A o ,vr o w 

igualando (1) y (2) se tiene: 3x 0 - 4 = 8 => xl = 4 => x () = ±2 


...( 2 ) 


para x„ = -2. >•„ = 0=> P, (-2,0) y x 0 = 2 , >- n = 0 => P 2 (2,0) 

9 

como L n :y-y 0 = mL n (x-x 0 ), entonces se tiene: 

:>-0 = ~(x+2), L„ :>-0 = —i(x-2)| 



Demuestre que para la hipérbola cuya ecuación es b 2 x 2 -a 2 y 2 =a 2 b 2 , una ecuación en 

la línea tangente en (jt 0 ,j' 0 )es b 2 x 0 x-a 2 y 0 y = a 2 b 2 

Solución 


Calculando la derivada se tiene: 


2b 2 x-2a 2 y— = 0 
dx 


dy _ b 2 x 
dx a 2 y 


sí (x„, y 0 )espuntode tangenciadelahipérbolaentonces: b 2 xl -a 2 y\ =a 2 b 2 

, . , dy b 2 x . b 2 x () 

ademas mL, = — | Pn( , o , yo) = — lp„(, 0 , yn) = -y— 
ax a y a > 0 


como L, :y-y 0 = mL t ( jc - jc 0 ) entonces 


L, :y-yo 


a 2 y 0 


(x-x () ) 
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L t :a y () y-a y 0 =b x 0 x-b x 0 
L, :b 2 x¿x-a 2 y 0 y = b 2 x¡ -a 2 y 0 =a 2 b 2 
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L\ :b 2 x 0 x-a 2 y 0 y = a 2 b 2 



Demuestre que la elipse cuya ecuación es: b 2 x 2 +a 2 y 2 = a 2 b 2 , una ecuación de la línea 
tangente en (jc 0v v 0 )es b 2 x 0 x + a 2 y 0 y = a 2 b 2 


Solución 


Calculando su derivada se tiene: 2b 2 x + 2a 2 y—- = 0 

dx 


dy b 2 x 


dy , 


de donde: — =-r— , como mL, = — ¡ Btx v , 

dx a 2 y <¿r Ww,,) 


b 2 x 


a 2 v 


b^X n 


entonces : mL t = —1 P 0 (x 0 , y 0 ) = —- , además 

<*~yo 


b 2 x { 


L f : y- y 0 =mL f (x-x 0 ), entonces: L t :y-y 0 (x-x 0 ) 

a y o 


L f : b 2 x {) x + a 2 y 0 y = a 2 b 2 



Encontrar la ecuación para cada una de las rectas que pasan por (-16,-3), y que sean 


tangentes a la curva y = - 

jc + 3 


Solución 

E1 punto (-16,-3) no está en la curva, entonces para calcular la pendiente tomamos un 
punto de la curva P(a,b) que es por donde pasa la tangente. 


Calculando la pendiente 


niL f = 


b + 3 
a +16 


...( 1 ) 
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además mL, = — | oía b) donde — = ———— , entonces mL, =———— 
dx ) dx (x + 3) 2 (a+3) 2 


...( 2 ) 


igualando (1) y (2) se tiene: 


/> + 3 


,^_ 3+ 4(a+16) =ft 


a +16 (o + 3) 2 (a + 3) ¿ 

como el punto P(a, b) pertenece a la curva, entonces satisface a la ecuación 

a -1 


...(3) 


ft = - 


0 + 3 


...(4) 


ahora recmplazando (4) en (3) se tiene: 


o-l 4(a + 16) 

o + 3 (o + 3) 2 


simplificando se tiene: 


o : + 4o-10 = 0 => o=—2 + VÍ4 , o = -2 —7f4 


- ítt . VÍ4-3 4 

para o=—2 + V14., b=—¡= — =>mL, = 


VÍ4 + 1 


(1+VÍ4) 2 


L ,: v + 3 — 


(1+VÍ4) 2 


— (x + 16) 


_ /TT t VÍ4 +3 4 

para ¿/=-2-V14 , b-—¡= — => mL t - 


VÍ4-1 


(1-VÍ4) 2 


L, :y + 3 = 


(1 -VÍ4) : 


- (.v + 16 ) 


(V) Hallar la ecuación de la tangente a la curva x 2 y = x + \ cuya inclinación es de 45° 

Solución 


Como 45° es el ángulo de inclinación de L t , entonces: 

mL f = lg45 ‘ = 1 mL t =1 ...(1) 

además: jc 2 y = x +1 => y = , derivando 

x” * x~ 
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dy 

dx 


12 T dy. 

- T - T=* mL t ~ ~7~ ljr=« : 

X- JC dx 



igualando (2) y (1) se tiene: 




de donde a 3 + a + 2 = 0 => a = - 1 


como p(a, b) pertenece a la curva => 



para a = -1, b = 0 => P(-1,0), 


L r : v-0 = 1(jc + 1), de donde L, :x-y + \ = 0 

® Si una recta tangente a la curva x 4 -2x 2 -x + y = 0 en el punto (-1, 0) es también 
tangente a la misma curva en el punto P(a, b), hallar las coordenadas de P. 

Solución 

Como mL, = ^ I/,í-i.o» = (1 + 4^r — 4x 3 ) I^í-i.o) = 1 •••(!) 

mL, 1 (a/>) = l+4a-4a 3 ...(2) 

dx 

igualando (1) y (2) se tiene: l + Aa-Aa 7, =1 => (1 —) = 0 =>a = ±l =>a = 1 

como P(a,b) es punto de la curva entonces: <z 4 -2a 2 -a + b = 0 para a = 1 => b = 2 

El punto es P( 1, 2) 

© Probar que la suma de las intersecciones con ios ejes coordenadas de cualquier recta 
tangente a la curva x h 2 + y l/2 =b hl es constante e igual a “b’’ (b > 0) 

Solución 

Calculando la recta tangente x l ' 2 + y 1/2 = b h 1 => — = - 

dx 
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mLl =^\ P = -*L 

dx ° 1*o 


l, = y-y 0 =-J—(x-x o) 



-JxJ)' + -J^x - y 0 JxJ -x 0 JyJ = 0 

V^T.v + -JyJx-Jx 0 y 0 (x 0 2 +y 0 2 ) = 0 

L ,: -JxJy + -JyJx = Jx ü y 0 b 1 ' 2 . Ahora calcularemos las intersecciones 

A^L,/\ejex => y=0,x = JxJb^ z y BeL,Aejey => x = 0, y = -JyJ b^ 2 
por demostrar que x + y = b (constante). 

Luego x+y = jxjb 112 +JyJb V2 =(JxJ+Jñ)b 1 ' 2 =b u2 .b h ' 2 =b 

.*. x + y = b 

Encontrar una ecuación para cada una de las rectas tangentes a la curva 
3 y - x 3 - 2 + 6x + 4 que sean paralelas a la recta 2x - y + 3 = 0 

Solución 


Se sabe que L t // L: 2x - y + 3 + 0 => wL, -mL- 2 

Además 3 j> = jc 3 — 3jc 2 +6.X + 4 => — = x 2 -2 jc + 2 

c/jc 


...( 1 ) 


como /y/L, = — = -2tf + 2 ...(2) 

dx 

Ahora igualando (1) y (2) se tiene: ¿7 2 -2a + 2 = 2 => a (a —2 ) = 0 => a = 0, a = 2 
además el punto p (a, b) pertenece a la curva entonces: 
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3b = ar' — 3a 2 + 6a + 4 => paraa = 0 => ft = y /?(0,y) 

4 4 

L t : v - y = 2(x - 0), de donde L f : 2x - 7 + — = 0 

para a = 2, b = 4 => p(2,4), L t = v-4 = 2(jc-2), dedonde L t :2x-y = 0 

s > Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x 3 + >’ 2 + 2x -6 = 0 , en 
el punto cuya coordenada es y = 3. 

Solución 

Calculando el punto de tangencia para y = 3 
jc 3 + 2jc + 3 = 0, Ahora resolveremos la ecuación 


1 0 

2 

3 

-1 

Es la única solución real 

-1 

1 

-3 


Luego el punto de tangencia es: p(-l, 3) 

1 -1 

3 

0 




Ahora calculamos la pendiente de la recta tangente: 
Para esto derivamos x 3 + y 2 + 2.c - 6 = 0 de donde: 


3jc 2 +2v —+ 2 = 0 dedonde — = ~— 
dx dx 2 y 


evaluando en el puntop(-l,3) se tiene: mL t = —| p , x 3) = -——— l P (-i 3 )= 

dx * 2 y ’ 6 

la ecuación de la tangente es: L t :y-y {) = mL,(x-x () ), de donde: L t : 5jc + 6>’—13=0 


también: L n : y - 3 = — (x +1) de donde: L n : 6 * + + 21 = 0 


Demostrar que el área del triángulo formado por los ejes coordenados y ia recta tangente, 
en cualquier punto a la curva de ecuación xy = 5 es siempre constante. 
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Solución 


Primeramente encontraremos la recta tangente, 

como: xy = 5 => v = — entonces su pendiente 
x 

es. mL ( — — \pt r V ) 
dx ’ 


mL t - “k(wd" ~ 

x “ *o 


L t • y— v 0 = — ~(jc-jc 0 ) => L t :5x+xf¡y = y {) x] +5x 0 

x¡¡ 


encontrando las intersecciones con los ejes coordenados: 
AeL, A ejex =, y= 0 =, »£• 



B g L r /\ eje y => x = 0 => y = 


,Vo*o + 5 
*o 


© 


jcy 

área del triángulo = -y- = constante 


Area - + 5 >*oO ; o*o +5) _ (>'o*o +5 ) 2 _ (5 + 5) 2 _ 2Q 

5jc 0 5 5 

Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva: 


y = ^¡5 + x 2 ^5 + x 2 ^¡5 + x 2 " , en el punto de abscisa 2. 

Solución 

y = ^¡5 + x 2 ^f^x 2 ^Í5 + x 2 '' elevado al cuadrado 


y 2 = 5 + x 2 ^¡5 + x 2 ^5 + x 2 ^Z. dedonde y 2 =5+jc 2 y 
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ahora calculando el punto para x = 2 => v 2 =5 + 4v => y 2 -4>'-5 = 0 
(y— 5)(y + 1) = 0 => y = 5, y = -1 como y>0 => p(2,5) 
dcrivando y 2 = 5 + x 2 v se tiene: 2yy'=2xy+x 2 y' 


2 , , , _ dy 2xy 

(2 y - x )>•’ = 2 xy => —— = - 


dx 2v-x 2 


_ dy _ 20 _ 20 _ 10 
m ' ~ dx , ' (25)_ 10-4 ~ 6 " 3 


como L,:y- v« =mL,(x- jc« ), de donde L,: 1 Ox-3v-5 = 0 


como L„LL, => mL„ 


1 


mL, 10 


L„ :v-5 = -— (jc —2) porlotanto L„ :3jc + 10.v -56 = 0 


© 


>i ■■ dv d~y i i , 

Hallar — y —=■ st x = /"-/, y = r +1 

dx dx 2 

Solución 

t- = 6í 


v = t 2 +1 


x = t~ -t 


— =3í 2 
dt 


d\y 

dt : 


dy 


— = 2t — \ 
dt 


d 2 x 


dy dx 3 / 2 dy 

, entonces: — = =-; — = 

dx dx^ 2t-\ dx 

= 2 dt 


dt 

dx d 2 v dy d 2 x 

d 2 >'= ( dy )ss ~di''üt 2 "dt ~d¡ T _(2t-\)6t-3t 2 (2) 


dx~ dx 


4» 1 

dt 


(2/-1) 


rf 2 y 

dx 1 


,, ,, dv d~v i i 

Hallar — y —si .v = cos /, y = asen t 
dx dx~ 


31 2 

2t -1 


-6t + 6r 
( 2 /- 1) 5 
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Solución 


X — ü COS / 


v = c/sen* / 


— = -3acos 2 /sen/ ¿/ 2 jc , ? . 3 

dt —— = 6t/cos/sen“ t-3acos t 


dy „ ? 

— = 3tírsen /cos/ 
dt 


dt 2 

d 2 y 

dr 


= 6asen/cos 2 /-3asen 3 / 




sen / dy 

-= -tg/, entonces: — = -tg/, 

dx _ 3¿/ cos~ /. sen / cos / rfv 


rfy _ dt _ 3¿7sen~/.cos/ 
~dx 
dt 


dx d 2 y d 2 x dy 

d 2 y _ dt * ¿/r dt 2 dt _ -3¿7COS 2 /.sen/(6¿7sen/.cos 2 /-3¿7sen 3 /) 

(-3í/cos/ 2 .sen) 3 


dx 1 


4 >’ 


(6a cos tseirt - 3 a cos t)(3asen 2 t cos/) 


(-3acost 2 senf 

— 18^/ 2 cos 4 /sen 2 t+9a 2 cos 2 /sen 4 / 18cr 2 cos 2 /sen 4 t-9a 2 cos 4 /sen 2 / 


(-3a cos 2 /sen/) 3 


(-3¿7cos/ 2 .sen/) 3 


9¿/ 2 cos 2 /sen 2 /(sen 2 / + cos 2 /) _ 1 

-27¿7 3 cos 6 /sen 3 / (cos 4 /sen/)3a 


1«) Hallar para t = 0 a¡ ' = + ' ' 

dx~ Iv = / 2 



í/.v _ 2/ 

.V = ¿//(1 + / 2 ) 

rff "l + / 2 


=> • 

■> 

>• = /■ 

^ = 21 


dt 


Solución 

d 2 x 2-2 1 2 


dt 2 (1 -H 2 ) 2 
^1 = 2 


dt 


d 2 y _ sec 4 /.csc/ 
dx 2 3a 































548 


Eduardo Espinoza Ramos 


dx d 2 y d 2 x dy ^ 2-2t~ 


d 2 y dt dí 2 dt 2 dx _ 1 + / 2 (1 -f / 2 ) 2 

dx~ ~ 


2t 


A 1 

dt 


( T~T )3 
1 + /* 


d 2 y _ 4/(1 + r ) - 4/ + 4i 2 + ,2 j = » 3( 1 + r 2 ) 




8 /’ 


8 /’ 


^-f = (1 + / 2 ). de donde: ^-f |, =0 =(1+/ 2 ) |, =0 =1 
df dt 1 

Hallar las ecuaciones de la tangente y normal a la curva en el punlo correspondiente al 
valor del parámetro que se indica 


a) jc = / 2 +1, v = / 3 +2/.t = -2 


>• = /•’ +2/ 

[—= 3f J +2 
dl 

=> • 

=> « 

II 

+ 

— = 2/ 


<7/ 


Solucién 

dy 

di 

dx 
~dt 


1 - 2-14 

U-2 = -4 


ÉL\_ 

mL, = — \f, = d, '~ — -— 

dx " dx , -4 2 


14 


dl 


U --2 


como L, :.v-.v 0 -mL,(x-x 0 ) donde para t = -2, x = 5, y = -12 => p(5,-12) 


L ,: v + 12 = -— (jc-5), dedonde: L ,: 7jc + 2 v = 11 


además L„1L,=> mL„ = — 


mL, 7 


L„ : v - ,V(i = mL, (x - jc 0 ), de donde: L„ : 2x - 7y = 94 
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b) x = 3sent-4, y=5 + 2cost, /= — 

4 


Solución 


y = 5 + 2 cos t 

— = -2sen/, 
dt 

=> < 

dx ^ 

x = 3sen/ -4 

— = 3 cos t, 
dt 


f'—^ 
fi—-+* 


para/=~, jr„ =^^-4. =5—v/2 ^ Pt--—-- 4.5-V2) 




rfv ,í; ’ rfx -3-^2 3 

i, l/=57r / 4 - 

dt 2 


como L, :y-y 0 = mL,(x-x Q ), de donde: L, :2x+3y-7 + &J2 =0 

1 3 


además L n \L, => wZ,„ =- 


mL, 2 


L„ :y-y 0 -mL n (x-x 0 ) 

L„ :y-5+j2 =|(x + ^ + 4), dedonde: L n :3x-2^ + 22 + ^ = 0 
18) Si /(*) = -í-. Hallar / ( *>(jc) 

^ 1-JC 


Si /(.í)=7^-=> /'W = - 1 


1 -* 


/’’(*)= 


(1-xr 
1.2 

(1-JC) 3 


Solución 
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/’"(*) = 


1.2.3 

( l -*) 4 


/ (n) (x) 


1.2.3-ji 

(l-*)" +1 


»! 

(1-Jt)"' 1 



Si 


/( x) = 


1 

\ + x ’ 


Hallar f (n) (x) 


Solucién 


/ {n) (x) = 


»! 

(1-Jc)" +1 


f(x) = 


1 

\+x 


f'(x) = - 


_1 _ 

(1-JC> 2 


r(x) = 


1.1 

( l -*) 3 


/"’( X) = 


1.2.3. 

(1-Jc) 4 


f /r (x) = 


1.2.3.4 
(1-Jc) 5 


f {n) (x) = 


(-1)" 1.2.3...j/ 

a-x)"*' 


(-1)"»! 

(1-Jc)" +1 



Si 


f(x) = 


5x - 2 
.Y ” — 4 


Hallar / ( ' 0 (jc) 

Solución 


.*. f (n) (x) = 


(- 1 )"! 

(l--c)" +1 


5.V-2 5x-2 ^ g /((.v-2) + g(x + 2) 

,v 2 -4 (jc + 2)(jc— 2) .t + 2 t-2 (t + 2)(t-2) 
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5x - 2 = (A+B)x + -2A + 2B, por igualdad se tiene: 


A + B = 5 


-2A + 2B = ~2 \B = 2 


A = 3 


r , , 5x-2 3 2 , . , 

/(x) = — 5—7 =-—+-—, derivando se tiene: 


/'( x) = 


x'-A x + 2 x-2 

-3.1 2.1 

(x + 2) 2 (x - 2) 2 


- 2 - u - 


f"'(x) = - 


(x + 2)2 (x-2) 2 

3.1.2.3 2.1.2.3. 


(-v + 2) 4 (x-2) 4 


/"(*) = 


3.1.2.3.4 2.1,2,3.4 

(x + 2) 5 + (x-2) 5 


f("U x \ - 3.(-1)"1.2.3...j7 ( 2.(-1)”1.2.3..j> 


(x+2) 


(jf-2) 


3(-l)”w! ^ 2 ,(-l)"«! 
U + 2)" +1 ( x - 2)" _1 


••• / w W= 


21J Determinar la derivada n-ésima de la función /(x) = - 


x 2 +JC + 1 
: 3 -7x + 6 


Solución 

Para calcular la derivada n-ésima de la función f(x) primeramente descomponemos en 
fracciones parciales. 

jc 2 +a' + 1 jc 2 +a' + 1 A B C 

—--=-=-1-1- 

x 3 -7x + 6 (x-2)(jc-1)(x + 3) x-2 x-1 a' + 3 

A(x - 1)(jc + 3) + B(x - 2)(x + 3) + C(x - 2)(x - 1) 


(x-2)(x-l)(x + 3) 
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x 2 + x + l = A(x 2 +2jc-3 ) + B(x 2 + x-6 ) + C(x 2 -3x + 2) 
JC 2 +x + \=(A + B + C)x 2 +(2A + B-3C)x-3A-6B + 2C 


por idenlidad de polinomios se tiene: 


A+B+C =1 
2A + B-3C = \ , la solución es: {B = - 


-3A-6B + 2C = \ 


k .v 2 +.v + l 7,1 31 7,1 

f(x) = — -= -( -)-—(■--) + —( —) 

v 3 -7v + 6 5 v-2 4 v-1 20 v + 3 


7 1 3-1 7-1 

r (x) = - (-T> - 7 (-T>+TT (-r) 

5 (v-2)~ 4 (v-1)" 20 (v + 3)" 


¿-I 

5 


20 


712 317 7 12 

/" (x) = t (-— T ) - 4 (—=-r-) + — (-— 

5 (v-2) 3 4 (v-1) 3 20 (v + 2) 


7 , -1.2.3 3 , -1.2.3 7 -1.2.3 4 

X)_ 5 (v-2) 4 4 (v-1) 4 + 20 (v + 3) 4 


f (*)=t(- 


7 , 1.2.3.4 . 3 ,1.2.3.4 . 7 , 1.2.3.4 


)- T (^Tr)+T:( 


5 (v-2 y 4 (V-I) 5 20 (v + 3) 


.5 


) 


7 (-1)"»! 3 (-1)”//! ^ 7 (-!)"»! 

5 (v-2)" +1 4 (jf _i)" +1 20 (v + 3)" +l 


Hallar la n-ésima derivada de la función f(x) = 


(v-1) 2 (v-2) 


Solución 


Dcscomponemos de la función f(x) en sumas parciales 


| U) 
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f(x) = 


A B C 
+-+- 


(jc —1) 2 (jc — 2) x-2 x 1 (x-1) 


A( jc -1) ~ + B(x - 2)(x -1) + C(x - 2) 


(x-l) 2 (x-2) (x -2)(x -l) 1 

1 = A(x-l) 2 + B(x 2 -3x + 2) + C(x-2) 

1 =(A+ B)x 2 +(-2A-3B + C)x + A + 2B-2C , por igualdadde polinomios se tiene: 


A + B = 0 

-2A-3B + C = 0, resolviendo se tiene: 
A + 2B-2C = \ 


A = -1 
B = -\ 
C = -l 


f(x) = 


1 


1 1 


1 


f'(x) = - 


(.y-1) 2 (jc-2) x-2 x-l (x-l) 2 

1 -1 - 1.2 


(x-2) 1 (x-l) 2 (jc-1) 3 


12 12 123 

r' (x) = —— - (—=-r) - (—^t) 

(jt-2) 3 (JC-I) 3 (Jt-l) 4 


r'(x)=—— 4 --(— ^ 4 )-( L23 5 4 ) 

(x-2) 4 (x-l) 4 (jc-1) 5 

1.2.3.4 1.2.3.4 1.2.3.4.5 


/ ,v (Jt) = 


U-2) 5 (jt-1) 5 (Jt-l) 6 


C«U _ C-l)"1.2..^i (-D-l.2.3..^ (~l)”1.2..j?(n + l) 

, -,.«+1 , ,,«+1 / , vM +2 


(Jt-2) 


(JC-I) 


(JC-1) 


/ (»> (x) = (-1)" »! (-1)"»! (-!)”(»+ 1)! 
} (x-2) n+1 (Jt-l ) n+1 (x-l) n+2 
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© Calcular f ln) (0) si f(x)=Ln(—) 
^ l-x 


Solución 


f(x) = Ln( -) = -Ln( 1 -x) , derivando 

\-x 


f'(x) = - 


-1 1 


f"(x)= 2 

(\-X ) 2 


1-Jt 1-Jt 
1 


f’"(x )=—r 
(1-Jt) 3 


(l-Jt) 4 


_l-2.3...(/>-!)_ (w-1)! • («-Q! 


/'"'(*) = - 


(1-x)" (1-x)" 


si r n, (x)= 


(\-x) n 


Si f(x)=Ln(^f)\ Hallar /<">(1) 
mx-o 


Solución 


f(x) = L?t( — X — ~) = Ln(mx + b) - Ln(mx - b) 
mx-b 


f'(x) = 


m m 


nx + b mx-b 


f" (x) = (——-) - (— njl ~r) 
(mx + b)~ (mx-b)~ 


=> / (n, (0) = (»-!)! 
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/’"(*) = ( 


/*(*) = (■ 


w ’. 1.2 ^ ^ to 3 . 1.2 ^ 

( mx+b ) 3 ( mx-b ) 3 

-to/1.2.3 ^ ( -to 4 1.2.3 
(w.t + ft) 4 ( rnx-b ) 4 


) 


f'(x) = ( 


to\1 .2,3.4 
(nix + bf 


)-( 


to 5 .1.2.3.4 
(nix — ¿) 5 


) 


/<”(*) = 


to"(- 1)" 1 1.2.3...(/?-l) 
( mx+b)" 


to"(-1)" +1 1,2.3...(?/ -1) 
(mx-b) n 


, entoncewS: 


w»), > m"(-l) B+,> (n-l)! m"(-l)" +, («-l)! 

(w.v + b) n (mx-b) 

f (*) f] . _ ( to "(- 1)" +1 (/;-!)!)[(»?-/?)" — (to + /?)”] 
( to 2 -¿ 2 )" 




Formar las ecuaciones de las tangentes a la línea y = ;t— en los puntos de su 

x 

intersección con el eje de abscisas. Rpta. y = 2x - 2, y = 2x + 2 



Trazar la tangente a la hipérbola 
coordenadas. 


y = 


jc + 9 

7+5 


■ de modo que atraviese el origen de 
Rpta. x + 25y = 0 , x + y = 0 


© 


x~ v ~ 

Formar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola —-^- = 1 9 ue Sea11 

perpendiculares a la recta: 2x + 4y —3 = 0 Rpta. 2x-y+l=0 2x -y- 1 = 0 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


Formar la ecuación de la tangente a la línea y = jc 3 h- 3jc 2 — 5 , perpendicular a la recta 
2x — 6y + 1 = 0 Rpta. 3x + y + 6 = 0 

Formar la ecuación de la normal a la línea y = -V* + 2 en el punto de su intersección 
con la bisectriz del primer ángulo coordenado. Rpta. 2x — y — 1 = 0,4x — y — 12 = 0 

Formar la ecuación de la normal a la parábola: y = x 2 -6jc + 2 perpendicuiar a la recta 
que une el origen de coordenadas con el vértice de la parábola. Rpta. 4x -4y - 21 =0 

Trazar la normal a la línea y = xLnx que sea paralela a la recta 2x - 2y + 3 = 0 

Rpta. x-y-3e 2 = 0 

Hallar la ecuación de la recta tangente a la línea x 2 (x + y) = a 2 (x-y) en el origen de 
coordenadas. Rpta. y = x 


Halle una ecuación de la recta tangente a la curva y = jc 4 -6a* , y perpendicuiar a la recta 
x - 2y + 6 = 0 Rpta. 2x + y + 3 = 0 

Determine una ecuación de cada una de las rectas normales a la curva y = jc 3 - 4jc y 
paralela a la recta x + 8y—8 = 0 Rpta. x + 8y+2 = 0, x + 8y —2 = 0 

Determine una ecuación de cada una de las rectas normales a la curva y = jc 3 -4 jc y 
paralela a las rectas que pasan por el punto (4, 13) y que son tangente a: y = 2jc 2 -1 


Rpta. 4x —y—3 = 0, 28x —y—99=0 

Obtener una ecuación de la recta tangente a la curva y = (7 jc — 6) _1/3 que es perpendicular 
alarecta: 12x — 7y+2 = 0 Rpta. v = -\= —— (jc- 

Jl 12 7 


¿En que punto de la curva x+^fxy + y = 1, la recta tangente es paralela al eje X ? 


Rpta. p( 1,0) 
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Hay dos rectas que pasan por el punto (-1,3) que son tangentes a la curva 
x 2 + 4y 2 - 4x - 8>’ + 3 = 0, obtenga una ecuación de cada una de estas rectas. 


Rpta. 4y+l lx - 1 = 0, 4y+x - 13 = 0 


15) Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva \[xy = \4x + y , en el punto (2,-32) 

Rpta. 352x + 23y + 32 = 0 

ló) Obtener las ecuaciones de las rectas tangentes y normal a la curva 2x 3 +2 y y -9xy = 0 


en el punto (2,1) 


Rpta. 5x— 4y-6 = 0, 4x +5y— 13 = 0 


© Hallar las ecuaciones de las dos tangentes a la elipse 4jc 2 +y 2 =72 que pasan por el 
punto (4,4) Rpta. 2x + y = 12,14x + y = 60 

mn Hallar las ecuaciones de la tangente a la estrofoide y = -xj -—— en el punto 

V a+x 


5 s 


Rpta. 31x + 8y + 9a = 0, 8x —31y + 42a = 0 


( 19 ) Demostrar que la ecuación de la tangente a la curva y = ax 2 +bx+c en el punto 
(jc t , \\) es: y = 2(ax x + b)x - ax 2 + c. 

20) Demostrar que la ecuación de la tangente a la curva y = x 3 +ax + b en el punto 
(x { , \\) es: y = (3x 2 + a)x - 2x] + b 


2 \j Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto (1, 2) y es normal a la curva 
x 1 - 4 v Rpta. y = - x + 3 


Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva y 2 +4 jc = 0 y que pasa por el punto 
(2,1) Rpta. x + 2y-4 = 0, x —y—1 = 0 





558 


Eduardo Espinoza Ramos 



Hallar las rectas normales a la curva xy - 2x + 4 = 0 en donde su abscisa es igual a su 

ordenada. Rpta. y = y = - — , x + 2y—4 = 0 

P 3 3' 33 

Demostrar que la hipérbola x 2 -y 2 = 5 y la elipse 4jc 2 +9 y 2 = 72 se cortan en ángulos 
rectos. 

Demostrar que los circulos x~+y 2 =%axy la cisoide (2a-x)y 2 =jc 3 son 
perpendiculares en el origen. 


(¿ó) Hallar ias ecuaciones de ias normales a la hipérbola 4jc 2 - v 2 =36paraleias a la recta 
2x + 5y = 4 Rpta. 2x + 5y - 50 = 0, 2x + 5y + 50 = 0 


© 

@ 


Hallar una ecuación de la recta normal a la curva jc- v = Jx + y en el punto (3, 1) 

Rpta. 5x + 3y = 18 

Hailar la ecuación de la recta tangente y normal a la curva v = 8 sen 3 2jc en el punto 




Rpta. y = 6V3x-^ + l.v = —^+l—V 
2 12sÍ3 W3 


Demuestre que las tangentes al foiio de descartes jc 3 + y 3 = 3axy en los puntos de 
intersección con la parábola y 2 =ax son paralelas al eje de las Y. 

(30) Halle la ecuación de la parábola y = jc 2 + bx + cque es tangente a la recta y = x en el 


punto (1, 1) 


Rpta. y = jc -jc + 1 


Hallar una ecuación de la recta tangente y una ecuación de al recta normal a la curva dada 
en el punto indicado. 

a) jc 3 -3jcy 2 +y 3 =1, p(2,-1) b) jc 2 -2jcy + y 2 +2jc + y-6 = 0 , p(2,2) 
c) jc 3 +y 2 +2x-6 = 0 en y= 3 d) jc 3 -2jc 2 y 2 +5jc + y-5 = 0 en x = 1 


e) x^Jxy + 2y 2 -3 = 0, p(l.l) 0 V 3 + *V -^- = 0, p(l,l) 

V" 
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32J Hallar las ecuaciones de la recta tangente y normal en el punto p(-l,2) a la curva 
ye x+l +2xy 2 -y+2x 2 +6 = 0 


¿3 ) Hallar las ecuaciones de la recta tangente y normal a la gráfica de 
/(jc) = (2 -3* + Jt 3 h/l + * 2 en el punto x = 0. 


34J Determinar la ecuación de la recta que pasa por (0,2) y es tangente a la gráfica de 
f(x) = 2x 3 - 5x + ó . 


© 


(37; 

© 

( 39 ) 


Determinar los valores de a, b y c de modo que: /(x)=x 2 +ax + b y g(jt) = x 2 +cx, 
tienen la misma recta tangente en el punto (2,2). 

Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto p(-l,2) y es tangente la curva 
xy+ 3y= x-1. 

Hallar la ecuación de la tangente a la curva x 2 y~x +1 cuya inclinación es 45°. 

Encontrar una ecuación de la recta normal a la curva y = x^¡\6 + x 2 en el origen. 
dy 

Hallar de las lünciones siguientes dadas en forma paramétricas: 


a) 


x =- 


v = - 


2 al 
\ + í 2 
gQ-/ 2 ) 

1+/ 2 


_ dy 21 

Rpta. — = — 


dx l-/ 2 


b) 


x = tf(cos/ + /sen/) 
y = tf(sen/-/cos/) 


dy 

Rpta. -f- = tg / 
dx 


c) 


A' = 


V =- 


cos 3 / 
a/cos 2/ 
sen 3 / 


_ A /fv 3-4sen 2 / 

Rpta. -f- = tg/.—-— 

dx l-4sen“/ 
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d) 


x = arc. cos( 


Vi 


+ r 


v = arc. sen( 


Vi+í 2 


Rpta. ^ = -1 

í/.t 


e) 


x = a(Lii tg —+ cos/-sen/) 
v = ¿/(sen/ + cos/) 


Rpta. , 

rfjc . 1 / 


a(cos/-sen/) 


¿/(y tg — - sen / - cos /) 


d 2 y 

Hallar —~ de las siguientes íünciones dadas en forma paramétrica. 
dx~ 



a) 

ii n 

H 

Rpta. 

d ^ =9/ 3 

dx 2 

b) 

x = arc. tg/ 

[y = Ln( 1 + / 2 ) 

Rpta. 

2 

dx 2 

c) | 

\x =a cos 3 / 

Rpta. 

d 2 y _ 1 

[ >’ = tírsen 3 / 

dx 2 3acos 4 /.sen/ 

d) < 

.c = arc. tg / 

/ 2 

r T 

Rpta. 

= +(l + / 2 )(3/ 2 +l) 
dx~ 

e) 1 

Lv = arc. cos 

y = 4t~t 2 

Rpta. 

i 

i 

r-i 

Hallar la ecuación cartesiana en cada una de los siguientes casos: 

1 

x = t 2 -1 
y=4t-t 2 

b) 

Jjt = 2sen0 + cos0 
|v = 2sen6/-l 

c, j 

.v = 2cos0 + l 

y = 3 sen 0 

Rpta. 

(*-!)•> + .v =1 

2 9 





















Derivadas 


561 


d) • 

at 

at 2 

Rpta. 

jc 3 +y 3 - ajcy = 0 


^ 1+/ 3 



e ’ i 

\x = a sec/ 

| y =étg/ 

Rpta. 

ii-¿ = 1 

a~ b~ 


jc = a cos 3 ¡ 

|y = cisen 3 / 


222 

n 1 

Rpta. 

jc 3 + y 3 =£r 3 


( 42 ) Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones 
jc = 2/ + 3/ 2 , >> = / 2 +2/ 3 satisface la relación y = / 2 +2 >’’ 3 

( 43 ) Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones jc = , 

- , r „ ! *XOü£ + ^r / 3 

3 2 

v = —- + — satisface la relación jcy' 3 = 1 + y' 

2/ 2 / ' 

( 44 ) Comprobar que la función dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones 

--- -- , y = ■ , satisface larelación y-y/l+ y' 2 = y' 

' Vl+/ 2 


1 r 1 + Vl + / 2 

jc = —==-L?i - 


VI 


( 45 ) Comprobar que la fimción dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones 


x = 1 *l n/ , y = — satisface la relación yy=2jcy ,2 +l 
/ 2 ' / 


(íó) Demostrar que y, determinada como función de x por las ecuaciones x = sent e 

y = ae'^ +be~ r ^ satisface la ecuación diferencial (1-jc 2 )^-^--jc— = 2 y, 

dx~ dx 


cualquiera que sean a y b 


















562 


Eduardo Espinoza Ramos 


Hallar 


d 2 y 

dx 2 


[i+(*> 2 ] ,,! 

dx 


n , , \x =a(t-cost) ^ , 

para /=— donde: < paraa>0, t g[0,27t] 

2 [y = a(\-cost) 


Rpta. 


2-Jla 


Hallar las ecuaciones de la tangenle y la normal a la curva en el punto correspondiente al 
valor del parámetro que se indica. 


a) 


x = 


3/ 


í 2 +1 
3r 2 


, t = 0 


r 3 +1 


b) 


x = 4 cos t 


v = 2sen 2 t 


K 

’ /= T 


C) 


x = 3sen/-4 


v = 5 + 2cos/ 


5/r 

’ /= T 


d) 4 


x = ae cos/ 


,t = 0 


y = ae sen / 


e) 


x = 2 Ln(c tg/ ) + l 


v = tg/ + c- tg/ 


n 

’ /= 7 


f) 


x =t(t cos/-2sení) 


, t=- 


y = t(t sen t + 2 cos t) 


(49) Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva x = -Mr-, v = —^r-+ — 

t 3 2t 2 2t 


en el punto (2,2) 


Rpta. 7x-10y+6=0, 10x + 7y-35 = 0 


Escribir la ecuación de la tangente a la curva x = t cost , y = t sent en el origen de 

n 


coordenadas y en el punto / = - 


rj . n 4+n n 

Rpta. v -=- (x -) 

8 4 -n 8 


Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la cicloide x = ^Í2cos 3 /, 
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52J Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la cicloide x = t — sent. 


y = 1 - cost en el punto para que el t = — 


53) Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la parábola semicúbica x = t , 


y = / 3 en el punto para que t = 2 


Rpta. 3x —y-4 = 0,x + 3y—28 = 0 


54) Hallar f (n) (x) en cada una de las funciones sgtes: 

a) f(x) = senx 

b) f(x) = cos2x 

c) f (x) = (ax + b) n 

d) f(x) = cosx 

e) f(x) = 

Hallar / (B) (jc) si f(x) = x n -Jx 


© 


56) Hallar / (B) (x) si f(x) = 


Rpta. / (n) (x) = sen(x + —) 


nn , 


Rpta. / (n) ( jc) = 2" cos(2x + —) 


Rpta. f (n) (x) = n\a" 


Rpta. / (n) (jc) = cos(jc + —) 


nn 


Rpta. f (n) (x) = k n e la 
Rpta. f (n) (x) = 


(n) _ 3.5.7...(2w + lh/7 


2 " 


ax + b 
cx + d 


57) Hallar f (n) (jc) , si / (jc) = sen ax + cos bx 


Rpta 




(cx + d) 


_ /' ( ” ) (jc) = tí w sen(ajc + —) + 6 n cos(&c + -^-) 

Rpta. 2 2 


/z;r 


58) Hallar J (n) (x) si: 


a) J(x)=xe 


Rpta. f (n) (x) = e x (x + n) 
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b) f(x) = xLnx 


Rpta. /(n > w = M>^, n , 2 


>1-1 


c) /(.v) = sen'jc 


Rpta. f (n) (x) = 2" 1 sen[2v + («-l)y] 


d) f(x)= — 


v- -3v + 2 


Rpta. f (n) (x) = (-!)"«![ 


1 


1 


(v-2)"* 1 U-l) n+1 


e) f(x) = 


x 2 -\ 


r(»)^-c •• n '' 1 1 


Rpta. /<"’(*) = (-l)«^[ 


2/v + l)" +1 (v-l)" +1 


f) f(x)=e*senx 


n 

Rpta. f (n) (x) = e 'Y, c n sen(v + k -) 


k-Q 


59J Hallar f (n) (x) si: 

1 + x 


a) f(x) = 


l-x 


b) J(x) = 


x + 1 


x-x 


. , 8x-5 

c) f(x)=—r■ 


2x' + x-6 


.. f , . 4x 2 +3x + 5 

d) ^> = —- 


x 3 +2x 2 -x-2 


0 f(x)=- 


4x +1 


2x ¿ +x-3 


« ^ % 2x 3 -19x + 43 

0 f(x) = - z - 

x 2 -9x + 20 


g) f(x) = 


3x' + 5x -1 
x 3 - x 2 - 4x + 4 


2x +1 

h) f(x) = — r 


6x' - x -1 


i) f(x) = — 


5x -1 


x z + x -12 


j) f(x) = 


x 6 +x 2 -1 
x 2 +x-2 
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Ya se ha tratado una aplicación de la derivada, al hacer el estudio de las rectas tangentes 
y normales a la gráfica de una íunción. 


Una de las aplicaciones más importantes y útiles de la derivada está en el estudio de los 
valores máximos y minimos de una función. Existen muchos problemas prácticos en los 
cuales se trata de encontrar una “mejor” manera de formularse problemas relacionados en 
la determinación de los valores máximos y mínimos de una función; ahora nos 
dedicaremos gran parte de este trabajo al estudio de los máximos y mínimos. 

Cuando se piensa que una derivada como en la razón instantánea de una función, se 
presenta muchas aplicaciones flsicas de la derivada, las aplicaciones más obvias de la 
derivada en problemas de este tipo, es la determinación de la velocidad y aceleración de 
un objeto móvil los cuales también estudiaremos. 



a) DEFINICION.- La función f: D <= R R, tiene un valor máximo absoluto en 
f(c) donde: 



b) DEFINICION.- La función f: D c R -> R, tiene un valor mínimo absoluto en f(c) 
donde: 



OBSERVACIÓN.- Algunas funciones tienen máximos ó mínimos absoluto sobre un 
intervalo y otras no. 
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Ejemplo. 

La función /( jc) = jc 3 , tiene a 8, como valor 
máximo absoluto y a “0”, como valor mínimo 
absoluto en el intervalo cerrado [0, 2] pero en 
él, intervalo abierto <0, 2> no tiene máximo ni 
mínimo absoluto. 



Si f es una íunción continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene un valor 
minimo absoluto y un valor máximo absoluto en el intervalo cerrado [a, b]. 



OB SERVACION.- 


Si el intervalo no es cerrado, el teorema no necesariamente se 
cumple. Por ejemplo: 


La función /(jc) = — es continua en <0,1 > 
x 

pero no tiene máximo absoluto. 



Consideremos una función f continua en el intervalo cerrado [a, b]. 


Observando la figura se tiene que los puntos A y D son los más saltantes de la curva 
desde x = a hasta x = b, y el punto B es el más bajo; luego a las ordenadas de A y D que 
son f(a), f(c) le llamaremos valores máximos absolutos, pero los puntos F y H se 
denomina máximos relativos y los puntos C, E y G se denomina mínimos relativos. Por lo 
tanto, llamaremos extremos de una función a un valor máximo relativo ó a un valor 
mínimo relativo de una función. 
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a) DEFINICIÓN,- 

Diremos que f(c) es una valor máximo relativo de una íunción f si existe un 
intervalo abierto <c - 5, c + 5> con 5 > 0 tal que f(x) está definida y f(x) < f( c), 
V x g <c - 5, c + 5> 




b) DEFINICIÓN.- 

Diremos que f(c ) es un valor mínimo relativo de una íunción f si existe un intervalo 
abierto <c - 5, c + 5>, tal que: f ( c) está defmida y f(x) > f( c) Vxg <c— 5, c+ 5>. 




c) TEOREMA 

Consideremos una función f continua en el intervalo abierto <a, b> y sea c e <a, b>, 
si f(c) es un extremo relativo de f, entonces f'(c) = 0 ó f'(c) no existe. 

Demostración 


Consideremos que f(c) sea un valor máximo relativo, suponiendo que f'(c) existe 
=> 3 <c - 5, c + 5>, con 5 > 0, tal que V x * c, f(x) < f(c ) => f(x) - f(c ) < 0, 
cuando x e <c-5,c> =>x<c=>x — c<0. Luego V x g <c — 5, c>, 

/w z/M ao.dedonde /•(c) = fa /W ~ /( ‘ ) 


2 0 =• f)c) 2 0 ...(1) 
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cuandox e <c, c+5> =>x>c=>x — c>0 
f(x)— f(c) 

luego V x e <c, c+5>,-—■—-—- < 0 , de donde 
x-c 

f'(c) = lim - /(X) - /(c ') <0 => f'(c)< 0 ...(2) 

v->r X - C 

por lo tanto de (1) y (2) se tiene que: f' (c) = 0 

d) DEFINICIÓN.- 

Un número c para el cual una función festá definida y además f(c ) = 0 ó no existe, 
le llamaremos número crítico o valor critico de f. 

Ejemplo.- Encontrar los puntos críticos de: 

(l) J(x) = x* +%x' -2x 2 -24x + \ 

Solución 

Como: f(x) = x 4 +8x 3 -2x 2 -24x + l => /'(*) = 4x 3 +24x 2 -4x-24 
para hallar los números críticos de f, hacemos /' (x) = 0 es decir: 

4jc 3 +24 2 -4jc-24 = 0=>(x 2 — 1)(ath- 6) = 0 de donde los números críticos son {-6,-1,1} 

© /(*)=(*-i) 2/3 +i 

Solución 

Como /(x)=(x-l) 2/3 +l => f’(x) = —L= 

3\¡x^l 

Luego para hallar los números críticos se tiene que no existe f'(x) por lo tanto 
^Jx-l =0 => x = 1 es un número crítico. 



/(*) = 


a 4 +3 

jc 
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Solución 


Como /( x ) = 


x 4 +3 


,3 . 3 _ 3(x , -l) 


= x + — => f '(x) = - 


Los puntos críticos se encuentran cuando /’(jc) = 0 ó no existe /'(jc) 


Si /’( jc) = 0 => jc 4 —1 = 0 => x = ±l valores críticos 
Si no existe /'(jc) => x 2 = 0 => x = 0 

Sin embargo no es un valor crítico, porque la función f(x) no está definida en x = 0. 


Luego x = 0 es punto de discontinuidad. 



Si f es una íunción continua en [a,b], m y M son ios mínimo y el máximo de f en [a,b] y d 
es tal que: m < d < M. Entonces existe: c € <a,b> tal que: f(c) = d 



En algunos casos es muy difícil determinar los números críticos de una función, de hecho 
no siempre hay números críticos. 

E1 siguiente teorema que se atribuye al gran matemático francés: MICHEL ROLLE, da 
condiciones suficientes para la existencia de un numero critico. 

E1 teorema se anuncia para fúnciones continuas en el intervalo cerrado [a,b] y derivable 
en <a,b> tal que f(a) = f(b). 
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Observando la gráfica deducimos que es razonable esperar que existe un numero c entre a 
y b tal que la recta tangente en el punto (c, f(c)) sea horizontal o equivalente: /’(c) = 0 , 
que viene a ser precisamente la conclusión del siguiente teorema: 

Ejemplo.- Halle el posible valor de z que satisface el teorema del valor medio para la 
función f(x) = x 2 -2x + l, x e [-1, 4] 

Solución 

Según el teorema del valor medio se tiene: 


Si f][x) es continua en [-1,4] y derivable en <-l, 4> entonces 3 z g <-l,4>, tal que: 


/(4)-/(-l) 

4 — (—1) 


9-4 . 

-= 1, como: 


/( x) = x 2 -2x + 1 => f'(x) = 2x-2 => f(z) = 2z—2 = \ 


2z = 3 


z = - e <-l, 4> 
2 


3 

2 


m ROIXIS^ 

Sea f una fimción continua en [a, b] y derivable en el intervalo abierto <a,b>: si 
f(a) = f(b), entonces existe un número z e <a, b>, tal que: f(z) = 0 . 


Demostración 
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Primeramente daremos una interpretación 
geométrica del teorema. 

Geométricamente quiere decir, si f es 
una función continua y derivable en <a,b> 
y f(a) f(b) 3 z e <a, b>, donde la recta 
tangente es horizontal. 

Ahora daremos la demostración del teorema: 

Si f(x)=f(a), V x e [a, b] => es una función constante y por lo tanto /'(z) = 0, 
V z g <a,b> si f(x) > f(a) para algún x e <a, b> => el valor máximo absoluto de la 
función continua f en [a, b] no es f(a) ni f(b), es decir que 3 z e <a, b> tal que f(z) es el 
valor máximo absoluto de f en [a, b]. Como el valor máximo absoluto, también es un 
valor máximo relativo, además f'(z) existe entonces /*(z) = 0, porque f(z) es un 
extremo relativo. 

Si f(x) < f(a) para algún x e <a, b> => el valor mínimo absoluto de la función continua f 
en [a, b] no es f(a) ni f(b) es decir que 3 z e <a, b>, como el valor mínimo absoluto, 
también es un mínimo relativo, además f (z) existe por hipótesis => f'(z) = 0 , puesto 
que f(z) es un extremo relativo. 

OBSERVACION.- 

Si la derivada de la fiinción no existe en algún punto de <a, b>, puede ser que no haya 
tangente horizontal, aunque la función sea continua y f(a) = f(b). 
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APLICACIONES,- 

Demostrar que la ecuación x 3 + x -1 = 0 m tiene exactamente una raíz real. 

Solución 

Primero usamos el teorema del valor intermedio para demostrar que existe una raíz. 

Esto es: f(x) = x* +jc- 1, entonces f(0) = -1 < 0 y f(l)=l>0 puesto que f es un 
polinomio, es una función continua de esta manera el teorema del valor intermedio dice 
que existe un número c entre 0 y 1, tal que f(c) = 0, por consiguiente la ecuación dada 
tiene una raíz. Para demostrar que esta raíz es única aplicamos el teorema de ROLLE y 
razonamos por contradicción. 

Esto es: Supongamos que la ecuación tiene dos raíces a y b: entones f(a) = f(b) y como f 
es un polinomio; entonces es diferenciable f(a) = f(b) y como f es un polinomio; 
entonces es diferenciable en <a,b> y continua en [a,b], por lo tanto, por el teorema de 

ROLLE, existe un numero c entre a y b tal que /' (c) = 0 ; pero /' (x) = 3x 2 +1 > 0 , V x. 

Es decir: /*( x) no puede ser cero, lo que da lugar a una contradicción, por lo tanto, la 
ecuación no puede tener dos raíces. 

Demostrar que la ecuación: x 7 + 5jc 3 + jc -6 = 0 , tiene: exactamente una raíz real. 

Solución 

Sea J (x)=x 7 +5jc 3 +jc- 6, y f(0) = -6< 0 y f(l)= 1 >0 

Puesto que f(x) es un polinomio, es una íunción continua y diferenciable en todo x; 
entonces es continua en [0,1] y diferenciable en <0,1 >; Entonces, existe c e <0,1 > tal 
que f(c) = 0, es decir la ecuación tiene una raíz real para demostrar que esta raíz es 
única, aplicamos el teorema de Rolle y razonamos por contradicción. 

Esto es; supongamos que la ecuación tiene dos raíces a y b entonces f(a) = f(b) y como f 
es un polinomio, entonces f es diferenciable en <a,b> y continua en [a,b], por lo tanto por 
el teorema dc Rollc, existe un numero c entre a y b tal que f'(c) = 0 pero 

f' (.v) - 7 a' 6 +1 5a 2 +1 > 0, V x es decir: /’( x) no puede ser cero, lo que da lugar a una 


conlradicción. 
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Por lo tanto, la ecuación no puede tener dos raíces: La principal aplicación del teorema de 
ROLLE radica en la demostración del siguiente teorema. 


5.6 TEOREMA DEL VALOR MEmO.« 


Si f es una función continua en el intervalo [a, b], derivable en <a, b> => 3 z g <a, b>, tal 


que: /’(r) = 


í(b)-f(b) 

b-a 


Demostración 


Primeramente daremos una 

interpretación geométrica del teorema. 

Geométricamentc quiere decir, que la 

función continua tiene una tangente en 

todo punto entre A y B => por lo menos 

un punto en la curva entre A y B en la 

cual la tangente es paralela a la cuerda 

. .p. f(b)— f(a) 

AB, puesto que -- ; -, es la 

b-a 

pendiente de la cuerda que une los 
puntos A y B por otra parte f'(z) es la 



pendiente de la recta tangente en el 
punto (z. f(z)), por lo tanto: 


f'(z) = ----- —--- - --, cuando f(a)=f(b) este teorema se transforma en el teorema de Rolle. 

b-a 

Ahora daremos la demostración del teorema. 

Consideremos una función g definida por: g(x) = f(x)(b - a) — x(f(b) — f(a)), g(x) es 
continua porque f(x) (b — a) y x(f(b) — f(a)) es continua en [a, b] 

Además g'(x) = f'(x)(b-a)- f'(x)(b-a)-( f(b)- f(a)) , comog'(x) existe en <a, b>; 
entonces g(x)es derivable en <a, b> g(a) = f(a)(b —a) —a(f(b) - f(a)) = bf(a) —af(b) 


g(b) = f(b)(b - a) — b(f(b)-f(a)) = bf(a) - af(b) 
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Luego g(a) = g(b), por lo tanto cumplc las condiciones del Tcorema de Rolle 
=> 3 z € <a, b> tal que g' (z) = 0 

como g'{x) = f'(x)(b-a)-(f(b)- f{a)) => g'(:) = f'(z)(b-a)-(f(b)-f(a)) = 0 

f'(z)(b-a) = f(b) - f(a) de donde f'(z) = ^^-— 

b-a 

Ejemplo,- Verificar si se cumple el teorema de Rolle de la fimción f(x) = 2x 2 -3x-2 
en x e[-—,2] en caso afirmativo halle el valor posible de z. 

Solución 

La íunción íix) es continua en [-—,2] y derivable en <-—,2> además 

2 2 

f (-— ) = f(2) = 0 por lo tanto cumpie con las condiciones del teorema de Rolle. 

Ahora calcularemos el vaior de r g< ,2 > como 

f(x) = lx 2 — 3jc — 2 => /'(jc) = 4*-3, para re<-y,2> 

■> i 

/’(.-) = 4r-3 = 0=> r = -e<--,2> 

5.7. ' TEOREMA(P^^ÁfdNCIO^;ÓONSTANffe).“ 

Si f'(x) = 0,Vx cn algún intervalo <a,b>, entonces: f es constante en <a,b>. 

Pemostración 

Sean x x , x? puntos cualquiera en <a,b> con x x < x 2 puesto que S es diferenciable en 
<a,b>, entonces será diferenciable en < x { , x 2 > y continua en [x x , a 2 ] . 
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Ahora aplicaremos el teorcma del Valor Medio a la función f en el intervalo [jcj,jc 2 ] y 
tenemos un numero c tal que x x <c< x 2 y f(x 2 )- f(x x ) = f*(c)(x 2 -x x ) pero se tiene 
que: /’(a) = 0 V x => /’(c) = 0 . Luego f(x 2 )-f(x j) = 0 

f(x x ) = f(x 2 ). Es decir la función f es contante en <a,b> 



Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a,b]. Entonces: 
f'(x) = g'(A) en a < x < b, si y solo si f(x) = g(x) + c, donde c es una constante. 

Demostración 

1° Sí /'(a) = #'(*), en a<x< b, entonces: (f(x)-g(x))'=0 en a<x<b 

ahora por le teorema de la función constante se tiene: f(x) - g(x) = c = constante. 

2° Si f(x) = g(x) + c, con c constante, entonces derivando se tiene: f'(x) = g'(x) 

APLICACIONES.- 

(T) Rcsolvcr: />'= 3 sen or + 5x'+ 2 
W [ v(0) = 4 

Solución 

Tenemos y'=3 sen a + 5a 3 + 2 = (-3cos x +—a 4 + 2a)' 

4 

Lue^o por el teorema de la diferencia constante, se tiene: v = -3 cos a +—a 4 +2a + c 

'4 

donde c es una constante. Para hallar c evaluamos la ecuación en x = 0 

y(0) = c => c = 4 /. v = -3cosa + — a 4 +2a + 4 


© 


\^'U) = 2l 2 -sen/ + 3 
Rcsolver: ; 

l/i(0) = 1 
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Solución 


, 2 , 2 * 

Tenemos: ju'(t) = 2r -sen/ + 3 = (y/“ +cos/ + 3/)' entonces: p(t) =—t +cos/ + 3/ + c 


Evaluandolaecuación t = 0, jli(0) =1+c=1=>c = 0 p(t) = — /' + cos t +3/ 

Ejemplo.- Usar el teorema del valor medio para probar la siguiente desigualdad 
| sen x - sen y | < | x — y |, V x, y e R 

Solución 

Sea f(t) = sen t, esta función satisface las condiciones del teorema del valor medio, en 

todo intervalo [x,y] c R con x < y, entonces 3 c g <x,y> tal que f'(c) = -- - - - —- ---- 

y-x 

sen y — sen x 

y; f(x) = sen x, f'(x) = cosx , f(y) = sen y. Luego -—-—-—- = cos c , c e <x,y> 

y-x 


Con | cos c | < 1, V c e R, entonces 


, sen v - sen x , . , , . , , , _ 

|- 1 -1 = 1 cosc |< 1 => | sen y —sen x|<|x-y|, V x, y e R 

y-x 

Ejemplo.- Usar el teorema del valor medio para probar la siguiente desigualdad: 

b-a ^ ^ b-a A n 

--— < tg b - tg a < --—, 0 <a <b< — 

cos - a cos" b 2 

Solución 


Sea f(x) = tg x. Esta función es continua en [a*b] cz< 0,y > y diferenciable en <a,b>; 

. , /., / , tgí' L tgfl v ? i 

entonces 3ce<a,b> tal que f (c) = — -— y / (x) = sec"jc entonces / (t‘)=sec'c' 

b-a 

Ahora para a < c < b se tiene sec 2 a < sec 2 c < sec 2 b 

■> ^ . o , ■> . igb-lga ^ i 

sec' a < f (c) < sec" b => sec' < sec b 

b-a 
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, b-a , b-a „ , ;r 

es decir: --—<tg/?-tgíz<--—, pues 0 <a <b< — 

cos ~a cos ~b 2 

Ejemplo.- Usar el teorema del valor medio para probar la desigualdad: 
ln (1 + x) < x, V x * -1 

Solución 

Sea f(t) = ln (1 + t). Esta función es continua y diferenciable en todo su dominio. 

Luego es continua en [0,x] y diferenciable en <0,x> entonces por el teorema del valor 

/(jc)-/(0) _ ln(l + jc)-lnl _ ln(l+jc) 


medio 3 c g <0,x> tal que f'(c) = : 


jc — 0 


Pero /'(jc) = 


1 


De donde 


1 + JC 

ln(l + jc) 
jc 


f'(c)=- -<1, C*-l 

1 + c 


< 1 por lo tanto ln(l + x) < x, V x * -1 


Ejemplo,- Usar el teorema del valor medio para probar la siguiente desigualdad: 

JC 
2 


, jc 1 , x , 

1 — <--<1--1 < x < 0; x > 0 

i i 3 


(l + ^) : 


2(1 + jc) 2 

Solución 


a) Sea /(/) = -+— 

(l + O 1 

Esta función es continua y diferenciable en <x,0>, con —1 < x < 0 entonces 

f(0)-f(x) 


3 c e <x,0> tal que f'(c) = ¿ 


a-x 


x 

2 


1 


Es decir: f'(c) =- 


i i i 

(1 + jc) 2 2(1 + jc) 2 -jc(1 + x) 2 -2 


-x 


_ i 


JC(1 + JC) 2 
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. 1 1 
y como / (/) =—- 




1 1 


2(1 + 0- 2 


2(1 + c) 2 


. 1 1 1 /, x 1 . 

Luego --- 

2(1 + c ) 2 ’ (1 + x ) 2 

Ahora sí c e <x,0> c= <-l,0> => -1 < c < 0 


( 1 ) 


Entonces: 0<l+c<l => 0<(1 + c) 2 < 1 


, 1 1 , 1 . 1 11, 
1<-- => --(- —)<=> ---( 


1 


(! + <•) 


■\2 


2 ' 2 
(1 + c -) 2 


2 2 ' 2 
(1 + c ) 2 


•) < 0 


además; conio x<0 => -x > 0 => — >0 

x 


X 1 

entonces de (1) se tiene: 1-— < 0 

2 i 


(1 + Jc) 2 


x 

de donde tenemos: 1-<-— 

2 i 

(1 + *) 2 


b) Sea /(0 = —-—p +--——; x>0 

( l + O 1 2(1 + /) 2 


(a) 


Esta función es continua y diferenciable en <0,x>: entonces 3 c e <0,x> tal que 

1 x 

i + -2 " 

, í(x)-fiO) . . v (1 +jc) 2 2(1 + x) 2 _, 4 -3/ 

f ( C ) = ■- es decir: f (c) = ---1- - -. pero f (t) =-- 


jt-0 


2(1 + 0 2 


Ahora como t > 0 => -t < 0 => f'(t)< 0 
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Entonces J'(c) < 0 : pero x > 0, por lo tanto: 


- 1 +- 




- < 0 de donde 


(l + .v) 2 2(1 + ,r) 2 


(l + -v ) 2 


-< 1 - 


2(1 + ,v) 2 


... (P) 


Luego de (a) y (P) se tiene: 



1 

i 

(l + -v) 2 


2(1 + *) 2 


5.9 fünciows vmmümmB wmmmmmsm 


a) DEFINICION.- 

Consideremos una función f definida 
en un intervalo I, entonces f(x) es 
creciente en el intervalo; si para todo 
par a'j.a't del intervalo, se tiene que 
/ (Aj) < / (a 2 ) siempre que a^ < a 2 

h) DEFINICION 

C’onsideremos una función f 
definida en un intervalo I, entonces 
f(x) es decreciente en el intervalo, 
si para kxlo par Aj,a 2 del 
intervalo, se liene que 
/ ( v,) > /(a 2 ) siempre que 



<AS 
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mORMAr 


Si fes una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en <a, b>, enlonces: 

i) Si /'(jc) > 0, V x e <a, b> => f(x) es creciente en <a, b> 

ii) Si f'(x) < 0, V x g <a, b> => f(x) es decreciente en <a, b> 

Demostración 

i) Suponiendo que f'(x)> 0, V x e <a, b>, sea x l9 x 2 € <a, b>, tal que x x < x 2 

/ ( Vt ) — / (v ) 

entonces: f'(z) = -——— 1 ——, donde z está entre x x y x-, (por el teorema del 
x 2 -x¡ 

valormedio), pero x 2 -'x x >0 yademás f'(z) existe por hipótesis. 

Luego f(x 2 )-f(x x ) > 0, es decir f(x 2 )>f(x x ) % ó sea, f(x x )<f(x 2 ) para 
x x ,jc 2 e< a,b> , entonces f(x) es creciente en el intervalo <a,b> 

ii) Suponiendo que / ’ (jc) < 0, V x e<a,b>, sea x x ,x 2 g<c/,/?>, tal que: jcj <jc 2 

entonces: f l (z) - - ^ 2 ---— ^ ^ , donde z está entre jcj y jc 7 (por el teorema del 

x 2 -x x 

valor medio) pero x x -x 2 < 0 como f'(z) < 0 por hipótesis. 


Luego f(x 2 )-f( jc^ ) < 0 ,entonces f(x 2 ) < f(x x ),ó sea, que f(x x )>J(x 2 ) para 
x x ,.v 2 g< aj) > , entonces f(x) es decreciente en <a, b> 

Ejemplo.- Hallar los intervalos donde la función: f(x) = x 5 — 5 jc 3 -20jc-2 es 
creciente y decreciente. 

Solución 


Los intcrvalos donde la función f(x) es creciente o decreciente se encuentra con los 
puntos crílicos de la función es decir haciendo f'(x) = 0 entonces: 

/’(jc) = 5x 4 -15a 2 -20 = 0 de donde (jc 2 — 4)(jc 2 +1) = 0 => {-2,2}son los puntos 
críticos, ahora los puntos críticos los dibujamos en la recta real 
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-O-O- 

-2 2 

y se obtienen los intervalos '<-oo,-2>, <-2,2> y <2,+oo> 

Luego determinarcmos en que intervalo es creciente o decreciente. 

Si xe<-oo,-2>, / , (a*)=(jc+1)(jc-2)(a' 2 +1)>0=> la ílmción f(x) es creciente sobre <-oo,-2> 

Si xg<-2,2>, /'(a) =(a + 1)(a-2)(a 2 +l)<0=>la función f(x) es decreciente sobre <2,+oo> 


Si x€<2,+oo>, /* , (jc) = (a-+1)Cv-2)(a 2 +1) >0=>la función f(x) es creciente sobre <2,+oo> 




RA BEfrnmÁ PAEA EXTRBMdÍ 

_L_ .I 


Consideremos una función f continua en [a, b] y sea c e <a, b> un número crítico y 
f'(x) cstá defmida para todos los puntos de <a, b> excepto posiblemente en c, entonces: 


0 


f'(x) > 0, Va g< a,c >| 
f' (x) < 0, Vjc g< c, b > \ 


=> f(c) es un valor máximo relativo de f 


f'(x) < 0, Vjc g< a y c >1 
f' (x) > 0, Va e<c\b> ] 


f(c) es un valor mínimo relativo de f 


ii¡) Si f'(x) no cambia de signo, cuando x pasa por c entonces f(c) no es un valor 
máximo ni mínimo relativo. 
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Ejemplo.- Hallar los valores máximos y mínimos relativos de la íunción 
f(x) = .r 5 -5jc 3 - 20jc - 2 

Solución 

Para calcular los máximos y mínimos relativos, primeramente se debe de calcular los 
números crítico, es decir: /'(jc) = 0 para obtener los números críticos como; 


f(x)=x 5 -5x' -2ÚX-2 => f' 

de donde x = ±2 números crítico. 

f'(x) = 5(x+2)(x-2)(x 2 +1) 




(.v- — 4 )(jc 2 +1) = 0 


-o 

-2 


-O 

2 


Para x = - 2 Sí 


x < -2 ,f'(x) > 0* 
-2<x<2, f(x)<0' 


máximo relativo en f(-2) = 46 


Para x = 2 Sí 


- 2 <x < 2 ,/' (x) < 0 
x > 2, f'(x) > 0 + 


minimo reiativo en f(2) = -50 


SÍll CRlfEWfc WMSMMS9B MlállElífREMOS 

l ; ||ll RELATIVOI,- 1' ± z t 

Supóngase que existe /" en algún intervalo abierto que contiene a c y que /’(c) = 0 
entonces: 

^|‘ Sí /"(e) > v%íw : 

SS /”(e) < 0 * ) 6s uer váíór máxiinG fefátívo, 

Ejemplo,- Hallar los máximos y mínimos de la fúnción f(x) = .v 5 -5x 3 -20 jc-2 , 
mediante el criterio de la segunda derivada 


Solución 


Primeramente hailaremos los números críticos de la función f(x), es decir: 
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/( x) = jc 5 -5x 3 -20x-2 => f' (x) = 5x a -\5x 2 -20 = 0=>(x 2 -4)(x 2 +1) = 0 =>x= ± 2 
números críticos ahora calculamos la segunda derivada, es decir: 

/ m (jc) = 20.c 3 -30jc , ahora evaluamos en los números críticos. 

/ M (-2) = -100 < 0 => 3 máx.relativoen f(-2) = 46 
/"(2) = 100 > 0 => 3 min.relativo en f(2) = -50 


5.13 CONCAVIPAP Y PUNTQ PE INffLEXÍON.» 

Consideremos una íunción f derivable y sea P un punto de la gráfica f, si todos los puntos 
de f arbitrariamente cercano a P están por arriba de la recta tangente a f en el punto P, 
entonces la gráfica es cóncava hacia arriba en P. 



Si todos los puntos de f arbitrariamente cercano a P están por debajo de la recta tangente 
en P, entonces la gráfica es cóncava hacia abajo en P. 


Y 



L 


> 
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Cuando f tiene una sola tangente en P y f es cóncava hacia arriba en todos los puntos 
cercanos arbitrariamente a P situados a un solo lado y es cóncava hacia abajo en todos los 
puntos cercanos arbitrariamente a P situados al otro lado de P, entonces P recibe el 
nombre de punto de inflexión. 



a) DEFINICION.- 

Sea f una función derivable, si P(c, f(c)) es un punto de la gráfica y si existe un 
intervalo abierto <a, b> sobre el eje X y c e <a, b>, tal que: V x * c, x e <a, b>. Si 
el punto 0(x, f(x)) correspondiente a la gráfíca está por arriba de la recta tangente en 
P, entonces la gráflca es cóncava hacia arriba en P. 



b) DEFINICION 

Sea f una función derivable, si P(c, f(c)) un punto de la gráflca y si 3 <a, b> sobre 
el eje X y c e <a, b> tal que V x * c, x € <a, b>, si el punto Q(x,f(x)) 
correspondiente a la gráflca está por debajo de la recta tangente en P entonces la 
gráflca es cóncava hacia abajo en P. 
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c) 


DEFINICION.- 

Un punto P(c, f (c )) es un punto de 
inílexión de f si existe un intervalo 
abierto <a,b> y c € <a,b> tal que la 
gráfica de f sea cóncava hacia arriba 
sobre <a,c> y cóncava hacia abajo sobre 
<c. b> ó recíprocamente 



d) DEFINICION.- 

Si P(c, f(c )) es un punto de inflexión de f y si existe f"(c) enlonces /"(c) = 0 . 

e) TEOREMA.- 

Suponiendo que f: R -> R es derivable en <a, b>. 

a) Si f es una íunción tal que /"( x) > 0, V x g <a, b>, entonces la gráflca de f es 
cóncava hacia arriba sobre <a, b>. 

b) Si f es una íunción tal que ./ "(jc) < 0, V x e <a, b>, entonces la gráfíca de f es 
cóncava hacia abajo sobre <a, b> 
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INTERPRETACION GRAFICA 


Y 


\ COI 

\ h 

j\a 



Y 



y = f(x) 


y = f(x) 


0 a c b x 


0 a c b X 


Ejemplo.- Determinar los intervalos en donde la función cs cóncava hacia abajo y 
cóncava hacia arriba. 


0 f(x) = 3.r 4 -1 Ojc ;5 -1 2x 2 +10.v + 9 


Solución 


/( x) = 3.r 4 -10.v 3 -12.v 2 +1 Ov + 9 
f' (.v) = 12.v 3 - 30.v 2 - 24jv + 10 
=> /" (.v) = 3 6.v 2 - 60 jc - 24. ahora hacemos: 

/'' (jv) = 0 para determinar los puntos de inflexión. 
36.v 2 -60.v-24 = 0 => 3.v 2 -5.v-2 = 0 -_ 


2 



3 
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I.- Construir la gráfica dcterminando los puntos críticos, puntos de discontinuidad, los 
extremos relativos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los puntos de inflexión 
y la dirccción de su concavidad de la gráfica. 


© ,v = .r 3 -3x 2 

Solución 


Calculando, los valores críticos — 

dx 


0, es decir: 


— = 3x 2 - 6x = 0 => x = 0, x = 2 valores críticos 
dx 

para el valor critico x = 0 


2 




x < 0 , ^>0 + 

dx 

0 < x < 2 , ^<0 
dx 


entonces 3 máximo relativo en x = 0 donde se tiene 
el punto máximo (0,0) 


para el punto critico x = 2 


0 < x <2 ,-^<0 
dx 


2<x <+x, — > 0 1 
dx 


entonces 3 mínimo relativo en x = 2 donde se tiene 
el punto mínimo (2,-4) 


La curva y = x 3 - 3jc 2 es creciente sobre los intervalos <-x,0> y <2,+x> y es creciente en 
el intervalo <0,2> 


Ahora calculamos los puntos de inflexión, es decir: 








588 


Eduardo Espinoza Ramos 


Luego (L-2) es el punto de inflexión 


Como — 7 - = 6(a - 1) 
dx~ 




d~y 

Para x < 1,— j- < 0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <- 00 , 1 >. 
dx~ 

d 2 

Para x>l ,—> 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <l,+oo> 
dx~ 


X 

f'(x) 

Conclusiones 

<-oo,0> 

+ 

Creciente 

<0,2> 

~ 

Decreciente 

<2,oc> 

+ 

Creciente 


X 

f"(x) 

Conclusiones 

<-'»,i> 

- 

Cóncava abajo 

<1,00> 

+ 

Cóncava arriba 


© f{x) = 



Solución 


Primeramente hallaremos los puntos críticos 

12.V-4.V 1 


f'(x) = - 


-- = 0 => 4a(3 — x~ ) = 0 => x = 0, x = ±f 


■f 


r 


Luego {-J3,l).-f\ son los valores criticos 


0 































Aplicaciones de la Derivada 


589 


?y- = 4x(-j3 -x)(-\¡3 +x) 
dx 

ahora veremos en que puntos criticos se tienen máximos o mínimos. 



x < — v/3, &xr 

dx 


-•73 <A-<0, ^ <0 
dx 


3 máx. relativo en x = -73 , (—73,1) 


..piaa 


-73 < x < 0 , ^-<0 

dx 


0 < .v < 73 , ^> 0 ' 

dx 


3 mín. relativo en x = 0, (0,0) 




0<x<sÍ3,&>0' 
dx 


-J3 <x< + 00 , — < 0 " 
dx 


3 máx. relativo en x = V3 , (V3,l) 


La fnnción f(x) es crecicnte sobre los intervalos<- 00 ,—73 >,< 0 ,V 3 >y es decreciente 
sobre < -V3,0 > , < V3 ,+00 > ahora calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 


/"(JC) = —— 1 —— = 0 


=> x = ± 1 => 




son los puntos de inílexión. Ahora calculamos los intervalos de concavidad 
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© 




/"(jV) = ^-(l-JV)(l + Jt) _ 

-1 1 

para x < - 1 , f"(x) <0 => f(x) es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <-oo, - 1 > 
para -1 < x < 1 , f"(x) > 0 => f(x) es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <-l, 1 > 
para x > 1 , f"(x) < 0 => f(x) es cóncava hacia abajo sobre el intervalo < 1 , +oo> 


X 

/+(*) 

Conclusiones 

< -oo,— v/3 > 

+ 

Creciente 

<-n/3,0> 

- 

Decreciente 

A 

o 

tbi 

V 

+ 

Creciente 

< -y/3 ,+*> > 

- 

Decreciente 


X 

Í"(X) 

Conclusión 

<-00,-1> 


Cóncava abajo 

<-l,l> 

+ 

Cóncava arriba 

<1,00> 

- 

Cóncava abajo 


f(x) = 



125 


Solución 

Hallaremos los puntos críticos es decir: 


6x(x 2 —5 ) 2 

/'(x) = - 1 —-= 0 => x = 0 , x = ±v5 son los valores críticos 

125 


rw= 


6a(x 2 -5) 2 
Í25 


•vT 
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ahora veremos en que puntos críticos se tiene máximos y mínimos. 


Para ei puni» cnííco 


Para x < —s/5 , /' (x) < 0 
—s/5 <a*<0, /'(jc)<0 


=> 3 máximo ni mínimo en jc = W5 


—s/5 < jc <0 , /’(jc)<0 
0<x<^5 , /*(jc)>0 + 


=> 3 mínimos relativo en x = 0, (0, - 1) 


para -c! punto critico x«W5 


0<x<^5 , /*(x)> 0 + 


^5 < jc < +oo, /' (jc) > 0" 


3 máximo ni mínimo en jc = V$ 


adcmás la función f(x) es creciente sobre los intervalos <0,V$>, <V5,+oc> 
decreciente sobre los intervalos < -oo,-V5 > y < -V5,0 >. 

Ahora calcularemos los puntos de inflexión , es decir: 

/"U) = A U 2 -5)(jc 2 -1) = 0 dedondex = ± 1, jc = ±V^ 


Luego (-l.-j^). (—v/5,0), (V5.0) 

Son los puntos de inflexión, ahora calculando los intervalos de concavidad 


64 


sí 






y es 


t 


Para x<—j5, f"(x)> 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 
intervalo < -oc,—s/5 > 
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Para —75 < jc < — 1, /'"(a')<0 la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 

intervalo < —75,-1 > 

Para -1 < x < 1, / m (jc)>0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 

intervalo <-l,l> 

Para 1 <x<V5, /"(jc)<0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 

intervalo <1,-75 > 


Para <*<+'*>, /"(jc)>0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 

intervaio <J5,+to> 


X 

/"(*) 

Conclusión 

A 

1 

8 

'l 

V 

+ 

Cóncava arriba 

< -Js-i > 

- 

Cóncava abajo 


+ 

Cóncava arriba 

A 

V 

- 

Cóncava abajo 

< 45,+'*) > 

+ 

Cóncava arriba 


X 

r 

Conclusión 

< - 00 ,—y/5 > 

- 

Decreciente 

< —v/5,0 > 

- 

Decreciente 

A 

O 

bn 

V 

+ 

Creciente 

< ^Í5 ,+00 > 

+ 

Creciente 



( 4 ) f(x) = (x +1 )Ltr(x + 1) 

Soiución 


La función f(x) es defmida para x g <-l, +*» 
Luego calcularemos los puntos críticos, es decir: 

f' (x) = [ln(jc +1) + 2] ln(jc +1) = 0 , de donde: 
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Ln(x+1) = 0 v Ln(x+1) +2 = 0 =>x = 0, jc = -1+ — 

e~ 


o sea que {0,-1 + —} son los puntos críticos 

e~ 


f'(x) = Z,w(jc +1 )[£//(*+ 1) +2] 


-1 


-1 + - 


ahora calculamos los máximos y los mínimos 




— 1 < JC < —1 H— % / ’(jc)>0 
e 


-1+—<jc<0, /*(jc)<0 
e 


1 1 4 

3 máx. relativo en.c = -1 +— ,(-1 + — ,—) 

e~ e~ e~ 


para 


-i+—< jc<o, r (jc)<o 
e 


0 < 0 < + oo, /'(jc)>0 4 


3 mínimo relativo en x = 0, (0,0) 


La gráfica es creciente sobre los intervalos < -1,-1 + — >, <0,+oo> y decreciente sobre el 

e 

intervalo < -1 + - ,0 > . Ahora calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 
e 


jc + 1 e 


de donde (-1 + —, —) es un punto de inflexión. 
e e 
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/"(*) = 


:>[/,;?(*+ !) + !] 
JC + 1 


-1 + - 
e 


para —1 < jc < —1 h—, f '' (x) < 0, la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 
e 

intervalo <-1,-1 +— > 
e 

para -1 + — <jc<oo, /*"(*) >0, la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 
e 

intervalo <-l+ -,+oo> 
e 


X 

f'(x) 

Conclusiones 

f"(x) 

Conclusiones 

e 

+ 

Creciente 

■ 

Cóncava abajo 

< —1 + — ,0 > 
e 


Decreciente 

+ 

Cóncava arriba 

<0,+oo> 

+ 

Creciente 



© 


f(x) = 





Solución 

La función f(x) csiá defmida en todo R-{-1,1} ahora calcularemos los puntos críticos, es 


decir: /’( x) = 


x 1 -3 


3a/(x 2 -l) 4 


: 0 => jc = ±V3 valores críticos. 
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" 3 í 


-V3 


-1 


(x + j3)(x-^[3) . 

/ (x) = -¡— -- —, ahora calculamos los maximos o mimmos; 


3lj(x 2 -\) ¿ 




jcc— 73 . .r(jr)> 0 * 


- V3 < A' < -1, /’(a)<0 


-V3, 


► 3 máx.'relativo en x = -s/3, (~\Í3--j=) 

Xj2 




\<x<^3 , f'(x)< 0 
-y/3 <A<00, f'(x)> 0 + 


• 3 mín. relativo en a = V3 , (V3 ,^¡3 /X[l) 


además la funcion f(x) es creciente sobre los intervalos <-oo,—>/3> y <-y/3,+oo>, 
decreciente en los intervalos < —v/3,-1 > , <-l, 1> y < 1,V3 > . 

Ahora calcularemos los puntos de inílexión, es decir: 

-2a(a 2 -9) 


/"W = 


9^/(x 2 -l) 7 


= 0 => x = 0, x = ± 3, 


3 3 

de donde: (0, 0),(3,—), (-3,-—) son los puntos de inflexión, además como asíntotas 
verticales tiene a x = ±1 ahora calcularemos los intervalos donde f(x) es cóncava 



para x <- 3, f"(x) > 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <-qo,- 3> 
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© 


para —3 < x < -1,/ ,m (jc) < 0, la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <-3,-l> 
para -1 < x < 0,/ M (jt) > 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervaio <-l, 0> 
para 0 < x < 1, f"(x) < 0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <0, 1> 
para 1 < x < 3, J "(x) > 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <1.3> 
para 3 < x < oo,/"(jt) < 0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <3, oo> 


X 

f(x) 

Conclusión 

< -oD,— s/3 > 

+ 

Creciente 

< —s /3 i > 

- 

Decreciente 

<-l,1> 

- 

Decreciente 

A 

V 

- 

Decreciente 

< V3,oo> 

+ 

Creciente 


X 

f"(x) 

Conclusión 

<- 00 , -3> 

+ 

Cóncava arriba 

<-3,-l> 

- 

Cóncava abajo 

<-l,0> 

+ 

Cóncava arriba 

<0, 1> 

- 

Cóncava abajo 

<1,3> 

+ 

Cóncava arriba 

<3, +oo> 

- 

Cóncava abajo 


f(x) = 



a/u-2) 2 


Solución 


La fimción f(x) está definida V x * 2 calculando los puntos críticos, es decir: 
.r-6 


f'(x) = 


3 \[(^ 2) 5 


■ = 0 => x = 6 valor crítico 
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ahora calcularemos cl máximo o el mínimo. Para x = 6 
2 < x < 6 , f'(x)< 0 


3 mínimo en x = 6 , el punto critico ( 6 ,- 7 =) 

V2 


6 < x < + oc, /'( jc) > 0 


además la íunción f(x) cs creciente sobre los intervalos <- 00 , 2 >, < 6 , +x> y es decreciente 
sobre el intervalo < 2 , 6 > ahora calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 


—2(v —12) 

/"(*)= , - = 0 

calculamos los inlcrvalos de concavidad. 
- 2 (x- 12 ) 


12 

x = 12 de donde ( 12 ,-- =^. -) es el punto de inílexión 

Vioo 


/"(*) = 


9^/(.v-2) s 


—<D— 

12 


para x < 2, f"(x) > 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <-oo, 2> 
para 2 < x < 12, J'"(x) > 0 =>la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <2,12> 
para x > 12, f"(x) <0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <12,+oo> 



( 7 ) /(.v) = (———)? 

4-.v 
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Solución 

Calculamos los puntos críticos, es decir: f'(x) = 


(x-2) 2 e~* 


= 0 => x = 2 


(4 -x) ¿ 

además x = 4 es punto de discontinuidad. 

Luego determinaremos si tiene máximo o mínimo en x = 2 

(4 -X) 2 

para el valor critico x = 2 
para x < 2, f'(x) > O^ 

para 2 < x < 4, f (x) >0' 


«No existe max. ni mín. relativo 


además / *( x) >0, V x e <4,+oo> => f(x) es creciente sobre los intervalos <-x,2>, <2,4>, 
<4,+oc>, ahora calcularcmos los puntos de inflexión es decir: 


..... v (x-2)(x-\)xe A A . * 

/ (x) = ---= 0 => x = 0, x = 1, x = 2 

(4-jt) 3 


de donde (0.0), (1 ,—), (2,-^-) son los puntos de inflexión 
f p 2 


—<D-(D-(D- 


Si x < 0, f"(x) <0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <-x,0> 
Si 0 <x < 1, f"(x) > 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <0, 1> 
Si 1 < x < 2, f"(x) < 0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el inlervalo <1,2>. 
Si 2 < x < 4, f"(x) > 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo <2,4>. 
Si x > 4, f"(x) <0 => la gráfica es cóncava hacia abajo en el intervalo <4, +x>. 
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CONCLUSIÓN 


X 

r 

Conclusión 

<-x,2> 

>0 

Creciente 

<2,4> 

>0 

Creciente 

<4.-0 

>0 

Creciente 


X 

/”(x) 

Conclusión de f 

<-oo,0> 

<0 

Cóncava hacia abajo 

<0, 1> 

> 0 

Cóncava hacia arriba 

<1,2> 

<0 

Cóncava hacia abajo 

<2,4> 

>0 

Cóncava hacia arriba 

<4,x> 

<0 

Cóncava hacia abajo 



® /(x) = (jc+1) 3 (a-1) 2 

Solución 


Calculando los puntos crílicos, es decir: 


f'(x) = (.r +1) 2 (a' — 1)(5jc — 1) = 0 , de donde x=-l, x = , x=l son los puntos críticos. 

Ahora analizaremos en que puntos críticos se tiene los máximos ó mínimos. 
f' M = (x +1) 2 (x - \)(5x -1) ^ * T 


para el x«4 


para x < -1, /'(jc) > 0 


para -1 < x < — , /' (.y) > 0 


No existe máx. ni mín en x = -1 
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para el puato critico .t 


¡Ili 


para -1 < jc < —, /'' (x) > 0 * 


para — < x < 1, f'(x) < 0 


a . 11 3456 

=> d max. cn jc = — , (— ,- ) 

5 5 3125 


para e! punLo critico x ~ j 


— < A' < 1 , / ’(a) < 0 


i < x < x, r (x) > o 


=> 3 mín. en x = 1, (1,0) 


La función f(x) cs crecicnte sobre los intervalos <-«, -1>, <-!, — > y <1, +x> y es 


decreciente < — ,1 > ahora hallaremos los puntos de inflexión, es dccir: 

/"(A) = 4(jc + l)(5.r 2 -2 a'~1) = 0 => x = -1, a* = -——, x = dc donde (-1,0) y 


■■ , -^ 1 - (29 - óVó)), ( ? —^ ,-^-(29 + 6-s/ó)) son los puntos de inflexión. 


5 625 5 625 

Ahora determinaiemos los intervalos de concavidad. 


f"(x) = 4(x +1 )(x - ] -~)(x -~^) 


•1 


r=~f) r+—e 


para x<-l, / "(x) < 0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el intervalo <-x.-l> 


I-n /6 


para — 1 < jc <- , / "(a) >0 => la izráflca es cóncava hacia arriba sobre el intervalo 

5 


<-l. 


i-Vf> 


5 


> 
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1— V6 l + Vé 

para -< x < -, / (x) < 0 


. 1-/6 l+Vó 

mtervalo <-,-> 


=> la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 


l + Vó 

para jc > —-—, 


/ f, (jc)>0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo 


i+Vó 

<-,+oo > 


X 

/•(*) 

Conclusión 

<-00, -1> 

+ 

Creciente 

<-l,-> 

5 

+ 

Creciente 

A 

—' 1 «n 

V 


Decreciente 

<1, oo> 

+ 

Creciente 


X 

/”(*) 

Conclusión 

<-00, -1> 

- 

Cóncava abajo 

. 1-/6 
<-i.- 5 > 

+ 

Cóncava arriba 

1-/6 l + Vó 

<- —,-— > 

5 5 


Cóncava abajo 

1 + V6 

< -,+00 > 

5 

+ 

Cóncava arriba 




/(*)“ - — 

jc 2 + 8jc + 16 

Solución 

4(3x - 4) 4 

Hallaremos los puntos críticos, es decir: f' (jc) =-r- = 0 => jc = — punto crítico 

(jc + 4) 3 3 

además x = — 4 es punto de discontinuidad ahora calcularemos el punto máximo ó 
mínimo. 
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/'(*) = 


4(3jc-4) 
(x + 4) 3 


4/3 


para -4<x<y, f'(x)< 0" 


para j < jc < », f'(x)> 0 + 


4 4 1 

=> 3 mínimo en x = — de donde: (—,—) 
3 3 8 


además para x < — 4, f'(x)> 0. Luego la función f(x) es creciente sobre los 

4 4 

intervalos <-oo, - 4>, < — ,+»> y decreciente sobre el intervalo <-4,— > ahora 

3 3 

calcularemos los puntos de inflexión, es decir: 

-24(x-4) 


/"W = - 


•=o 


x - 4 = 0 


x = 4 


(* + 4) 4 

de donde (4, 0) es punto de inflexión. Luego calcularemos los intervalos de concavidad 


f'\x) 


-4(jc — 4) 
(x+4) A 


para x<-4, /”(x)>0 

intervalo <— oo, —4> 


- 1 - 1 - 

-4 4 

la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 


para — 4 < x < 4, f"(x)> 0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 
intervalo <- 4, 4> 

para x > 4, /”(x)<0 => la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 

intervalo <4, + oo> 


X 

/’( x) 

Conclusiones 

<-«), -4> 

+ 

Creciente 

, 4 

< -4, — > 

3 

“ 

Decreciente 

4 

< — ,+•»> 

3 

+ 

Creciente 


X 

f"(x) 

Conclusiones 

<-oo, -4> 

+ 

Cóncava arriba 

<-4, 4> 

+ 

Cóncava arriba 

<4,+oo> 


Cóncava abajo 























Aplicaciones de !a Derivada 


603 



f(x) = x 3 e*" 2x ' 


Solución 


Calcularemos los puntos criticos, es decir: 
f'(x) = jc 2 (3-4j» 2 )í? 4 " 2 '' =0 =>x = 0, x = ±~- 


puntos críticos. AJiora analizaremos en que puntos hay máximos y mínimos 


r U> = x 2 (J}~ 2x)(V3 + 2x)e 4 ~ 2x * 


Mü 


2/3 0 

’ 2 


V3 

2 


/3 

para x < —— , f'(x) < 0" 


para -^-<x<0 ,f'(x)>0* 


. V3 -V3 —3^3 5/2 v 

=í> 3 mm. en x = —— ) 


-^-< x <0 , / * (jc) > 0" 
2 


=> no existe máx. ni mín. 
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mm 


s 

0 <x ./*(x) > 0 


/7 

jc>^-, / , (*)<0 
2 


, . . V3 .fi 3^/3 5/2. 

=> 3 maximo en * = —, (—,-e ) 

2 2 8 


V3 V3 

además la fiinción f(x) es creciente sobre los intervalos <—— , 0 >y < 0 .^y-> y 

-7J V3 

decreciente sobre los intervalos < -oo,-> y < —,+» > ,ahora calcularemos los 

2 2 

puntos de inflexión, es decir: 

/' ’ (x) = 2x(2x + l)(2x - \)(^¡2x + V3 )(^Í2x - >/3 Je 4-2 * = 0 

n 1 S V3 1 
2 2 2 2 

( 0 , 0 ).(/,-^-), (-^1,-1 Jle) , (JE'lJIe) ,son puntos de inflexión. 
Ahora calcularemos los intervalos de concavidad. 

_[_i_i_l_U_ 

_-]¡3 _T ° T y3 

f"(x) = 2 x( 2 .r + 1 )( 2 .v -\)(4lx + 43)(4lx-43)e A 2x¡ 


para 

intervalo: 


. i' '■■■' 

■ <-! 


U) < 0 


la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 
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4 


para 

intervalo: 


<x<-~, f"(x)> 0 


la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 




para ~y<jc<0, /”(jc)<0 la gráflca es cóncava hacia abajo sobre el 

intervalo: <-—,()> 

2 


para 0<jc< — , /"(jc) > 0 

intervalo <0,—> 

2 


la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el 


para 

intervalo < 


para jc> 


4 


5 <x< 4 r 

T’l/f* 

I' r 


w<o 


la gráfica es cóncava hacia abajo sobre el 


(jc)>0 => la gráfica es cóncava hacia arriba sobre el intervalo 


+00 > 


RESUMIENDO: 


X 

f'(x) 

Conclusiones 

< -00,-> 

2 


Decreciente 

A 

O 

V 

+ 

Creciente 

<0,—> 

2 

+ 

Creciente 

41 

< - ,+00 > 

2 

' 

Decreciente 
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X 

/"(*) 

Conclusiones 

< _00 >“^ 

[T 
— > 

2 

' 

Cóncava abajo 


[3 1 

2’ 2 > 

+ 

Cóncava arriba 

A 

O 

—' 1 <N 

1 

V 

“ 

Cóncava abajo 

< 0 ,—> 

2 

+ 

Cóncava arriba 

1 

vv 

3 

— > 

2 

' 

Cóncava abajo 

<x ¡ 

T 

— ,+00> 

2 

+ 

Cóncava arriba 


Graficar f(x) = cds( — 

Solución 



( 12 ) Sea f(x) = —¡ = X Hallar: 

lx 2 + 7 


Los intervalos donde f es creciente y decreciente. 
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II. 



b) Los valores máximos y mínimos relativos. 

c) Puntos de inflexión y graficar. 


Solución 


/(jc) = entonces f' (x) =-— 


V 


X 2 + 7 


(x 2 +7) 2 


/’(jc) > 0, V x g R, entonces f es estrictamente creciente en R. 

No tiene máximos ni mínimos relativos. Además lim f (x) = 1 y lim f (jc) = -1 



Si f(x) = ax 3 + bx ~, determinar a y b de modo que la gráfica de f tenga un punto de 
inflexión en (1,2) 

Solución 

Como (1,2) es punto de inflexión => /* ’ (1) = 0 
J'(x) = 3ax 2 +2bx => f"(x) = 6ax+2b 
f"(\) = 6a + 2b => 3a + b = 0 
además (1,2) perlenece a la gráfica de f(x), entonces: 
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f(l) = 2 


3a + b = 0 


f(l) = a + b = 2 => a + b = 2. Luego: 


a + b = 2 


a = -1 
b= 3 


Determinar a y b, tal que: /( x) =2jc 3 +ax^ +b presenta un extremo relativo en (1, -2) 

Solución 

Como (1,-2) es un extremo relativo => /' (1) = 0 

/’(jc) = 6x 2 +2ax => /'(1) = 6 + 2a = 0 => a = -3 
además (1,-2) pertenece a la gráfica de f, entonces: 
f( 1) = -2 => 2 + a + b = -2 => a + b = -4 => b = -l 



Si / (jc) = fljc 3 + bx 2 + cx , deterininar a , b y c de manera que (1,2) sea punto de inflexión 
de la gráfica de f y de pendiente de la tangente de inflexión en dicho punto sea-2. 

Solución 

Como (1,2) es punto de inflexión => /" (1) = 0, entonces: 


/'(jc) = 3útjc 2 +2bx + c => f"(x) = 6ax + 2b entonces: 


/"(1) = 6a + 2b = 0, de donde 3a + b = 0 

además se tiene la pendiente de la tangente de inflexión en (1,2) es /’ (1) = —2 
entonces : /' (1) = 3a + 2b + c = -2 entonces 3a + 2b + c = -2 


también (1,2) pertenece a la gráfica entonces f( 1) = 2, es decir: 


f(l) = a + b+ c = 2 => a + b + c = 2. Luego 


3a + b = 0 
3 a + 2b + c = -2 
a + b+c = 2 


a = 4 

¿7 =-12 

c = 10 
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Hallar a, b, c y d de manera que /(x) = ax 3 +bx 2 +cx + d presente extremos relativos en 
(1,2) y (2,3) 

Solución 


Como (1, 2) y (2, 3) son extremos relativos => /'(1) = 0, /'(2) = 0, entonces 


, , , , , í/ # (l) = 3a + 2b+c = 0 

f (x) = 3ax~ +2bx + c de donde \ 

\f'(2) = \2a + 4b + c = 0 


además los puntos (1,2) y (2,3) pertenece a la gráfica, entonces: 

/ (1) = 2 a + b + c + d = 2 

=> 

/(2) = 3 Za + 4b + 2c + d = 3 


por lo tanto se tiene: 


3a + 2b + c = 0 

II 

\2a + 4b + c = 0 

b = 9 

a+ b+c+d=2 

^ c = -12 

%a + 4b + 2c + d = 3 

II 


Dada la íunción f(x) = mx 3 + nx 1 +?x + t , determinar las constantes m, n, r, t para que f 
tenga un extremo relativo en (0,3) y la gráfica de f con punto de inflexión en (1,-1) 

Solución 

Como (0, 3) es un extremo relativo => /’(0) = 0 entonces 

f'(x) = 3mx 2 + 2nx + r => f(0) = r = 0 => r = 0 además (0, 3) pertenece a la gráfica 
entonces f(0) = 3 entonces 0+0+0+1=3 => t = 3. Como (1,-1) es punto de inflexión 

=> /"(1) = 0, f"(x) = 6mx + 2n => /"(1) = 6m + 2n = 0 de donde: 


3m + n = 0 además el punto de inflexión está en la gráfica => í( 1) = -1 entonces 
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3w+w=0 


m + n + r + t = -l => m + n = -4. Porlotanto: 


m + n = -4 


m = 2 
n = -6 
r = 0 
t =3 


© 


Sea /(jc) = ax* +bx 1 2 3 +cx + d una función. Hallar los valores de a, b, c, d tal que f tenga 

1 49 

un punto de inflexión en /?(-—,—), y sea tangente a la recta y = 3—2x en el punto Q(0,3) 

Solución 

1 49 1 

Como p( —, —) es un punto de inflexión entonces: /"(—) = 0 

2 12 F * 2 

f'(x) = 3ax 2 +2bx+c=> f"(x) = 6ax+2b => /"(-^) = -3a + 2b = 0 => -3a+2b=0 
1 49 

además /?(-— ,y-) P ertenece a ta gráfica de f entonces 


1 49 a b c , 49 

f (—) = — => — +- + d= — 

2 12 8 4 2 12 


sea L , : y = -2x + 3 => mL ( = -2 => /' (0) = -2 => 0 + 0 + c = -2 => c = -2 
además el punto Q(0, 3) pertenece a la gráfica => f(0) = 3 => 0+0+0+d=3 => d = 3 


111 . 



-3a + 2b = 0 -3a + 2b = 0 a = — 

3 1 1 

< a b 1 => a 1 => . Por lo tanto a=— , b= — , c = -2, d = 3 

— + - = — — + b = - . 1 3 2 

8 4 12 2 3 b=- 

PROBLEMAS SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS 

Una caja rectangular tiene una base cuadrada y no tiene tapa. Ei área combinada de los 
lados y el fondo es de 48 pies cuadrados. Hallar las dimensiones de la caja de máximo 
volumen que cumpla estos requerimientos. 

Solución 
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Condición del problema: A = x 2 + 4xy = 48 


48— x~ 

dedonde y = -además V = x 2 y 

4x 


,,, , 2 , 48 -x 4Sx-x 

V(x) = x '(— -)=--- 

4.í 4 



r(jf) = ——= 0 => x = ± 4 puntos críticos 


V”(x) = -— x=> V”(4) = -6<0 => 3 máximoen x = 4 


© 


48-jc 2 

como v- -=> y = 2. Luego las dimensiones de la caja deben ser x = 4, y = 2. 

4jc 

Encontrar la altura del cono recto de mayor volumen que pueda inscribirse en una esfera 
de radio R. 

Solución 


Se sabe que el volumen del cono es: V = 


nr 2 h 


...( 1 ) 



Del gráfico se observa que: ACAB = ABAD entonces; 


h r 


r 2 R-h 


=> r 2 =2Rh-h- 


...( 2 ) 
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ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


V = V(h)=^-(2Rh-h 2 ) = j(2Rh 2 -h 3 ) 


V(h) = j(2Rh 2 -h 2 ), 0 < h < 2R 

t~ AR 

V'(h) =—(4Rh-3h 2 ) = 0 => h = — 

3 3 

V"(h) = j(4R-6h) => V"(^-) = j(4R-SR) = -~R<0 



=> 3 máximo en h = 


4R 

3 


porlotanto para 



se tiene el volumen máximo. 


Dada una hoja cuadrada de lado a, se desea construir con ella una caja sin tapa, cortando 
en sus esquinas cuadrados iguales y doblando convenientemente la parte restante. 
Determinar el lado de los cuadrados que deben ser cortados de modo que el volumen de la 
caja sea el mayor posible. 

Solución 


E1 lado del cuadrado cortado = x entonces el volumen de la caja es: 
V(x) = x(a-2x ) ¿ , 0<x<y 

V'(x) = (a-2x) 2 -4x(a-2x) 

V'(x) = (a-2x)(a -6x) = 0 => x = — , x = — 

2 6 

V” (x) =-Sa + 24x => V”(—) = -Sa+4a = -4a < 0 

6 



3 máximo en x = — 
6 


Por lo tanto el lado del cuadrado cortado para obtener volumen máximo es x = — 

6 
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© Un rectángulo a de tener un área de 64 pulgadas cuadradas. Hallar sus dimensiones, de 
forma que la distancia desde una de sus esquinas al punto medio de un lado no adyacente 
sea mínima. 

Solución 


Datos del problema: X X 



f'(x) = —^i 6384 = 0 => x 4 -16384 = 0, dedonde x= !8^2 

2jc 2 Vl 6384 +jc 4 


Como y = — =? y = 4^2 V2 

JC 

Luego las dimensiones son 4 V 2 V 2 y 8-v/2 pulgadas. 

Hallar los puntos de la hipérbola jc 2 ->’ 2 =1 más próximo al punto (0, 1) 

Solución 



Condición del problema d = -/x 2 +(y-l) 2 
Como jc 2 -y 2 =1 => x 2 =y 2 +1 
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Entonces /(v) = -J>' 2 +1 + (y-\) 2 = ^Jly 2 -2y + 2 


2v-l 1 

/'(>)= . ' - =0 =>2y— 1 =0 => v = - 

4ly 2 - 2 >' + 2 2 


como X 2 ->' 2 =1 => X = ±-y /> 2 +1 


=> X = ± 


V5 


© 


Por lo tanto los puntos más cercanos a la hipérbola al punto (0, 1) son y 

P (-^- i) 

- 2 ' 2 

Si un recipiente cilíndrico de lámina (cerrado en ambos extremos) ha de tener V como 
volumen, encuéntrese las dimensiones que requieran la mínima cantidad de material. 

Solución 


Datos del problema: V = nr~h de donde h = - 


n r 


? ? IV 

A t = 2n r~ -f 2n rh entonces A t = 2 nr~ + — 

r 


? 2V 
A,(r) = 2n r 2 + — 


2V V 

A ( (r) = 4nr -- = 0 => r = J — 

r 2 V 2n 


AV .. \Y 

A t (r) = 4n + — => A t (^j—) = 12n>0 



JV ; J 4V 

existe mmimo en r = ? — , h = 4 — 
V 2n v n 


( 7 ) La sección de un canal de irrigación abierto ha de tener la forma de un trapezoide 

4 ? 

isósceles con lados de pendiente —. Si el área de la sección a de ser 52.674w . ¿Quc 

dimensiones son las que hacen mínima la superficie sustentadora (el fondo y los lados)? 
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Solución 



-m- 


4 * 4 h 3/; - , 3 52.674 3. 

tg$ = — = — => m = — ;z = x + 2m => 52.674 = (jc + — /?)// => x =-/; 

3 w 4 4 // 4 

Además se conoce por geometría que: s = (x+2y)L, donde y = ^jh 1 + m 1 => y = — 


52.674 3. 5// xr ,52.674 7// xr 

, ( /, )= (__— _ /í+y)L =>,(*) =( __ +T )i 

,'(/,) = 5^674 _7 q //~ = - 4 - (52 . ~ 674) => /» 2 = 30.0994 h = 5.5 mts. 

/? 2 4 7 


Como y = — // => y = 6.875 mts 
4 


~ 52.674 3 . 

Como jc =-// 

// 4 


x = 5.45 mts. 


Por lo tanto las dimensiones son: x = 5,45 mts. y = 6.87 mts. h = 5.5 mts. 

(?) En un cono circular recto de radio r, se inscribe un cilindro circular recto. Hallar el radio 
R del cilindro para que: 

a) Su volumen sea máximo b) Su área lateral sea máxima. 

Solución 

C 



R 
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a) Volumen del cilindro = V = n R y 


...d) 


h v hR 

Además AABC = AECD, de donde-= — => y = h~— 

h-y R ' r 


...( 2 ) 


hR^ 

reemplazando (2) en (1) se tiene: V = n(R 2 h -) 

r 


I.D3 2 »• 

V(r) = n h(R 2 -———)=> V'(R) = n h(2R~—) = 0 de donde R = — 
r /*3 


V"(R) = nh( 2-— )=j> V’ '(—) = nh(2 -4) = -2/r/;<0 
r 3 


=> 3 máximo cuando R= — 

3 


b) E1 área lateral del cilindro es: A = 27rRy 

A( R) = 2 nR(h -—) = 2 n h(R -—) 
r r 

2R r 

A'(R) = 2nh(\ -) = 0 => R=- 

r 2 

A"(R) = --^-<0 =>3 máximocuando R= — 
r 2 

Una estatua de 6 mts. de altura tiene su base a 2 mts. arriba del nivel del ojo de un 
observador. A que distancia de la estatua debe colocarse el observador para que el ángulo 
subtendido desde su ojo por la estatua sea máxima. 

Solución 


Sea x la incógnita correspondiente a 0 máximo sea p = 0 + a, de donde 0 = P - a 
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tgfl = tg (P~a) - 


tg/3-tga 
1 + tga.tg/l 


además tg a = — , tg /3 = — 
x x 


tg 0 = 


tg/í ~tga 


6 2 
x x 


4x 


l + tga.tg/3 1+ J2_ x 2 +12 



ta(? = 


4.y 


.v 2 +12 


0 = arc. tg( 


4.v 


x 2 +12 


-), derivando: 


4x 4(.v 2 +12) — 4 jc(2jc) 

DA-r^-) 


x ¿ +12 


(x 2 +12) 2 


48-4x 2 


¿0 = _ 

dx ~ ]+ 16jc 2 (.y 2 +12) 2 +16jc 2 y 4 +40.r 2 +144 


(y 2 +12) 2 (.y 2 +12) 2 


dfí 


48-4y 


= 0 


= ±2^¡3 


dx .y 4 +40.Y 2 +144 

Por lo tanto anali/ando para x = 2-¡3 se tiene que sea máximo. 

10) Una ventana tiene la forma rectangular con su parte superior en media circunferencia. 
Cuáles serán sus dimensiones para que penetre el máximo de luz para un perímetro dado. 

Solución 

De los datos del problema se tiene: 


^ n x ^ , l /n nx 

P = -^- + 2 y + x-perimetro. y - — {P-x ——) 


La cantidad total de luz correspondiente a la mayor 
superficie es: 


nx~ x , „ n x 

A(x) = - \- — (P-x -) 

8 2 2 



X 
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2 ~ i 2 r* "> 2 

„ v 71X Px X 71X Px X' 71X 
A(x) = - + - --- 


8 2 2 


2 2 8 


... P 7ZX . 2 P 

A'(x) = --x -= 0 => x = - 

2 4 7r + 4 


A"{x) = 0 => 3 máximo en x = 

4 7T + 4 


1 /r> 71X 1 /r> 2P 71 , 2P P 

como y = -(P-x ——) = ~(P -(--)) =-- 

2 2 2 k+4 2 k+ 4 7i + 4 


2 P P 

Por lo tanto las dimensiones son: x = - 7 y y = 


71 + 4 


71 + 4 


© Dada la recta L: x + 2y = 8 , encontrar las dimensiones del rectángulo de área máxima 
con uno de sus lados sobre esta recta y cuyos otros dos vértices están en los semi ejes 
coordenadas positivos. 

Solución 



luego 


4-a sen 0 a 


ac os 0 


b = cos 0(4-asen0) 
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„ 1 «2 . 1 
tg 0 = — , cos 6 = —=, sen 0 = —= 
2 V5 a/5 


b = -L (4 —^L) = —-—— 

^5 -fi 5 


2í7 2 


= /4(a) derivando tenemos 


/I'(íí) 


8 - 75-4 a 

5 


a = 2^5 


A"(a) = -— <0 =>3máximoen a = 2^fs 


como b - 


875 - 2 « 875-475 4^5 


Luego las dimensiones del rectángulo son: 


úr = 2 a/ 5 y b - 

5 


Un río tiene un codo de 135° (ver figura) un granjero desea construir un 
por dos lados por el río y los otros dos por 1 Krn. de valle ABC. Hallar 
del corral de área máxima. 


corral bordeado 
las dimensiones 



Se tiene que z = x por ser triángulo isósceles 
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De los datos del problema se tiene: 
AB + BC = \km. = 2x + y 
dedonde y=l--2x. 



L 1 L 

x x 3x 

A = área total es =*y+ — = x(1-2jc)+— => A(x) = x —— 


A'(x) = 1 - 3.y => x = — número crítico 
3 


A"(x) = -3 


1 1 2 
A"(—)< 0 =>3 máximoen jc = — , ycomo y = l-2x = l — 


3 



por lo tanto las dimensiones son: 


1 2 . __ 

— y — de Km. 
3 3 


Una hoja de lata de anchura “a” debe ser 
encarvada longitudinalmente en forma de 
canalón abierto (ver fígura). ¿Qué ángulo 
central p debe tomarse para que el canalón 
tenga la mayor capacidad posible? 


Solución 

A = área de la parte sombreada 
A = área del sector circular área del AAOB. 

. P d 2 D ,/?senp r2 / , 

A = — R -R( -) =-(p-sen p) 

2 2 2 H 

— = — (1 - cos p) = 0 => cosp =1 => p = 0 
dp 2 



a 
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coino 0 < p < 7r, por lo tanto para obtener la mayor capacidad posible se tiene p = 7r. 
Es decir que la sección del canalón tiene la forma de semicircunferencia. 



Determinar la altura mínima h = OB que 
puedc tener la puerta de una torre vertical 
ABCD, para que atravéz de ella, se pueda 
introducir en la torre, una barra rígida MN , de 
longitud L, cuyo extremo M resbalará a lo 
largo dc la línea horizontal AB . La anchura de 
la torre es d < L (vcr figura). 

Solución 



Haciendo rodar la barra por ambas paredes a una distancia “d”, desde la pared vertical, la 
barra se levantará una longitud H del suelo. E1 problema nos pide, este máximo 
levantamiento y para esto se tiene: 



Por semejanza de triángulos se tiene: ABOM = AMAN 


L cos 0 - d 
H 


LcosO , , , rr LcosO-cí 

-, de donde // =- 

L sen 0 c tg 0 


H = (L cos 0 -d) tg 0 ahora derivando: 


-= (¿cos0-</)sec 2 0 + tgO(-/sen0) = 0 

dO 
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L cos fí-d L sen 1 0 ^ . d 

---=- cos 0 = — 

cos" fí cosO L 


cos Q = => sen0 = ^l-(—-) 2 ' 3 


i - 4) 2/3 


3l— 


/=- simplificando se tiene: // = ( \[l 2 -Td 1 ) 3 ' 2 


fí=(L^-d)^ 


Inscribir en una elipse dada, un rectángulo de la mayor área posible, que tenga los lados 
paralelos a los ejes de la propia elipse. 


de donde: y = — *Ja 2 -x 2 



Condición del problema: A = xy = — ^Ja 2 -x~ => A(x) = — V a 2 -x 2 , derivando 

a a 

dA b f”7 T bx 2 a b /1 T b 

— = — - ... =0 => x = —¡= como y = — ^a~ -x~ => v' = ~¡= 

dx a a'sja 1 -x 2 V2 a V2 


IV. 



Luego las dimensiones del rectángulo son: 


2x = ~ 7 = = *j2a , 

V2 


2 ^- 42 , 


PROBLEMA SOBRE EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y DE ROLLE 


Verificar las condiciones de la hipótesis del teorema de Rolle son satisfechas por la 
función dada en el intervalo indicado. Luego encontrar un valor adecuando para C que 
satisface la conclusión del teorema. 


a) f(x) =x 2 ” 4 x + 3 , [ 1 , 3 ] 
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Solución 

i) La fiinción f(x) es continua en [1,3] 

ii) Como /’(jc) = 2a*-4 => 3 /’(jc) Vx 

iii) f(a) = f(b) = 0 puesto que f(-l) = 0 y f(3) = 0 
ahora hallaremos un valor zg<1, 3>, haciendo: 

/’(-) - 0 para esto se tiene /’(jc) = 2x-4 = 0 => /‘*(r) = 2r-4 = 0 => z = 2 
b) f(x) = jc 3 —16jc , [-4,0] 

Soiución 

i) La función f(x) es continua en [-4, 0] 

ii) Como /’(jc) = 3jc 2 -16 => 3 /’( jc),Vx /. f(x) es diferenciable en <-4,0> 

iii) f(a) = i(b) = 0 puesto que f(-4) = 0 y f(0) = 0 ahora hallaremos un valor 
z g <-4, 0>, haciendo f(z) = 0 

como f'(x) =3jc 2 -16 => f(z) = 3r 2 -16 = 0 de donde r = 


c) /(.y) = jc 3 -2jc 2 -jc + 2; [1,2] 

Soiución 

i) La función f(x) es continua en [1, 2] 

ii) Como /’(jc) = 3jc 2 -4jc-1 => 3 /'(jc)Vjc /. f es diferenciable en <1,2> 

iii) f(a) = f(b) = 0 puesto f(l) = 0, f(2) = 0 ahora hallaremos un valor z e <1, 2>, 
haciendo /'(-) = 0 

7 íl 

como f'(x) = 3x 2 -4x-\ => f'(z) = 3r 2 -4r-l = 0 => r = —^— 


por lo tanto 3 


2 + ^7 


en < 1,2> tal que /' (r) = 0. 


3 
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Verificar que la hipótesis del teorema del valor mcdio se satisface para la función dada 
en cl intervalo indicado. Luego encontrar un valor adecuado z, que satisfaga la conclusión 
del teorema del valor medio. 

a) f(x) = X 2 +2jc-1 , [0,1] 

Solución 

Se tiene que f(x) es continua y diferenciable V x y con esto satisface las condiciones 
dcl teorema. Ahora hallaremos un valor z en <0, 1>, haciendo 


r{:)= /( 1 |-o ''~ ^ 


como: f '(x) = 2x + 2 => /'(r) = 2r + 2 = 3 , de donde r = — e<0,i > 

2 


b) f(x) = x 2l \ [0,1] 


Solución 


Calculamos la derivada: /'(jc) = ^ 1/3 ' entonces f(x) es diferenciable en 

<-^o, 0 > u < 0 , +oo> y por lo tanto es continua en [ 0 , 1 ]. 


Ahora hallaremos un valor para z haciendo f(z) = - ^ =» /(z) — =1 


como f '(*)=—777 => /'(')= ,,, =1 

3jc 1/3 i- 1 ' 3 


h-a 
.1/3 _ 2 


1-0 


3j‘ 


r = — G <0, 1> 

3 27 


c) f(x) =x—l h ——; [^-,3] 
,r + l 7 


Solución 


La función f(x) es continua en [—,3], y como f'(x) = 1--—— 

/ (jc + 1) 2 


f(x) es 


difcrenciable en <-qo, -1> u <-l, +x> en particular es difcrenciable en <y,3> 


ahora hallaremos un valor :g<-, 3> haciendo 

7 
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/•(z, = m-m _ljLg como/ . M= ,. I 


b-a 3 _3 \S 40 

7 7 


(* + l) J 




/'(z) = l- ^t = -^=>(z+1) 2 =y 

(z + 1)- 40 7 


1A 10 . 40 3 . 

r = -l±.— => z = -1 +,/— e< — ,3> 
V 7 V 7 7 


Verificar si el teorema del valor medio es aplicable a la íunción: f(x) = 


[8 — 4jc 2 s/x<1 
4jc 2 .v/ x > 1 


en el intervalo [0. 2] en caso afirmativo hallar el valor ó valores que lo verifican. 


Solución 

i) Analizamos la continuidad de la fiinción f(x) en [0,2] para esto veremos si es 
continua en el punto sospechoso x = 1. 

f(x) es continua en x = 1 o 3 Lim f(x) = f( 1) 

x~>\ 


3 Lim f (x) => Lim f (x) = Lim f (x) 

x-*l .r->l x->\* 


Lim f(x) = Lim 8-4jc =8-4 = 4 

x —>1 x-*V 


como 3 Lim f(x) - f( 1) = 4 => f(x) es continua en x = 1. 

jr —>1 ' 


por lo tanto ffx) es continua en [0,2] 
-8x . x<l 


i¡) Como f(x) = 


8 

-r , JC>1 


y ray =.ror =-« 


f(x) es diferenciable 


en <0, 2> por lo tanto satisface las condiciones del teorema del valor medio, 
entonces 3 z e <0,2> y lo hallaremos haciendo 


f(x) 


/( 2 )-/( 0 ) 

2-0 


1 ~( 8 ) 

2-0 


7 

2 


como /'(!) = -8 => z < 1 ó z > 1 pero f(x) = -8.v para x < 1 
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/'(r) = -& 


7 8 

z = — e <0,2> además /'( jc) = —- para x > 1 

16 or 


/•(-,= 4=4 


Z = \¡— G<0. 2> 


7 /16 

Lueao los valores que satisfacen el teorema del valor medio son — y \ — 

16 V 7 


© 


2x — 1 

Vcrificar si el teorema del valor medio es aplicable a la función f(x) = — - en el 

3*-4 

intervalo [1,2], en caso afirmativo hallar el valor ó valores que lo verifican. 

Solución 


F(x) no es continua en x = — e [1,2], por lo tanto no es diferenciable en <1,2> 


Como íTl) = -1 y /(2) = — entonces no existe z e <1, 2> 


Tal que J '(z) = 


/(2)-/(l) 

2-1 


Como f(z) = y /’(*) = — 5 


V2/ + 4 


(3jc-4) 2 


(3--4) 2 2 


Por lo tanto no existe z real que z e <1,2>. 

Luego no se cumple las condiciones del teorema del valor medio. 




I. Determinar los puntos críticos, intervalos donde la función es creciente y decreciente, los 
máximos y mínimos relativos. 


(?) /(jc)=jc 4 — 1 4jc 2 -24JC + 1 


Rpta. máx. x = -1 y mín. x = -2,3 
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© 

/(*>- / T+1 . 

X +JT + 1 

Rpta: máx. x = 0 y inín. x = -2 

© 

f(x) = 2-3x + jc 3 

Rpta. máx. x = -1 y mín. x = 1 

© 

f(x) = 1 — (JC — 2) 4 ' 5 

Rpta. máx. x = 2 

__ , 1 r 

Rpta. max.x = -7=r y min. jc = - 

V2 

© 

f(x)=X'j\-X 2 

© 

f(x) = x 2 (l-x4x) 

r 2~ 

Rpta. máx. x = 2^l— y mín. x 

© 

r/ . jc 2 +2jc-23 
/(*) = 

jc-4 

Rpta. máx. x = 3 y mín. x = 5 

© 

/(*) = —^- 
1 + jc 2 

Rpta. máx. x = 1 y inín. x = -1 

© 

1-JC + Jf 2 

t U) = , 

l + jc-jr 

Rpta. mín. * = ~ 

© 

jt 2 + a: + 1 
./ (Jf) = , 

.v 2 -x+l 

Rpta. máx. x = 1 y mín. x = -1 

© 

/(.v) = 2JC 1 -6 jv j -1 8jv + 7 

Rpta. máx. x = -1 y mín. x = 3 

© 

/ (x) = , 

¿«(JV 4 +4jv 3 +30) 

Rpta. máx. x = -3 

© 

f(x) = -x 2 4x 2 - 1-2 

Rpta. máx. x = 0 

© 

f(x) = x — Ln(l — x) 

Rpta. mín. x = 0 

© 

f(x) =x-Ln(\ + JC 2 ) 

Rpta. No existe, crece. 
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[ 16 ) 

(ÍT) 


{¿9) 

© 

(n) 


© 

Í25 


[26) 

( 27 ) 


f(x) = \¡(x 2 -a 2 ) 2 


f(x) = (x 2 -2x)Lnx-—x 2 +4x 


f(x) = — - 

jt 2 -6,r - 16 

f(x) = xLnx 

f(x) = arc.sen (1+x) 
/( x) = 2e x1 -** 




(24) f(x) = xarc.tgx 


f(x)=- 


f(x) = x(x -1) 2 (x - 2) 3 
f(x) = xüfx 


r . . 2arc. tg x 1 4 . jc . 

J M =-r- 2 -+- arc. tg(---) 

i i 1 -x' 


f(x) = — 7 ""“ 2 


© f(X) = 


x(4-x ) 
4 

177 ¡ 


Rpta. máx. x = 0 y mín. x = ±a 


Rpta. máx. x = 1 y mín. x = e 


Rpta. es decreciente <oo,2>,<-2,8>.<8,+oo> 


Rpta. mín. en x = — 
e 


Rpta. <-2, 0> crece. 

Rpta. mín. en x = 2 

Rpta. mín. x =! 1 y máx. x = 0 
Rpta. máx. en x = 3.2 
Rpta. 3 máx ni mín. 

Rpta. máx. en x = -2-73 ; mín. en x = 2^/3 

Rpta. min. x= 0.23, 1.43 y máx. x = 0 


Rpta. máx. en x = — y mín. en x = 1 
e" 


Rpta. No existe máx. ni mín. 


-2 . 2 

Rpta. máx. en x-—j= y mm. en x = —¡= 

^3 73 


Rpta. máx. en x = 0 
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II. Construir las gráficas de las íunciones indicando, los puntos de discontinuidad, los puntos 
críticos, intervalos en donde es creciente y decrecienle, los máximos y mínimos relativos 
los puntos de inflexión y los intervalos de concavidad. 


© 

f(x) -- 

= 3.t 4 +4 jc 5 +6ar 2 -4 

© 

f(x) 

= x 4 -4.t 3 + 16.t 

© 

f(x) -- 

= x 2 (x + 4)' 

© 

f(x) 

= 3jt 5 +5.t 3 

© 

J (x) -- 

--x 4 -3x 3 +3x 2 +\ 

© 

f(x) 

r 4 

= -—2jc 3 +3x 2 + 
2 

© 

J (X) -- 

x~ 

’ x-l 

© 

f(x) 

X 

~ x 2 -4 

© 

f(x) -- 

= 3 jc 2/3 - 2x 


f(x) 

= x 1/3 +2.t 4/3 

© 

f(x) -- 

-(x+l)4-x 

© 

f = (x + l) 2/3 (x-2) 1/3 

© 

f(x) -- 

= .t-ln(x + l) 

© 

f(x) 

= Ln(x 2 +1) 

© 

f(x) -- 

x 3 

3 — jc 2 

© 

f(x) 

\\« 

II 

© 

f(x) -- 

= A'-arctgA' 

© 

f(x) 

Lnx 

= JC + - 

JC 

© 

f( X ) -- 

2 arc. tg x 1 jc 

= -— + - arc. tg-- 

3 3 k \-x 2 

@ 

f(x) 

m h 

H 

II 

(íi) 

f ( Y \ - 

(-t-1) 2 

( 22 \ 

f ( v-\ 

jc 3 +2jc 2 + 7jc-3 

V£¡/ 

/ \X) - 

’(t + l) 3 


J \ X ) 

2x 2 

© 

f(x) -- 

= jr 2 — 41 jc | +3 


f(x) 

H 

II 

© 

f(x) = 

arc. sen x 

Vl -X 2 


f(x) 

= arc.sen(\ -^[x 2 ) 
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J(x) =„v + sen x 


/(*)=- 


sen x + cos x 


f(x) =COSJV-COS' X 


f(x) = Ln(e+-) 
x 


J (x) = Ln(x 2 -1) + —^ 


jc 2 -1 



m=— 

Lnx 



... , Lnx 
f(x)=—f=- 



f(x) = ij(x + 4) 2 -^/(*- 4) 2 
f(x) = H 1-Jt 3 



/(X) = 


16 

a - 2 ( x - 4 ) 



/ (.v) = Vó-V 2 - a ' 



(28) /(jt) = cos .v. cos 2a 

^o) /(v) = sen 3 x + cos 5 v 

( 32 ) f(x) = sen x + cos x 

© f(x) = +1 

f(x) = (x + \)Ln 2 (x + \) 

© f(x)=f-Ln(~) 

@ f(x) = (x 2 + 2)e xl 

® 

© f(x) = 2x + 2-3lj(x + 2) 2 
^ó) f(x) = /8 +v —/8-x 


© /(*) = 


4v-12 

U- 2) 2 


® f(x) = h-í\fcZj 



f(x) = 


a 2 - 3 a -4 
-V-2 


© f(x) = 4x s -5x 4 
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© 

© 

III. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


f(x) = 2(18x + 6x 2 -2x 3 — 54) 1/3 

© 

{■< v X ' ~ 4 

f (x)= 2 “ 

x 2 -9 

,, . x'-2 

f(x) = , 

(x-l) 2 


f(x) = arctg(lnx) 

f(x) = Ln(3x-x 2 ) 


f(x) = e' x cos x 


Si f(x) = ax 3 + bx 2 + cx , determine a, b y c de manera que la gráfica de f tenga un punto 
de inflexión en (1,2) y que la pendiente de inflexión ahí sea-2. 

Si f(x) = ax A + bx 3 + cx 2 + dx + e , determine los valores de a, b, c, d y e de manera que la 

gráfica de f tenga un punto de inflexión en (1, -1), tenga ahí su origen y sea simétrica 
respecto al eje y. 

Obtener a y b tales que la fimción definida por: f(x)=x 3 +ax 2 +b , tenga un extremo 
relativo en (2,3). 

Determine a, b y c tales que la función definida por f(x) = ax 2 +bx + c , tenga un valor 
máximo relativo de 7 en 1 y la gráfica y = f(x) pase por el punto (2, -2). 

Hallar a, b, c y d para y = ax 3 +bx 2 +cx + d,se?L tangente al eje X en (2 ,0) y tenga punto 

de inflexión (0,4). Rpta. a=— ,b = 0, c = -3, d = 4 

4 

Determinar los coeficientes a, b, c y d de tal forma que la fimción f(x)=a¿ +bx? +cx+d 
tenga un máximo en (-1, 10) y un punto de inflexión en (1,-6). 

Rpta. a = 1, b= -3, c = -9, d = 5 

Determinar las constantes a y b de manera que la función / (jc) =x 3 + ax 2 +bx + c , tenga 
un máximo relativo en x = -1 y un mínimo relativo en x = 3. Rpta. a = -3, b = -9 
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UU Determinar la constante a de modo que la función f(x) = x 2 + — tenga un 

x 

mínimo en x = 3. Rpta. a = 16 

© Determinar las constantes a y b de manera que la ñmción f(x) =x 3 +ax 2 +bx + c tenga 
un mínimo relativo en x = 4 y un punto de inflexión en x = 1. Rpta. a = -3 y b = -24 


HO) Determinar la constante a de modo que la ñinción f(x)= x 2 +— tenga un punto de 

^ x 

inflexión en x = 1. Rpta. a = -1 




Sea f Cr) = jc 4 + ax* +bx 2 +2x-2 

a) ¿Qué condiciones deben satisfacer a y b para que en x = 1 exista punto de inflexión? 

Rpta. 3a + b= -6 

b) ¿Existen a y b de modo que en x = 1 exista punto de inflexión con tangente 

horizontal en este punto? Rpta. a = -3, b = 0 

Si f(x) =Jjc| fl |x~l \ b , donde a y b son números racionales positivos, demuestre que f 

a ^ 

tiene un valor máximo relativo igual a la expresión: -— 

(a + b) a+b 


IV. PROBLEMAS SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS 

Encontrar el área del mayor triángulo isósceles que tenga un perímetro de 18 pulgadas. 

Rpta. A = 9^¡3 u 2 


( 2 ) Se debe construir una lata cilíndrica (con tapa) de manera que se gaste el menor material 
posible. Cuál debe ser la relación entre la altura y el radio de la base para que esto ocurra? 



Rpta. h = 2r 

Encontrar la ecuación de la recta que pasa por P(3, 4) y forma con el primer cuadrante un 
triángulo de área mínima. Rpta. 4x + 3y — 24 = 0 
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© 


© 


Un rectángulo tiene dos de sus vértices sobre el eje x los otros dos están respectivamente 
sobre las rectas y = x, 4y + 5x = 20. Hallar el valor de Y para que el área del rectángulo 


sea maximo. 


Rpta. H 


Una hoja de papel tiene Acm 2 de material impreso, con márgenes superior e inferior de 
4cm. y márgenes laterales de 2cm. Determinar cuales deben ser las dimensiones de la 

8 + ^ 2 A 


hoja para que se use la menor cantidad de papel. Rpta. 


Base y 8 + -V2/Í altura. 


© 


© 


© 


© 


© 


Si los lados de un rectángulo son a y b, demostrar que el rectángulo más grande que 
puede construirse de manera que sus lados pasen por los vértices del rectángulo dada es 
b 


un cuadrado de lado a + 


& 


Determinar la superficie lateral del cilindro recto que puede ser inscrito en un cono 

abn 


circular recto dado. 


Rpta. A =- 


Un alambre de longitud L es cortado en dos partes, con una parte se forma un cuadrado y 
con la otra una circunferencia. De que modo debe ser cortado para que la suma de las 


áreas sea máxima? 


Rpta. x = 


n L 
/r + 4 


lado del cuadrado. 


Se quiere construir un jardín que tenga la forma de un sector circular con un perímetro de 
30 mts. Hallar el jardín de mayor superficie. Rpta. 56.25 mts 2 

Se tiene una hoja rectangular de papel, de lados 8 y 15, se desea hacer con ella una caja 
sin tapa, cortando en sus esquinas iguales y doblando convenientemente la parte restante. 
Determinar el lado de los cuadrados que deben ser cortados, afín de que el volumen sea 


el mayor posible. 


Rp,a. - 


Un punto móvil P describe la curva y = — ,x>0. Determinar la distancia mínima 

x 


Rpta. 2^2 


de P al origen. 
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^2) Se necesita construir un embudo cónico cuya generatriz debe ser igual a 20 cm. Cuál debe 


ser la altura del embudo para que su volumen sea el mayor posible. Rpta. 


20^3 


-cm. 


© 


Si un paralelogramo y un triángulo tienen un vértice del paralelogramo está sobre los 
lados del triángulo dado. Probar que el área del mayor paralelogramo que se puede 
inscribir del modo descrito, es igual a la mitad del área del triángulo (se conoce la base y 
la altura del triángulo). 

Se quiere construir un jardín en forma de sector circular con un perímetro de 30 mts. 
Hallar el jardín de mayor superficie. Rpta. A = 56.25 mís 2 


(15) Hallar un punto sobre la parábolaj> = 4-jt 2 , tal que la recta tangente en el segundo 
cuadrante, determine un triángulo de área mínima (con los ejes coordenados). 

Rpla. M 


Hallar las dimensiones del rectángulo de mayor área y con los lados paralelos a los ejes 
coordenados que puede inscribirse en la figura limitada por las dos parábolas 

3y = \2-x 2 , 6y = x 2 -\2. Rpta. Base4, altura4. 

Hallar las dimensiones de un rectángulo de área máxima inscrito en un triángulo de lados 
8 , 10, 12, tal que un lado del rectángulo está contenido en el lado del triángulo de lado 


12 . 


5^7 

Rpta. Las dimensiones son —— y 6. 


Debe construirse una lámina triangular isósceles y de 60cm. de perímetro de manera tal 
que al rotar sobre su lado común a los ángulos congruentes determine un sólido de 
volumen máximo. Cuáles deben ser las dimensiones de los lados de la lámina triangular? 

45 

Rpta. Las dimensiones son — y 15 

Hallar la base y la altura de un triángulo isósceles de área mínima circunscrito a la elipse 

2 ,2 

= 1, y cuya base sea paralela al eje X. Rpta. Altura 3b, base 2yÍ3 a. 

a~ b~ 
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Dados los puntos A(l,4) y B(3,0) en la elipse 2x 2 + y 2 =18, Hallar un tercer vértice C 
tal que el área del triángulo ABC sea máxima. Rpta. (-V6,-V6) 

Un cuadrado de altura 1.4 mts. Cuelga de la pared de modo que su borde inferior está 
1.8 mts. por encima del radio de la vista de un observador. A qué distancia de la pared 
debe colocarse el observador para que su posición sea la más ventajosa para contemplar el 
cuadro? (Angulo visual: el mayor posible). Rpta. 2.4 mts. 


22J Hallar el área del mayor rectángulo que tiene su base inferior en el eje X y con los 
vértices en la curva >’ = 12-x 2 Rpta. A = 32u 2 


Si un punto de una elipse inscrito en un semicírculo está sobre el diámetro y tiene otros 
dos puntos sobre la semicircunferencia en posición simétrica. Demostrar que su área será 


un máximo igual a 


2 nr L 

3-73 


donde r es el radio del círculo. 


Un alambre de longitud L es cortado en dos secciones una para formar un cuadrado y la 
otra para formar un triángulo equilátero. Cómo debería cortarse el alambre 

a) Para que la suma de las dos áreas sea máxima. 

b) Para que la suma de las dos áreas sea mínima. 

'\f3L 3 L 

Rpta. a) Lado del cuadrado = -—y Lado del triángulo = 


9 + W3 


9 + 4v/3 


b) Todo el cuadrado (área total máx.) = 


16 


( 2 ?) Dado un sector circular de radio r; si el perímetro P mide 100 pies. ¿Qué valor del radio r 
producirá im área máxima? Rpta. r = 25 

(26) Hallar la base superior de un trapecio isósceles de base 12m. y lados 5m. si su área es 
máxima. Rpta. 6+786 
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© 


Hallar los puntos sobre la curva 5jc 2 -6jí> + 5>’ 2 = 4 que están: 

a) más cercanas al origen. b) más alejadas del origen. 


Rpta. a) (-“.j)y (j.-y) 


b) (l.l)y(-l.l) 


Un fabricante de cajas va ha producir cajas cerradas de volumen específico, cuya base es 
un rectángulo con longitud igual al triple del ancho. Encontrar las dimensiones más 
económicas. Rpta. La profundidad será la mitad de la longitud de la base. 

La resistencia de una viga rectangular es proporcional al ancho y al cuadrado de su 
profundidad. Encontrar las dimensiones de la viga más resistente que pueda ser cortada de 
un tronco, en forma de un cilindro recto circular de radio a. 

2 2->/6 

Rpta. ancho -= a, profundidad- a 

V3 3 

Un cono recto circular va a ser circunscrito en una esfera de radio conocido. Encontrar la 
razón de la altura al radio de la base del cono de volumen mínimo. Rpta. 2^2 

Demostrar que el triángulo isósceles de área máxima que puede inscribirse en una 
circunferencia es una triángulo equilátero. 

Un cono es cortado por un plano paralelo a su base. A qué distancia debe ser echo el 
corte, para que el cono recto de base en la sección determinada y de vértice en el centro 


del cono dado, tenga volumen máximo? 


Rpta. y de la altura del cono. 


Una huerta rectangular ha de proyectarse al lado del solar de un vecino, y ha de tener 
una área de 10,800w 2 . Si el vecino paga la mitad de la cerca mediana. ¿Cuáles deben ser 
las dimensiones de la huerta para que el costo al cercarla sea para el dueño de la huerta 
sea mínimo? 

x ~ y ~ 

Enlaelipse —+ ^- = 1, se inscribe un triángulo isósceles cuyo vértice es el punto 
a~ b~ 

(0, b). Hailar la ecuación de la base correspondiente al triángulo de área máxima. 

Rpta. 2y + b = 0 
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© 


@ 


Un triángulo isósceles está circunscrito a un círculo de radio R. Demostrar que el 
triángulo de perímetro mínimo tiene por altura 3R. 

Un agricultor quiere construir y cercar un campo que tenga la forma de un sector circular. 
Si para cercarlo posee un alambre de 200m. de longitud. Calcular el radio que debe tener 
el sector para que el campo sea la más grande posible. Rpta. r = 50 m. 

Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Demostrar que entre todos los 
cuadrados inscritos en el cuadrado dado, el de área mínimo tiene lados de longitud 
L 

Entre todos los cilindros circulares sector de área lateral dado “a”. Demostrar que 
la menor esfera circunscrita tiene el radio R igual al radio r del cilindro multiplicado por 

■ñ. 

Tres ciudades están situadas en los vértices de un triángulo isósceles. Las ciudades B y C 
que distan entre sí 16 millas están situadas en la base, en tanto que A es el tercer vértice y 
a una distancia de 10 millas de la base. ¿A que distancia de A sobre la altura del triángulo, 
se debe ubicar una instalación de bombeo de manera que se emplee la inenor longitud de 

g 

cañerías para abastecer de agua a las tres ciudades? Rpta. (10 -— V3 ) millas de A 

Un recipiente abierto está formado por un cilindro terminado por su parte inferior en una 
semiesfera; el espesor de sus paredes es constante. ¿Qué dimensiones deberá tener dicho 
recipiente para que, sin variar su capacidad, se gaste la menor cantidad de material? 

Rpta. La altura de la parte cilindrica de ser igual a cero, es decir el recipiente debe 
tener forma semi-esférica. 


Inscribir un rectángulo de la mayor área posible en el segmento de la parábola y 2 = 2px 
cortado por el área x = 2a. Rpta. Los vértices deben estar en ±2 

Hallar el área mínima del triángulo isósceles circunscrito a la elipse b 2 x 2 +a 2 x 2 = a 2 b 2 


cuyo lado desigual es paralelo al eje x. 


Rpta. ab 3^3 
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© 


@ 


Si los lados de un rectángulo son a y b. Demostrar que el rectángulo más grande 
que puede construirse de manera que sus lados pasan por los vértices del 


rectángulo dado es un cuadrado de 


a + b 

1T 


de lado. 


Dado el volumen de un cilindro circular recto, hallar su altura y radio si la suma de las 
áreas de una de sus bases y de su superficie lateral es mínima. Rpta. b(altura)=r(radio) 


De una lámina circular de radio “a” se quiere recortar 
otra como la figura para hacer un cono circular recto. 
Si el cono debe tener Volumen máximo: Determinar el 


ángulo 0. 


iJlñ 

Rpta. 6 = v radianes 

1 



Un hombre puede remar a 2mk/ hora y caminar 4km/hora. Si está a 3 km. De la playa y 
quiere llegar al punto 0 que está a 4km. de P. Dónde tiene que desembarcar para que el 

tiempo sea mínimo? Rpta. J3km. de P. 

Encontrar las dimensiones del rectángulo de área máxima que se pueda inscribir en el 
rectángulo cuyas dimensiones son 10 y 15 cm, (los catetos). Dos lados del rectángulo 
están sobre los catetos del triángulo. Rpta. Las dimensiones son: 2.5 cm y 5 cm. 


@ 

© 

© 


Un jardín rectangular de 400 m 2 está rodeado por un camino de 2m. de ancho. ¿Que 

dimensiones debe tener el jardín para que el área total del jardín y el área del camino sea 
mínima.? Rpta. 20 x 20 (m). 


Se traza la tangente en un punto de la elipse 


X y “ 

— + — = \ de forma que el segmento de 
25 16 


ella interceptado por los ejes coordenados sea mínimo. Demostrar que la longitud de 
dicho segmento es 9 unidades. 


Una persona está en un bote a 3 millas del punto más cercano a la playa y desea alcanzar 
en el menor tiempo posible una caseta de la playa, situada a una distancia de 5 millas en 
la perpendicular a la recta que una la posición del bote y el punto de la playa, suponiendo 
que puede caminar a razón de 5 millas por hora y remar a la velocidad de 4 millas por 
hora. Determinar el lugar donde debe descender a tierra. Rpta. A una milla de la caseta. 
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Sea y una función de x y si x l9 x 2 son dos valores de x; donde y i9 y 2 son los 

correspondientes valores de y, entonces el cociente de las diferencias ——— le 

x 2 -x x 

llainaremos razón de cambio de y con respecto a x en el intervaloíjq,;^). La razón de 
cambio promedio indica que y cambia en una cantidad y 2 -y x cuando x cambia de x x a 
x 2 . 

Si la razón de cambio no es constante a casi constante no es de tanto interés salvo como 
medio de comparación , pero si la razón de cambio promedio es la misma para todos los 
valores del intervalo (jcj , jc 2 ) , diremos que y está cambiando con respecto a x en una 
razón constante. 

v 7 — y, 

E1 valor del cociente —-- se llama razón de cambio de y con respecto a x. Por 

ejemplo, suponiendo que se está bombeando aceite, a razón constante en un tanque que 
contiene 10 litros a las 10.2’ a.m. y 50 litros a las 10.12’a.m. se observa que el contenido 
está aumentando a 40 litros en 10', o sea 4 litros por minuto, por lo tanto en los 5' serán 
añadidos 5x4 = 20 litros más, en los siguientes 10’ 40 más y así sucesivamente. 

Este ejemplo expresaremos de un modo más formal: V = volumen de aceite en el 
tanque (función del tiempo) que se mide a partir de las 10 a.m. los valores de t son t x = 2 

y / 2 =12 y los correspondientes valores de V son V¡ =10 y V 2 =50 entonces por 

definición de razón de cambio promedio de V con respecto al tiempo en el intervalo 

_ _ v 7 -v, 50-10 . .. 

(2, 12) es: ——— =-= 4 litros por minuto. 

12 — /] 12 — 2 


Puesto que la razón de cambio es constante. 













640 


Eduardo Espinoza Ramos 



TEOREMA.- Si y es una función lineal de x, la razón de cambio de y con respecto a x 
es constante y viceversa. 

Demostración 


Como y es una ñinción lineal de x entonces y = mx + b siendo m y b constante, sean 
jc 2 ,jc 2 dos valores cualquiera de x; y sea y x , y 2 los correspondientes valores de y, 
entonces 


y 7 = mx^ + h 

y-> -y\ 

< ——— = m 

, X 2 - X\ 

y x = mx x + b 

Lo cual demuestra que la razón de cambio de y con respecto a x es constante 
recíprocamente, si m es la razón de cambio de y con respecto a x donde jc l9 y x son 
valores fijos conespondientes a x, y y sean x, y, otro par de valores entonces por 
defínición se tiene: 

y — y, 

- - - = m => y-y\ =m(x-x { ) 

X~X\ 


que es una ecuación de primer grado y por lo tanto y es una fimción lineal. 


Para el caso del ejemplo anterior t = 2, v = 10 
V — 10 = 4(t — 2) => V = 4t + 2 
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5.18 RAZORftE CAM&I# FROMgPIO.- 

DEFINICIÓN.- Si y es función de x, la razón de cambio promedio de y con respecto a 

Ay 

x en el intervalo (x { ,x x + A.v), es el valor de— para .v = x { 

Ax 

5.19 RAZONES ÍNSTANT^im>: 

DEFINICIÓN.- Si y es función de x, la razón de cambio instantáneo de y con respecto 
a x, cuando x = x } es el límite (siexiste) de la razón dc cambio 

promedio en el intervalo (.v^.v, +A.v) cuando Ax se aproxima a cero. 

Expresado en otra forma se tiene: Si y = f(x), la función de cambio instantáneo de y con 

respccto a x, para x = a, es el valor de — para x = a, es decir: 

dx 

Razón instantánea = lim —=— 

Av dx 

Ejemplo.- A medio día un barco que navega hacia el norte está a 60 km. A1 sur de otro 
barco que navega hacia el este. Si el primer barco navega a razón de 15 
km/hora y el segundo barco a razón de lOkm/h. Encontrar la velocidad con 
que estaría cambiando la distancia entre ellos. 

a) alasl4horas b) 

Solución 

Sean A y B las posiciones iniciales de los barcos y 
C y D las posiciones de t horas, entonces BD = lOt 
y CB = 60 - 15t, sea z la distancia entre ellos 

Z = -¡CB 2 + BD 1 =-7(60-15/) 2 +100/ 2 

r = V-lóOO -1800/ + 325/ 2 

Para encontrar la razón a la cual está 
cambiando z se halla la derivada: 


a las 15 horas. 



A 
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dy 

dt 


325?-900 

V3 600-1800/+325? 2 


a las 14 horas t = 2, 


cfc 

dt 


-250 

-7Í30 


= -6.9 


quiere decir que los barcos se están aproximando uno a otro a razón de 6.9Km/h. cuando 

t= 3, — = = 2.5 quiere decir que los barcos se estarán separando a razón de 2.5Km/h. 

dt 



DEFINICIÓN,- Si s = s(t) es la ecuación de la posición de un objeto que se mueve a lo 
largo de una recta, la velocidad del objeto en el instante t está dado por: 


IP—jb m 


DEFINICIÓN,- Si s = s(t) es la ecuación de la posición de un objeto que se mueve a lo 
largo de una recta, la aceleración del objeto en el instante t está dado 
por: 



Frecuentemente se conoce la razón de cambio de una variable con respecto al tiempo, y se 
desea encontrar la razón de cambio con respecto al tiempo de una segunda variable que 
está relacionada con la primera, dichos problemas se resuelven fácilmente, derivando 
implícitamente, con respecto al tiempo, la ecuación que liga las variables, y sustituyen de 
los valores dados de las mismas. 


5.22 RISÓLVER 



Asignar símbolos a todas las cantidades, tanto a las conocidas como a las incógnitas. 
Hacer un dibujo cuando resulta factible. 



Establecer la ecuación que liga las variables tanto conocidas como las que se van a 
calcular. 
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Derivar implícitamente por la regla de la cadena ambos miembros de la ecuación 
respecto al tiempo t. 

(5) Sustituir en la ecuación resultante todos los valores conocidos de las variables y de sus 
razones de cambio, despejando entonces la razón de cambio pedida. 

|S^ FROBLEMAg PESARROtX ABO&-] 

Un globo está siendo inflado en tal forma que su volumen aumenta a razón de 5 m 2 / min. 
¿A qué rapidez aumenta el diámetro cuando éste tiene 12m? 

Solución 


Datos del problerna: 


V = Volumen del globo esférico 


4 n r 
~ 


D = 2r= 12 => 1 = 6 


— = 2 —= ? y — = 5 m'/min. 
dt dt dt 


como V = 


4 n r 3 
3 



dr_ 

dt 


ahora reemplazando sus valores se tiene: 5 = 4/r(6 ) 2 => = 0.01 \m / min. 


— = 2 ( 0.011 )m / min . = 0 . 022 m / min. 
dt 


Un hombre de 1 . 8 m de estatura camina hacia un ediflcio a razón de 1.5m/seg. Si hay una 
lámpara sobre el suelo a 15m. del edificio. ¿Con qué rapidez se acorta la sombra del 
hombre sobre el ediflcio cuando se encuentra a 9m. del mismo? 


Solución 
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Datos del problema: = 1.5 ni / seg 


z= 15 mts. y h = 1.8 mts. 


— = ? cuando x = 9m. 
dí 



Ahora por semejanza de triángulos. |<— x —►) 

x h i 7 

— = — => xy = zh = l5(l.$)m 2 entonces xv = 27w 2 , derivando implícitamente 

- y 

dv dx A . , dy 21 dx dv 27..., 

dx dt dt x dt dt 9 

9 —+ 4.5 = 0 => — = -0.5 
dt dt 


dv 

la sombra se acorta con una rapidez de — = 0.5 m/seg. 

dt 

© Un muchacho lanza una cometa a una altura de 150m. sabiendo que la cometa se aleja del 
muchacho a una velocidad de 20m/seg. Hallar, la velocidad a la que suelta el hilo cuando 
la cometa se encuentra a una distancia de 250 metros del muchacho. 


Solución 

Datos del problema: H = 150m. z = 250m. 


— = 20m / seg. y — = ? 
dt dt 


En el AABC, por pitágoras 


Se tiene: r = ^fx^ + 22500 derivando implícitamente con respecto a t. 



150 = h 
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dx 

_ dt 

d < V-V 2 +22500 


reemplazando valores se tiene 


dz_ 

di 


-=JL= r, donde x = V- 2 -150 2 
V-v 2 +22500 dt 


para z = 250 => ,t = V62500- 22500 =200 




200 


( 20 ) =-^ 2L=^ =16 


d/ V40000 + 22500 " ->/62500 250 


— = \6m / seg. 
dt 


© Dentro de un tanque cónico está entrando agua a razón constante de 3w 3 /.ví?g .E1 radio 
del cono es de 5m. y su altura de 4m. encontrar: 


a) La velocidad con que asciende la superficie libre de agua. 


b) La razón de cambio (0 variaciones) respecto al tiempo de la velocidad de subida 
cuando la profundidad del agua es de 2m. (considere el vértice del cono hacia 
abajo). 

Solución 


Datos del problema: 


ay -3 3 / 

— = 3m / seg. 


V t = (está aumentando).; H = 4 r = 5 

a) E1 volumen del cono: V = K -- 

3 

por semejanza del triángulo AABC = AADE 

r 5 5 h 25n 3 

//4 4 48 

derivando implícitamente con respecto a t. 



A 
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dV 15n dh , 75/r „ , dh 

— =- h — => 3 =-(2)" — 

dl 48 dt 48 dl 


dh_ 

di 


12 
25 n 


ni/seg. cuandoh = 


2 . 


b) 


Ahora calcularemos — (—) = 

dt dl dr 


cuando h = 2 m 


, dV 75 ,, dh 

como 3 = — = — n ir — 
dt 48 di 


, 25 ., dh 

3 = — n fr — 


16 


dt 


dh 48 d¿h 96 dh 96 12 

dt 25 n h 1 dr 25tt/; 3 dt (257r)(8) 25;r 



d 2 h , 12 %2 , 

— = -(^ 7 —) m/.veg. 


í//- 


25/r 


Una lampara está a 15 pies sobre una recta horizontal. Si un hombre de 6 pies de altura 
camina alejándose de la luz a razón de 5 pies/seg. ¿Con qué rapidez se alarga su sombra? 


Solución 


Datos del problema: h = 15 pies 
dx 


dt 


= 5pies/seg. 


por semcjanza de triángulos: AADE = AABC 
v 6 2,v 


y + x 15 

dy _ 2 dx 
~dl~l~di 


y = — derivando se tiene: 


dv 2 10 . 

~ = y (5) = —pies/seg. 




En una pila cónica se está dejando caer arena a razón de 10 pies Vmin. Si la altura de la 
pila cs siempre cl doble del radio de la base. ¿En que razón aumenta la altura cuando la 
pila tiene X pies de altura? 
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Solución 


dV , 

Datos del problema: —j- = 1 Opies /min. 


h = 2r, Volumen de la pila cónica V = 


k r 2 h 


implícitamente con respecto a t. 


= — h 2 — ieemplazando cuando h = 8 
dí 4 dt 


1A 64n dh dh 5 . . . 

10 =-=> — = — pies/mia 

4 dt dt 8/r 



(7) Un punto se mueve sobre la parte superior de la parábola semicúbica y 2 =x 3 de tal 

manera que hace que su abscisa aumente 5 unidades por segundo cuando x = 4. ¿Con qué 
rapidez cambia la ordenada? 

Solución 

Datos del problema: = 5u/seg. y = ? 

como v 2 =x 3 derivando implícitamente con 
respecto al tiempo t 

2 y — = 3jc 2 — , ahora para x = 4, y=8y — = 5 
' dt dt F y y dt 

al reemplazar en la ecuación se tiene: 2(8) = = 3(4) 2 (5)=> -—- = 15 pies/seg. 




Un punto se mueve la parábola y 2 =12jc, de manera que la abscisa aumenta 
uniformemente 2 cm/seg. En qué punto aumenta la abscisa y la ordenada a la misma 
razón? 
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Solución 


Se tiene: — = 2cm/seg 
dt 


Hallar p(x, y) tal que — = — 
1 y H dt dt 


como y =12jc derivando implicitamente con 
respecto a t. 


dv dx dx dy 

2y— = 12 — como — = — 
dt dt dt dt 



=> 2— = 12— => 2y = 12 => y = 6 de donde x = 3 
dtdt y 


P(3, 6 ) 



Se tiene un reloj de arena de 3 cm. de radio y 6 cm. de altura. Se pasa la arena a un solo 
lado y se voltea para que la arena comience a fluir a razón de 2 cm* / seg . Suponga que la 


arena en la parte inferior forma un tronco de cono. Cuál es la velocidad de aumento de h 
para una altura dada? 


Solución 


Haciendo un gráfico de los datos del problema: 
Sea r el radio del cono como indica la figura 
dV 3 

también se tiene — = 2 cm sev. Ahora 
dt S 

mediante la regla de la cadena: , 

dt dh dt 


para calcular — es necesario hallar una función 
F dt 

que relacione V y h, y esto se obtiene por la 
fórmula de la diferencia de los dos volúmenes de 



conos. 
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V^ji(3) 2 6-^(Tc)r 2 (6-h) => V = Hn-^-(6-h) 


1 


ahora por semejanza de triángulos se tiene: y = ~~ => r = 


K = 1 ——(———) 2 (6—//) = 18?r—— (6—/r) 3 

3 2 12 


,,n ,,2 n ,,2 dV dV dh n 2 dh 

rf// 4 4 dl dh dl 4 ' dt 


dh 8 


© 


. — cm/seg. 

dt n(6-h)~ 

Un jugador golpea una bola de billar, haciéndola moverse en línea recta. Si “s” cm. es la 
distancia de la bola desde su posición inicial a los t seg. entonces s = 100/ 2 +100/, si la 
bola da en una banda que se encuentra a 39 cm. de su posición inicial. ¿A qué velocidad 
pega en la banda? 

Solución 

Como .v = 1 00/ 2 -»-1 00 / por datos del problema s = 39 
=> 100/ 2 + 100 / =39 => /, = 0 . 3 , t 2 =- 1.3 
el valor / 2 =-1.3 por ser negativo no es para nuestro problema. 
ds 

Además se conoce V = — = 200/ +100 
dt 

V(t) = 200t + 100 V(0.3) = 60+ 100= 160 

Si una pelota es empujada hacia abajo en un cierto plano inclinado de manera que tenga 
una velocidad inicial de 24 pies/seg. Entonces s = 24/ +10/ 2 , donde s pies es la distancia 
de la pelota desde el punto inicial a los t seg. y el sentido positivo es hacia abajo del plano 
inclinado. 
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a) ¿Cuál es la velocidad instantánea de la pelota a los t { seg.? 

b) ¿Cuánto tarda la pelota en llegar a los 48 pies/seg.? 

Solución 

Como V () = 24 pies/seg. velocidad inicial, además: 

.v(0 = 24/ + 10/ 2 ==> V(t) = s'(t) = 24 + 20/ por lo tanto la velocidad instantánea de la 
pelota a los t x seg. será: (20/j + 24)pies/seg. según el problema se tiene: 

20t + 24 = 48 => t = seg. = 1 2seg. 


por lo tanto la velocidad tarda — seg. en llegar a los 48 pies/seg. 


Rpta: a) (20/j +24)pies/seg. 


b) -seg. = \.2seg. 


En un instante dado la longitud de un cateto de un triángulo rectángulo es de 10 pies. Y 
está aumentando a razón de 1 pie/min. Y el otro cateto es de 12 pies y esta disminuyendo 
a razón de dos pies/min. Hallar la razón de cambio respecto al tiempo del ángulo agudo 
opuesto al cateto que en ese instante mide 12 pies. 


Soiución 

Datos del problema: para x = 10, y = 12 


— = 1 pie / min. y — = -2 pies / min. 
dt dt 


lg0 =— => 6 = arc. tg(—) 
.v x 



dy dx 2 

do {x T~ y T )lx 

dcrivando implícitamente: — = ——-—- 

“* 

X 


dy dx 
x — ~ v — 
dt ' dl 

-> •> 
Jt“ + v 
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f , dO 10(—2) —12(1) -32 8 

reemplazando se tiene: — =-- =-= -— 

cit 100 + 144 244 61 


dO 8 . . . 

— =-pies/min. 

dt 61 


Un cohcte se lanza verticalmente hacia arriba y está a Sp sobre el suelo, t seg. después de 
scr encendido. Donde s = 560/ -16/ 2 y la dirección positiva hacia arriba. Encontrar: 

a) La velocidad del cohete 2seg. después de haber sido encendido. 

b) Cuánto tardará en alcanzar m altura máxima. 

Solución 

¿L 


La ecuación del movimiento es: S(t) = 560/ -16/ 2 

La velocidad del cohete, t x seg. después de haber sido 
encendido será: V (t x ) = S'(t x ) 

como S(t) = 560/ -16/ 2 entonces: S' (/) = 560-32/ 

:.V(t x ) =560-32/j 

a) V(2) = 560 — 64 = 496 seg. 

b) Como V(/ { ) = 0 , es para que alcance su altura máxima crece. 
0 = 560-32 1 => t= 17.5 seg. 




5.141: PROBLÍIViM: 


© Un depósito de agua, en forma de un cono invertido, es vaciado a razón de 6w 3 / rnin. La 
altura del cono es de 24m. y el radio de su base es de 12m. Calcule la rapidez con la que 
el nivel de agua desciende cuando el agua tiene lOm. de profundidad. 


dh 


Rpta. — = 0.76/r/ / min. 
dt 
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© Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un depósito en forma de cono invertido 
a razón de 3 tt m 7, / min. Si el depósito tiene un radio de 2.5m. en su parte superior y una 
proíundidad de lOm. ¿Qué tan rápido cambia dicha profundidad cuando tiene 8m? 

Rpta. — = 0.75m/min. 
dt 

Un automóvil que se desplaza a razón de 30 pies/seg. se aproxima a un crucero, cuando 
el auto está a 120 pies de la intersección, un camión que viaja a razón de 40 pies/seg. 
cruza la intersección. E1 auto y el camión se encuentran en carreteras que forman un 
ángulo recto entre sí. ¿Con qué rapidez se separan 2 seg. después de que el camión pasa 

dicho crucero? Rpta. — = 14 pies/seg. 

dt 

Una vía de ferrocarril cruza una carretera bajo un ángulo de 60°. Una locomotora dista 
160m. del cruce y se aleja de él a la velocidad de lOOkm/hora, un automóvil dista del 
cruce 160m. y se acerca a él a la velocidad de 50km/hora. ¿A que razón se altera la 

distancia entre los dos? Rpta. Aumenta 25 km/hora ó 25^km/h. 

© E1 radio de la basc de cierto cono aumenta a razón de 3cm. por hora y la altura disminuye 
a razón de 4cm por hora. Calcule como varía el área total del cono cuando el radio mide 
7cin. y la altura 24 cm. Rpta. Aumenta 96 n cm 1 ! h 

© Un aeroplano que vuela en dirección norte a 640 millas por hora pasa sobre cierta ciudad 
a mediodía; un segundo aeroplano que va a dirección oeste a 600 millas por hora está 
verticalmente sobre la misma ciudad 15 minutos más tarde, si los aeroplanos están 
volando a la misma altura, ¿con qué rapidez se estarán separando a la 1.15 p.m.? 

Rpta. 872 milias por hora. 

Un tendedor de alambres trepa a un poste telefónico a razón de 2.5 pies por segundo, 
mientras su jefe está sentado a la sombra de un árbol vecino observando. Si el terreno es 
llano y el jefe está a 36 pies de la base del poste. ¿Cuántos segundos tiene que trepar el 
tendedor de alambres para que la distancia entre él y el jefe crezca a razón de un pie por 
segundo? Rpta. 6.2847 segundos. 
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Un objeto que se lanza verticalmente hacia abajo desde la azotea de un edificio, con una 
velocidad inicial de V n pies/seg. Viaja aproximadamente según la ecuación 

S = V () f +16/ 2 pies en t segundos. Si toca el suelo a los 2.5seg. con una velocidad de 110 
pies/seg. ¿Cuál es su altura del edificio? Rpta. 175 pies. 


Una escalera de 25 pies de longitud está apoyada en una casa. Si la base de la escalera se 
separa de la pared de la casa a razón de 2 pies por segundo. ¿A qué velocidad está 
bajando el extremo superior cuando la base de la escalera está a 

a) 7 pies de la pared? b) 15 pies de la pared? c) 24 pies de la pared? 


Rpta. a) pies/seg. 


b) pies/seg. 


c) 


48 . 

—— pies/seg. 


En una planta de arena y grama, la arena está cayendo de una cinta transformadora 
formando una pila cónica a razón delO pies* / min . E1 diámetro de la base del cono es 
aproximadamente tres veces la altura. ¿A qué razón está cambiando la altura de la pila 

8 


cuando tiene 15 pies de altura? 


Rpta. 


405/r 


pies/min. 



La arista de un cubo se expande a razón de 3cm/seg. ¿A qué velocidad cambia el volumen 
cuando cada arista tiene: 


a) lcm. 


b) lOcm. 

Rpta. a) 9 cm 3 / seg. b) 900cm3 / seg. 


A1 caer una gota esférica de lluvia, alcanza una capa de aire más seco en los niveles más 
bajos de la atmósfera y comienza a evaporarse. Si esta evaporación se produce a una 
velocidad proporcional al área de la superficie (.v = 4/r r 2 ) de la gota, probar que el radio 
se contrae a la velocidad constante. 


Un avión vuela a 31,680 pies de altura, pasando la trayectoria de vuelo exactamente sobre 
una antena de radar. E1 radar detecta el avión y calcula que la distancia s al avión cambia 
a razón de 4 millas/min. Cuando tal distancia es de 10 millas, calcular la velocidad del 
avión en millas por hora. Rpta. 300 millas/hora. 
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Un barco A navega hacia el sur a una velocidad de 16 milias por hora, y otro B, situado 
32 millas al sur de A, lo hace al este con una velocidad de 12 millas por hora. Hallar la 
velocidad a la que dichos barcos se aproximan o separan al cabo de una hora de haber 
iniciado el movimiento. Rpta. Se aproxima a razón de 5.6 millas/hora 


En que punto de la parábola >•“ =18x, la ordenada crece dos veces más deprisa que la 
abscisa? 


9 9 

Rpta. ( T1 ) 


Un peso W está unido a una cuerda de 50 metros de 
longitud que pasa por una polea P situada a una altura 
de 20 metros con respecto al suelo. E1 otro extremo de 
la Cuerda, se encuentra unido a un vehículo en el punto 
A, situado a una altura de 2 metros como indica la 
figura, sabiendo que el vehículo se mueve a una 
velocidad de 9 metros por segundo, calcular la 
velocidad a la que se eleva el cuerpo cuando se halle a 



una altura de 6 metros. Rpta. 


— = — V3m/seg. 
dt 2 5 


Un tren que sale a las 11 horas de la mañana se dirige hacia el este a una velocidad de 45 
kilómetros por hora, mientras que otro, que sale al medio día desde la misma estación, se 
dirige hacia el sur a una velocidad de 60 kilómetros por hora. Hallar la velocidad a que se 


scparan ambos trenes a las tres de la tarde. 


íi 

Rpta. 150^-Km/hora 


Un hombre en un muelle tira de una soga atada al nivel del agua a una bola a razón 50 
pies/min. Si las rnanos del hombre están a 16 pies sobre el nivel del agua. ¿Con qué 
rapidez se acerca el bote al muelle cuando la cantidad de soga suelta es de 20 pies? 


Rpta. Se aproxima a razón de 


250 


pies/min. 


19 ) Se bombea aire a un globo, de modo que su volumen se incrementa en 200 cm y / seg. 
Despreciando la comprensión del aire. ¿A qué ritmo crece el radio cuando el diámetro 


Rpta. — crn/seg. 
9/r 


llega a 30cm? 
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Huyendo de un perro una ardilla trepa por un árbol, corre a 12m/seg. y la ardilla a 6 
m/seg. ¿Cuál será el cambio de distancia relativa entre los dos cuando el perro está a 12m. 
del árbol y la ardilla ha trepado 5 metros? Rpta. -8.77m/seg. 

Un cometa que vuela a lOOmts. de altura es empujado horizontalmente por el viento a una 
velocidad de 4m/seg. Si la cuerda se va soltando desde un punto fijo. ¿A qué velocidad se 
aleja el comela en el instanle en que se han soltado 125m. de la cuerda? Rpta. 2.4 m/seg. 


Una partícula se mueve a lo largo de la curva 3>- = jc 3 + 2. Encuentre los puntos sobre la 

curva en los cuales la ordenada está cambiando 9 veces más rápido que la abscisa. 

29 25 

Rpta. (3,—) y (-3-—) 

Un cono recto circular va a ser inscrito en una esfera de radio conocido. Encontrar la 

2 

razón de la altura al radio del cono de volumen máximo. Rpta. — -Jl 

En lo alto de un farol brilla una luz a 20 pies del suelo, una mujer con una estatura de 5 
pics se aleja caminando desde el farol. Hallar la razón en que aumenta su sombra si se 
aleja a razón de: a) 4 pies/seg. b) 3 pies/seg. 


Rpta. a) 4/3 pies/seg. 


b) 1 pie/seg. 


Un avión vuela paralelo al suelo a una altura de 2km y a una velocidad de 4.5 
km./min. Si el aparato vuela directamente sobre la estatua de la libertad. ¿Con qué 
intensidad cambia la distancia segün una línea visual entre el aparato y la estatua, a los 20 
segundos posteriores? Rpta. 2.7 Km./min. 

Cuando un péndulo con longitud de lOcm. ha oscilado de modo que 0 es el ángulo en 
radianes formado por el péndulo y la vertical, entonces sí h(0) cm. es la altura del extremo 
del péndulo sobre su posición más baja, h(Q) = 2Osen 2 (0 /2). Delerminar la rapidez de 
variación de h(0) con respecto a 0 cuando: 


a) 


o = * 


b) 


0 = LL 


Rpta. a) 5^/3 


b) 10 
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Una piedra es arrojada a un estanque tranquilo, una serie de anillos circulares 
concéntricos se extienden por el estanque y el radio de la región perturbada aumenta a 
razón de 16 cm/seg. ¿Con qué rapidez aumenta dicha área cuándo el radio es de 4 cm? 

Rpta. 128/r cm 2 / seg . 

Un avión vuela con velocidad constante a una altura de 10 000 pies en una trayectoria 
recta que lo llevará directamente sobre un observador en tierra. En un instante dado el 
observador advierte que el ángulo de elevación del aeroplano es n/3 radianes, y aumenta a 


razón de — rad/seg. Determine la velocidad del avión. 
60 


„ 200 . , 
Rpta. —- pies/seg. 


E1 lado de un triángulo equilátero mide a cms; si aumenta a razón de k cm/hora. ¿A 
razón de cuántos centímetros cuadrados por hora aumenta el área? 

Rpta. Ví cni 2 / hora . 

Una escalera de 20m. descansa sobre una pared, la parte inferior de la escalera es 
empujada horizontalmente a la velocidad de 2m/seg. ¿Cuál es la vclocidad del extremo 


superior 


Rpta. — =r m/seg. 

73 



A un recipiente como el que se muestra en la 
figura, entra agua a la velocidad constante de 

1 w 3 / niin ¿con qué velocidad sube el nivel del 
agua cuando la profundidad es de un metro? 

_ dy 1 . . 

Rpta. — = — m/ mm. 

dx 10 

A un recipiente semiesférico de radio lOm. entra agua a la velocidad constante de 
4 nv' / min . ¿Con qué velocidad sube el agua cuando su profundidad es 5m? 

4 . . 

- m / mifh 


Rpta. 


75/r 
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© 


Un cohete se lanza formando un ángulo de 30° con la horizontal a la velocidad 
v = (80 + 40t) ni/seg. siendo t el tiempo (seg.) después del lanzamiento. Si 20 
segundos después del lanzamiento el sol está directamente encima de él, hallar la 

velocidad con que se desplaza su sombra sobre la horizontal. Rpta. 440-j3m / seg. 

Un avión vuela horizontalmente a la velocidad de 100 m/seg. y a una altura de lOOOrn., 
volando en la dirección de un observador que está en tierra. ¿Con qué velocidad se acerca 

al avión el observador cuando la distancia entre los dos es de 2000m? Rpta.50^3 m/seg 

Un avión vuela a lOOOm. de altura a la velocidad de 500 m/seg. y comienza aterrizar 
formando su ruta de descenso un ángulo de 30° con la pista y disminuyendo su velocidad 
a la razón de 20 m/seg. Si el sol está directamente sobre el avión. ¿Con qué velocidad se 

desplaza la sombra 2 segundos después de comenzar a aterrizar? Rpta. 230^3w / seg. 

Se apoyan los puntos de un compás sobre una mesa, los brazos del mismo son de 
50 cm. de longitud. Si la parte superior del compás desciende a lcm/seg. ¿Cómo varía la 


distancia entre las puntas cuando están a 60 cm.? 


_ 8 # 

Rpta. —mlseg. 


Para gases ideales se sabe que PV = constante, siendo P la presión del gas y V el volumen 
del recipiente que lo contiene. ¿Cómo varía la presión de un gas conteniendo en un 
recipiente que disminuye su volumen a la razón de 1 Ocm 3 / seg ?. Cuando V - 500 cm 3 y 


P = \5kg/cm ¿ . 


3 2 

Rpta. — kg/cm 
10 * 


Un helicóptero deja una base, elevándose verticalmente a una velocidad de 15 
pies/seg. al mismo tiempo que despega un helicóptero, un observador parte desde un 
punto situado a 100 pies de la base y se mueve en iínea recta, alejándose de la base a la 
velocidad de 80 pies/seg. ¿Con qué velocidad crece el ángulo de elevación del helicóptero 
respecto al observador cuando este último esté: 


Rpta. a) 


a 400 pies de la base? 

1500 


400 2 +(^) 2 
4 


rad / seg. 


b) 

b) 


a 600 pies de la base? 
1500 


400 2 +(—) 2 
4 


rad / seg. 
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© 


Una torre está al final de una calle, un hombre va en un automóvil hacia la torre a razón 
de 50 m/seg. La torre tiene 500m . de altura. ¿Con qué rapidez crece el ángulo 
subtendido por la torre y el ojo del hombre cuando éste se encuentra a lOOOm. de la torre? 

Rpta. 0.02 rad/seg. 

Una partícula se mueve sobre la curva y 2 =4 kx con velocidad constante v y alejándose 
del origen. Hallar la velocidad con que se mueve las proyecciones de la posición de la 

dy 


partícula sobre los ejes OX y OY. 


Rpta. — = 

dt + k 


dt 


x + k 


Las razones de cambio en el campo de la economía, no se miden con respecto al tiempo; 
por ejemplo los economistas se refieren al beneficio marginal, ingreso marginal y costo 
marginal, como las razones de cambio del beneficio, ingreso y costo respecto al número 
de unidades producidas ó vendidas. 


La ecuación que relaciona estas tres cantidades es: P(x) = R(x) — C(x) 


donde: P(x) = beneficio total, R(x) = ingreso total, C(x) = Costo total. 

Ahora la derivada de cada una de estas da los marginales términos usados en Economía. 


— = beneficio marginal, —= ingreso marginal, — = costo marginal 
dx dx dx 

O = S(P) función de oferta ; D = f(P) función de demanda. 

OBSERVACION 

Los problemas planteados son problemas de máximos y mínimos. 

Para estudiar el efecto de los niveles de producción en el costo, Los Economistas usan la 
— _ c(x) 

función de costo medio c(x) definida por c(x) =- donde c(x) función de costo total. 
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ELASTÍCIDAD 

La elasticidad de una función y = f(x) en el punto x se define como la tasa de cambio 

E v 

proporcional de y con respecto a x y denotaremos por: M = — y es defmido por: 

E r 


mm 

ÉL 

Ev 

■ZYX. ^, . 

«JL m *$L 

: , Ex 

M.: ■ y iofy 

*■ 



La elasticidad es un concepto importante en la teoría económica y se aplica en el estudio 
de la demanda, la oferta, el costo y la productividad. 


a) INGRESO NACIONAL CONSUMO, NACIONAL Y AHORRO 

Llamaremos íunción de consumo a la relación entre el ingreso nacional (total) 
disponible y el consumo nacional (total). 

La función de consumo se caracteriza porque a medida que aumenta (o disminuye) 
el ingreso, el consumo aumenta (o disminuye) lo cual se da en menor intensidad y es 
la llamada u propensión marginal al consumo” que significa que es mayor que cero y 
menor que imo, donde la propensión marginal es la tasa de cambio del consumo con 
respecto al cambio en el ingreso disponible. Si c = f(x) es la función de consumo, 
donde c representa al consumo nacional y x el ingreso nacional entonces la 
propensión nacional es: 


éc 


En el análisis teórico elemental del ingreso nacional se supone que el ingreso 
disponible es igual al consumo c más el ahorro s lo cual expresaremos x = c + s, de 
donde la propensión marginal al ahorro es: 


■ - L- 


m 
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b) EQUILIBRIO ECONOMICO 

E1 objetivo principal de toda empresa es maximizar su utilidad total (o lucro total), o 
minimizar pérdida. 

E1 punto de utilidad máxima es el punto de equilibrio y ocurre cuando el ingreso 
marginal (I. mag) es igual al costo marginal (c. mag). 




En las gráficas mostradas en ambos casos x 0 es la cantidad de equilibrio. 

Si u(x) = ganancia o utilidad total, entonces escribiremos U(x) = l(x) — C(x). 

Ahora nuestro objetivo es obtener la cantidad de x que maximice la utilidad u(x). 

La cantidad de equilibrio de la empresa es el valor de x que maximiza U(x) y el 
punto de equilibrio es P(jc 0 ,m(jc 0 )) donde c 0 es la cantidad de equilibrio. 

_ , . .... ... , , dU( jc) A d 2 U(x ). A 

Para obtener la utilidad maxima debe tenerse que-= 0 y--— L_ x < 0 

dx dx 1 0 


OBSERVACION 

En el punto de equilibrio, el ingreso marginal debe ser igual al costo marginal. 
Es decir: como U(x) = í(x) - C(x) entonces 


dU(x) _ dl(x) dC(x) _ ^ dl(x) _ dC(x) 
dx dx dx dx dx 


Im g = Cmg 
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OBSERVACION 

En el caso especial de competición pura, se tiene que: I = Px luego P = Img 
Esto quiere decir que existe utilidad máxima sí Cmg = P 

|?.2<i ^ EJERCICIOS PESARROLLADOs7 

© Un fabricante de televisores desea vender un promedio de 1000 televisores al mes a 
550,000. E1 fabricante piensa que puede vender 100 televisores adicionales al mes por 
cada S 2,000 de reducción en el precio. ¿Cuál es el precio que produce el mayor ingreso? 

Solución 

Sea x el nuevo precio del televisor que producc el mayor ingreso, donde: 

I = Ingreso = (precio del televisor)(número de televisores vendidos). 

E1 número de televisores que se desea vender es 1000 más 100 televisores por cada 
5 2000 de reducción sobre 550000. 


E1 precio rebajado es el precio original menos el precio nuevo x es decir: 50000 - x. 

La cantidad de reducción de 52000 es: 50000 —x 

2000 

Luego el número de televisores, excedentes de los 1000 vendidos será: 

S0000- V 50000 -x 
2000 " 20 


el número de total de televisores vendidos: 


1000 + 100( 


50000 -jc 
2000 


) 


entonces: I(x) =jc(100 + 


50000 -jc 70000.t-)c 2 

20 " 20 


ahora derivando 


l'(x) 


70000.V - 2jc 


x = 35,000 


20 
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/"(jc) = — => /"(35000) < 0 entonces se tiene un máximo en x = 35000 
10 

Por lo tanto el precio de venta por televisor es de S35000. 

Una compañía de transporte, con una tarifa de S20, transporta 8000 pasajeros por día, al 
considerar un aumento de la tarifa, la compañía determina que perderá 800 pasajeros por 
cada S5 de aumento en estas condiciones. ¿Cuál debe ser el aumento para que el ingreso 
sea máximo? 

Solución 


Sea x el número de aumentos de S5 en la tarifa entonces 20 + 5x es la tarifa resultante y el 
número de pasajeros será 8000 - 800x donde el ingreso es: 

I(x) = (20+5x)(8000-800x) entonces I(x) = 4000(40 + 6jc -jc 2 ), derivando 
/' (jc) = 4000(6 - 2x) = 0 para el número crítico, de donde: 6-2x = 0=>x = 3 


I"(x) = -8000 => I(x) < 0 V x 

© 

a) La función del costo marginal 

b) E1 costo marginal cuando x = 40 y 

c) E1 costo de la manufactura del cuadragésimo primer reloj. 

Solución 

?0 

Como la función costo total C(x) es dado: C(x) = 1500 + 30.r + — entonces 

x 


Luego x = 3 se tiene máximo. E1 aumento en el pasaje debe ser de 3 x 5 = 15 
Y el nuevo valor del pasaje es S35. 

E1 número de dólares del precio total de la manufactura de x relojes en cierta fábrica está 

20 

dada por: C(x) -1500 + 30jc + —, Encontrar: 

JC 
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20 

a) La función eosto marginal = C(x) = 30 

x 2 


b) E1 costo marginal cuando x = 40 es: C' (40) = 30-= S29.29 

5 1600 

c) Costo de manufactura del 41avo. del reloj es C(41) — C(40) = S29.95. 

D Supóngase que un líquido se produce por cierto proceso químico y que la íunción del 

costo total C(x) está dado por C(jc) = 6 + 4v/x , donde C(x) S es el costo total de la 

producción de x galones del líquido. Encontrar: 


a) E1 costo marginal cuando se produce 16 galones y 

b) E1 número de galones producidos cuando el costo marginal es de 40 centavos por 
galón. 

Solución 

C(x) = La función del costo total para producir x galones: C(x) = 6 + 4^[x 

2 

a) Costo marginal: CM = C'(jc) = —¡=, el costo marginal cuando x = 16 galones 

-s lx 

CM = C’(16) = —¿=r = — = 0 / 5S / ga/ó«. 

Vl6 2 

b) número de galones cuando el CM. es 0.40 cent/gal 

2 4 

S0.40 = — j= => x =-- = 25 galones .*.jc = 25 galones. 

-U (0.40) 2 

D Suponiendo que la función precio está dado por P(x) = 24 — 8x y la función costo por 
C(jc) = 4x + 10 s supóngase además que el gobiemo grava las ventas con un impuesto de 
t% por cada unidad. 

Determinar en términos de t, la cantidad de prcxlucción que maximiza la utilidad. 

Determinar también el valor de t que maximiza la renta del gobierno por concepto de 
impuesto. 









664 


Eduardo Espinoza Ramos 


Solución 


La función utilidad = U(x) = I(x)-C(x) donde I(p) = xP(x) = ingreso = 40.t-8x 2 


C(x) = 4x +10 K + tx = costo total 


:.U(x) = 40x-Zx- -4jc-10* -tx 


U'(x) = 40-\6x-4-t = 0 => x = ~~ unidades(enmillones) 


Renta del gobierno es = I g (t) = xt = ( -^ - ■■)/ 


. , . 36 t—r . 36-2/ 

I g (t)= - - => I g (t) = —— = 0 


16 


16 


t = 18% 


© 


Si la ley de la demanda es P =—c . Demuéstrese que el ingreso total disminuirá cuando 

JC 

la producción aurnenta, siendo el ingreso marginal una constante negativa. 

Solucién 


Como la demanda es: P = — c entonces I(x) = xP = a — cx por lo tanto, si x aumenta, el 

JC 


término cx aumenta y su diferencia con “a” disminuirá además lmg = 
constante negativa. 


dl(x) 

dx 


(jD Si la función de costo total esC(jc) = 0.1jc 2 +5jc + 200. Determinar el costo promedio y 
costo marginal. 

Solución 

Como la función costo total C(x) = 0. Ijc 2 + 5jc + 200 

C(x) — 200 

c(x) = -= función costo promedio; entonces C(x) = 0. Ijc + 5 +- 

JC A* 


dC(x) 

dx 


= costo marginal = 0.2x + 5. 
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E1 número de dólares del costo total de la producción de x unidades de una mercancía es 
C(,r) = A' 2 -f 4* + 8. Encontrar la ecuación que defina. 

a) E1 costo promedio. 

b) E1 costo marginal y costo promedio marginal. 

c) Encontrar el mínimo absoluto del costo unitario promedio. 

d) Trazar las curvas del costo total, del costo promedio y del costo marginal en el 
mismo sistema de coordenadas verificar que los costos promedios y marginales son 
iguales cuando el costo promedio tiene un valor mínimo. 

Solución 

La función del costo total por manufactura x artículos es: C(x ) = x 2 + 4a + 8 . 

a) E1 costo promedio por defmición es: C(x) = —— es decir: C(x) = x + 4 + — 

X X 

b) E1 costo marginal: Cmg(x) = C'(x) = 2jc + 4 y el costo marginal promedio es: 

C’(jc) = 1~ 

X 

c) E1 minimo absoluto del costo unitario promedio se obtiene haciendo 

_ g _ 

C'(x) = 1 —— = 0 => x = 2V? es decir que x = 2^¡2 es el número crítico de C(x) 
x 2 


_ I ^ ^2 

C '(x) =— dedonde C’( 2-Jl)- —>0=> C(.r) tiene mínimorelativoen x-2-^2 
x 3 2 


_ g 

C(2 V2) = 2^2 + 4 + —— = 4V2 + 4 = $9.64 

2V2 


además se tiene que C(jc)=a + 4 + — es continua en <0,+qo>. Luego como 

x 

x = 2^2 . Entonces C( 2 V 2 ) = S9.64 es un valor mínimo absoluto del costo unitario. 
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d) Las gráficas son: 



© Una empresa tiene una producción de x toneladas de cierto artículo con un costo variable 
total dado por C(x) = ax 3 -bx 2 +cjc. Demostrar que la curva de costo medio es una 

parábola, hallar la producción que corresponde al costo medio mínimo y el valor del costo 
medio respectivo. 

Solución 


C(x) 

E1 costo medio = Cme = —— = ax 1 -bx + c completando cuadrados se tiene: 


7 h b 2 c h 2 b 2 , b 2 b , 2 . 4ac-b 2 

Cme(x) = a(x — x-\ -— h --) = a(x -) +c -= a(x -) + - 

a 4a 2 a 4 a 2 


* 2 " A ~ 2 ' ' 2a' 4a '2 a' 4a 


i b~ -4ac , b ,2 • ^ , 

de donde Cme+ -= a(x -) ecuacion que representa una parabola, con vertice 

4a 2a 

, b b 2 -4ac , , ^ • Cme(x) b 

en (—,-), ahora veremos el Cme(x) minimo-= 2 ax-b = 0 =>x = — 

2 a 4a dx 2 a 


d~Cme(x) . n w _ b 

--—- = 2a > 0 Vjc => x = — 

dx 2 2 a 


Será la producción que corresponde al Cme(x) mínimo. 


El valor del costo medio mínimo será: Cme(—) = a(—) 2 -b(—) + c = —— 

2 a 2 a 2 a 4 a 
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|o) La curva del costo total del producto ó artículo está dado por y = 15.x-8jc 2 +2jc 3 , de 
donde y represcnta el costo total y x representa la cantidad producida. Suponga que las 
condiciones del mercado indican que deberán producirse entre 3 y 10 unidades (esto es 
3 < x < 10), Determine la cantidad en este intervalo para lo cual el costo medio ó 
promedio es mínimo. 

Solución 


Costo medio = y = C(x) = — = 15 - 8„r + 2x 2 

x 


— = -8 + 4x = 0 => x = 2 número crítico 
dx 


d~ % d ' 

—= 4, Vx =:> —~ 1^2 = 4 > 0 => 3 mínimo en x = 2 pero 2 no está en el intervalo 
dx~ dx~ 

3<x<10; si: x = 3, y = 9 y x = 10, y = 135 

por lo tanto en el intervalo 3 < x < 10, el valor mínimo de y ocurre cuando x = 3 y el 

valor máximo en x = 10 en ninguno de estos puntos — es igual a cero. 

dx 

Luego entre 3 y 10 artículos, el costo promedio es mínimo para 3 unidades. 




Para cada una de las siguientes funciones de costo promedio obtenga el valor mínimo del 
costo promedio mínimo, y demuestre que dicho costo promedio mínimo, el costo 
marginal y el costo promedio son iguales. 


a) y = C(x) = 25 - 8* + x 2 


1 
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Solución 

— y — 

Como y = -~ => y = xy = C(x) = costo total 

JC 

V = C( x) = 2Sx - 8x 2 + x 1, 

—— = -8 + 2x = 0 => x = 4 número crítico 
dx 

d 2 v d 1 y - . A , . A 

—— = 2 |_ v=4 = 2 > 0 => 3 mimmo en x = 4 

dx~ dx~ 

y = C( 4) = 25 -32 +16 = 9, ...(1) 

C'wg(jc) = C’(jc) = 25—1 6jc -t- 3jc 2 =C'(4) = 25 - 64 + 48 = 9 .. .(2) 


de (1)y(2) 


■■■y = C'(x) 


b) y = 2 + x\nx 


Solución 


v= C(x) = xy = 2x + x 2 Lnx dedonde —- = Lnx +1 = 0 => jc = e 1 

dx 


d 2 v 1 d 2 y . . _! 

—— = ——— I r c -, = e> 0 =>3 mimmo en x = e 
dx~ x dx~ 


y = C(e [ ) = 2 + e l Lne~ l entonces y = 2-— 


1 2 11 2 1 1 
Cmg(x)=2 + 2xLnx + x reemplazando Cmg(-) = 2+—L?i — + — = 2 —+- = 2 — 

é? e e e e e 


Y = Cmg(-). 
e 
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n) E1 costo total de producir x artículos por semana es de: (ax 2 +¿x + c) pesos, el precio (en 
pesos) al que cada artículo puede venderse es de P = (P~a x 2 ). Demostrar que la 


Ja 2 + 3a(fl-b) -a 

producción total para la ganancia G es: x = — - 

3a 

Solución 

Ingreso total I(x) =xP = xfí-ax 2, 

(Jtilidad ó ganancia = U(x) = I(x) — C(x) 

U(x) = xft-ax J ~(ax 2 + + c) derivando U'(x) = p-3a x 2 -2ax -b = 0 

3ax 2 + 2ax + b- p = 0 resolviendo: 

-2g±^4g^-4(3a)(ft-^) _ -2a±2sfa^ -3a ¿ + 3a/? 


X = 


6 a 


6 a 


x = 


-a±^]a 2 +3 a(p-b) -a + ^ja 2 +3 a(P-b) 

3 a 


=> x = - 


3a 


(Í 3 ) Un fabricante de radios averigua que puede vender x instrumentos por semana a P pesos 

x “ 

cada uno, siendo 5x = 375 - 3P. E1 costo de la producción es (500 + 15 jc + —) pesos. 

Demostrar que se obtiene la máxima ganancia cuando la producción es alrededor de 30 
instrumentos por semana. 

Solución 

Ingreso total = I(x) = por la venta de número de instrumentos: I(x) = xP 
Costo total = c(x) = 500 +1 5jc + — 


Ganancia ó utilidad = u(x) = I(x) - c(x) 
Pero 5x = 375 —3P => p = 375 ~ 5x 


...( 1 ) 


3 
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375x-x 


2 1 


. Luego 


I(x)=xP = 


c(x) = 500 + 15.V + — 
5 


...( 2 ) 


375x — 5jc ” x 2 

Reemplazando (2) en (1) se tiene: u(x)=-—-(500 + 15* + —), derivando 


. 375-10* ,, 2* 1875-50*-225-6* A 

u (*)-15-=-= 0 

3 5 15 


1650 — 56x = 0 :=> * = = 29.46 valor critico 

56 


«"(*) = -— =;• «"(29.46) = -—<0 => zlmáximoen x = 29.46 

15 15 

La máxima ganancia se obtiene al producir alrededor de 30 instrumentos por semana. 


© 


Si el problema 13 se supone que la relación entre x y P es x = 100-20^— . Demostrar 

que la producción que corresponde a una ganancia máxima es la de unos 25 instrumentos 
por semana. 

Solución 


l(x) = ingreso total = Xp 


c(x) = costo total = 500 + 15* + — 

5 


como * = 100-20J-j => 20Jj =100-* 


P 100-* ■> (100 — *) ~ 

— = (-)' => P = - -— 

5 20 80 


/(*) = xP = 


x( 100-*) 2 

80 


U(x) = l(x) - c(x) reemplazando se tiene: 
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_ -yOO O— x) — 500 -15x-— derivando se tiene 
80 5 


í/"(x) = -——————————15 —=————(100— jt-2 jc)— — 

8 40 5 80 5 


100 -x (] 0Q _ 3 75 + 2 -y = (100 - jc)( 100 - 3y) -16(75 + 2y) 


80 


80 


, 3y 2 -432 + 8800 n 256 

U (x) = -= 0 => x = 25, y =- 

80 3 


U"(x)= — — => (/”(25) = -— <0 
80 40 


en x = 25, por lo tanto la máxima ganancia se obtiene al producir 25 instrumentos. 

(l?) Esta semana en una fábrica se produjeron 50 unidades de cierta mercancía y la cantidad 
de producción aumenta a razón de 2 unidades por semana. Si C(x) dólares es el costo de 

producción de x unidades donde: C(x) = 0.08jc 3 -x 2 +10jc + 48 , calcule la rapidez 
actual a la que el costo de producción aumenta. 


Solución 


Sea x = número de mercancía 


— = 2 unid/semana 
dc 


= rapidez actual en la que el costo de producción aumenta. 


Como c(x) = 0.08jc 3 -x 2 + 10jc + 48 derivando se tiene: 

dc(x) f\ a 2 dx ~ dx 

—— = 0.24*- 2x — + 10 — 

dt dt dt dt 
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@ 


= 0.24(50) 2 (2) - 2(50)(2) + 10(2) = 0.48(50) 2 -4(50) + 20 = 1020 
dt 

D t c( 50) = 1020 

E1 costo aumenta a razón de 1020 por semana. 

En cierto mercado, la demanda por una clase especial de cereal para el desayuno está 
indicada por la ecuación de la demanda: Px + 25P = 4000, donde P centavos es el precio 
de una caja y x miles de cajas es la cantidad semanal demandada. Si el precio actual de 
dicho cereal es de 80 centavos por caja y ese precio aumenta a razón de 0.2 centavos 
semanales, calcule la razón de cambio de la demanda. 

Solución 


dP dx 

Datos: — = 0.2 centavos /semana ; — = ? para P = 80 

dt dt 


como Px + 25P = 4000 => x = 


4000-25P 


4000 _ dy 4000 dP 

x =-25 => — =- 

P dt 2 dt 


dx = 4000 = 800 

dt ~ (80) 2 “ (80)(80) 


= -— = -—= -0.125 
80 8 


La demanda disminuye a razón de 0.125 miles de cajas por semana. 


La ecuación de la oferta de cierta mercancía es: x = 1000^3 P 2 +20 P donde cada mes se 
surten x unidades cuando P dólares es el precio por unidad. Calcule ia razón de cambio en 
el suministro si el precio actual es de S20 por unidad y está aumentando a razón de $0.50 
por mes. 

Solución 

Datos: — = 0.5 $/mes ; — = ? cuandoP = $20 

dt dt 

x = 1 00ih¡3P 2 +.20P se surten x unidades cuando p $ es el precio por unidad 


Ahora calculamos la derivada implícita. 
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dx 1000(3P+10) dP , _ „ 

— = —====+— cuando P = 20 

dt V3P 2 +20P dt 


dx_ 1000(70) 
í/í -71200 + 400 ' ' 


70000 

40 


(0.5) = 875 


E1 suministro aumenta a razón de 875 unidades por mes. 

Í8) Suponga que “y” es el número de trabajadores en la fuerza laboral necesaria para producir 
x unidades de cierta mercancía y, x = 4y 2 . Si la producción de esta mercancía, este año, 

es de 250,000 unidades y la producción aumenta a razón de 18000 unidades anuales. 
¿Cuál es la razón actual a la que se debe incrementar dicha fuerza laboral? 


Solución 

Datos: x = 250,000 unidades ; — = 18,000 unidades anuales ; — = ? 

dí dt 


como x = 4y 2 , cuando x = 250,000, y = 250 ahora derivando implícitamente la ecuación 
x = v 2 con respecto al tiempo. 


— = 8 y— reemplazando los datos 18000 = 8(250)— => — = —^ = 9 

dt ' dt dt dt 8(250) 

dy 

— = 9 trabajadores anuales. 


^ Un monopolista determina que si c(x) centavos es el costo total de la producción de x 
unidades de cierta mercancía, entonces c(x) = 25x + 20000, la ecuación de la demanda es 
x + 50P = 5000, donde son demandas x unidades cada semana, cuando el precio unitario 
es de P centavos, si se desea maximizar la utilidad semanal encontrar: 

a) E1 número de unidades que deben producirse cada semana. 
by E1 precio de cada unidad. 

Rpta. a) x = 1875 unidades b) P = $62.5 












674 


Eduardo Espinoza Ramos 


(i) La ecuación de la demanda de cierta mercancía es P = (jc-8) 2 y la fiinción del costo 

total está dada por C(x) = 1 8jc — jc 2 donde c(x) dólares es el costo total cuando se compra 
x unidades. 

a) Determinar los valores permisibles de x. 

b) Encontrar las funciones del ingreso marginal y del costo marginal. 

c) Encontrar el valor de x que rinde la máxima utilidad. 

d) Trazar las gráficas de las funciones del ingreso marginal y del costo en el mismo 
sistema de coordenadas. 



Rpta. a) x g[0, 8] b) I'(x) = (jc — 8)(3jc — 8), c'(x) = 18 — 2jc 

c) x = 1.89 

La ecuación de la demanda para cierta mercancía es Px 2 -9P-18 = 0 donde P dólares 
es el precio por unidad cuando lOOx unidades son solicitadas. Encontrar: 

a) La función del precio. b) La función del ingreso total. 

c) La fiinción del ingreso marginal. 

d) Encontrar el ingreso total máximo absoluto. 


Rpta. a) 


_18_ 

94 x 2 


1 800jc „ 100(9-JC 2 ) 

- t c ) - t~t 

9 + x 2 (9 + x 2 ) 2 


d) 1(3) = 300 


© Un campo rectangular que tiene un área de2700w 2 , será cerrado con una barda y se 
empleará una barda adicional para dividir ei campo por la mitad. Si el costo de la barda 
central es de S 2 por metro lineal y el de la barda a lo iargo de ios lados es de S 3 por 
metro lineal encontrar las dimensiones dei campo que haga que el costo de la barda sea 
mínima. 


Rpta. Las dimensiones dei campo que hacen que ei costo mínimo son: 45 de ancho por 
60 de largo. 
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© Un fabricante puede tener una utilidad de S20 en cada artículo si se producen 
semanalmente no más de 800 artículos. La utilidad decrece a 2 centavos por articulo que 
sobre pasa los 800. ¿Cuántos artículos deben fabricarse a la semana para obtener la 
utilidad máxima? Rpta. 900 artículos. 

Un fabricante puede producir grabadoras de cassette a un costo de S20 cada una. Calcular 
que si las vende a x pesos cada una podrá vender aproximadamente 120 — x grabadoras 
de cassette al mes. Determinar el precio de venta x que producirá la mayor utilidad para el 
fabricante. Rpta. S 70 cada una. 

(7) Para cada una de las siguientes íunciones de costo total, evalúe el costo marginal y 

determine el comportamiento del costo marginal (sí es creciente ó decreciente) 

a) y = 1000a'-180x 2 +3a: 3 b) y- 220 + 55jc-2jc 3 +jc 4 

^8) Determinar el comportamiento de las íunciones de costo promedio y marginal (creciente 
o decreciente) para cada una de las siguientes íunciones de costo total. 

a) y = Jx + 25 ,0<x< 10 b) y = 9x + 5xe~ 2x 

Rpta. a) 0 < x < 10 creciente el costo promedio y marginal 

b) E1 costo marginal es decreciente para x < 1 y creciente para x > 1, el costo 
promedio siempre es creciente. 

(9) La fiinción de ingreso total de la empresa Compañía Manufacturera de Muebles 
Coloniales se expresa mediante la ecuación /(x) = 24r -3jc 2 , en la que I(x) es el ingreso 
y x es la cantidad vendida. 

a) ¿Cuál es el ingreso máximo que la compañía puede esperar suponiendo que la 
ecuación anterior es válida? 

b) ¿Cuál es la ecuación correspondiente a la función de ingreso marginal de esta 
compañía? 
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© La compañía ANTO S.A. fabrica gabinetes para aparatos de televisión, y el costo total de 
producir cierto modelo está representando por la ecuación: y = 4x - x 1 + 2jc 3 , en donde y 

representa el costo total y x representa la cantidad producida (su valor numérico son 
millares de unidades). E1 departamento de ventas ha indicado que la producción x debe 
estar entre 2 y 6. ¿En que cantidad es mínimo el costo marginal? 

Rpta. En el intervalo 2 < x < 6, CM. es mínimo en x = 2 

Un fabricante puede producir para camas de agua a un costo de SIO cada uno, calcula que 
si los vendeaxpesos cada uno podrá vender aproximadamente 50 ~x marcos al mes. 

a) Exprese la utilidad mensual del fabricante como una función del precio de venta x y 
represente gráficamente esta función de utilidad. 

b) Use el cálculo para determinar el precio de venta que ha de elevar al máximo la 
utilidad del fabricante. 

Rpta. a) P(x) = (x-10) (50-x) 

b) Precio óptimo de venta $30 utilidad máxima $370 


E1 costo total de una firma que manufacturax bicicletas es c{x) = ^--5x 2 +170*+ 300. 

a) ¿A qué nivel de producción decrece el costo marginal? 

b) ¿A qué nivel de producción crece el costo marginal? 

c) ¿Cuál es el mínimo costo marginal? 


Rpta. a) 0 < x < 20 


b) x > 20 


c) c'(20) = 70 


Un fabricante de accesorios eléctricos tienen unos costos de producción diarios de 

x ~ 

c =800-10x + ~. ¿Cuántos accesorios x se habrían de producir cada día para 


minimizar los costos? 


Rpta. 20 
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14) Un fabricante de radios cobra $90 por unidad cuando el costo medio de producción por 
unidad es de $60, para seguir, sin embargo, mayores pedidos de los distribuidores, el 
fabricante reducirá el precio en $0.10 por unidad pedida a partir de las 100 primeras. 
Hallar el menor pedido que podría admitir el fabricante para obtener beneficio máximo. 

Rpta. 200 


15) Una empresa que fabrica y vende escritorios trabaja en competición perfecta y puede 
vender a un precio de $200 el escritorio, todos los escritorios que produce si x escritorios 
se produce y se vende cada semana y c(x) dólares es el costo total de la producción 
semanal, entoncesc(jc) = jc 2 +4x + 3000. Determine cuántos escritorios deberán 

fabricarse por semana para que la empresa obtenga la mayor utilidad total por semana. 
¿Cuál es dicha utilidad total máxima por semana? Rpta. 80, $ 3400 


^ó) Suponga que en una situación de monopolio la ecuación de la demanda de cierto artículo 
es P = 6- j-y/í-100 , donde P dólares es el precio por artículo cuando se demanda x 


artículos y x e[100, 1000]. Si c(x) dólares es el costo total de la producción de x 
artículos, entonces: c(x) = 2x + 100 


a) Encuentre las funciones del ingreso marginal y del costo marginal. 

b) Calcule el valor de x que arroje la máxima utilidad. 

1 /_ y 

Rpta. a) Im g(x) = 6 — V*-100- ■===■ ; Cmg(x) = 2 

5 IOVx^ÍÓO 

b) 200ó100 

competencia perfecta, una firma puede vender a un precio de 100 dólares por unidad 
todo lo que produce de una cierta mercancía. Si a diario se produce x unidades, el número 
de dólares del costo total de la producción diaria, es jc 2 + 20jc + 700. Hallar el número de 
unidades que deben producirse diariamente para que la firma obtenga la máxima utilidad 
total diaria. Rpta. La mayor utilidad diaria es cuando se produce 40 unidades por día. 
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(í?) Un fabricante en la producción de cierto artículo, ha descubierto que la demanda del 


artículo viene representando por x = 


2500 


suponiendo que el ingreso total I(x) está por 


I(x) = xP que el costo de producción x artículos está dado por: c(x) = 0.5x + 500, hallar el 
precio por unidad que dé un beneficio máximo. Rpta. $1.00 


19) La función de demanda de un cierto artículo está dado por P = (16~jc) .0< jc< 16, 

calcular para que precio y cantidad el ingreso es máximo. Rpta. P = , jc = 


(20) Un cierto artículo tiene una función de demanda dada por P = 100-^- y la fiinción de 
costo total es C(x) = 40x + 375. 

a) Qué precio da el beneficio máximo? 

b) Cuál es el costo medio por unidad si se produce para obtener el beneficio máximo? 

Rpta. a) $80.00 b) $99.29 

LA m&LA m UÜÓmTM*.* 

Para calcular límites de funciones que asumen formas indeterminadas, se debe tener en 
cuenta las siguientes formas indeterminadas. 


a) lera. De La Forma — 

0 


Consideremos dos funciones derivables f y g en un intervalo abierto I, excepto 
posiblemente en a e I. Suponiendo que V x & a en I, g'(jc)0 y sí lim f{x) = 0 y 

x-^a ‘ 


liw g(x) = 0, entonces: 

x-*a 
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OBSERVACION 


i) En el caso que /' (a) = 0, g'(a) = 0 se aplica la expresión (1) al cociente 


/w 

g’M 


es 


decir: 



_ JBBBj 


ii) En algunos casos puede ocurrir que sea necesario repetir el procedimiento varias 
veces. 


iii) Si a = oo, la sustitución de x = — el problema se reduce a evaluar el límite 

z 

cuando z —>0 esto es: 


f (X ) /’(-) 

lim = íim -= lim -f- 


= /iw 

jr—»00 


/'(*) 


b) De La Forma — 

00 

f (jc) 

Para determinar él lim- - cuando él limf(x) = oo, y limg(x) = oo , es 

x-»a g(x) x—>a x —»ci 

suficiente aplicar la regla establecida en (1). 


c) De La Fornia O.oo 

Para determinar él lim f(x).g(x) cuando lim f(x) = 0 y Iimg(x) = ° o, a la 

jr —»a jr—‘ jt—»a 

0 00 

fiinción f(x). g(x) se expone dé tal manera que adopte una de las formas — ó — es 

0 oo 

decir: 



Luego se aplica la regla establecida en (1) 
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d) De La Forma oo - oo 


Para determinar él lim(f(x)-g(x)) cuando: lim f( jc) = oo, limg(x)- oo, la 

jc —>a ' x—>a x —>a 

íunción f(x) - g(x) se expresa en la forma siguiente: 



y de esta manera cuando x a, toma la forma 
establecida en (1) 


0 

0 


luego se aplica la forma 


e) Delaforma 0°, oo°, 1 °° 

Para determinar el lim(f(x) g{<x) ) que toma la forma: 0°, oo°, 1 °°, cuando x -> a, 

x-^a 

se debe tener en cuenta que / (x) g{x) = e g ^ K)ln ^ x)) . 






Lnx 

lim - 

x->\ x-l 


1 JT-»1 x 


lim 

x-*l x 


X-\ 


lim ——— = lim —1—- 
x->\ x n -\ x->l HX nl 


n 


Solución 


Solución 



x->o sen x 


Solución 


lim - -— 

x->o senx 


= lim 

*-->o 


e +e 
cosx 



,.toiíU i 

x->l X — \ 


-1 


]_ 

n 



x -»o scn x 
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© 


lim a h 


x- ->() .v 


Solución 


a x -b x a x Ln(a)-b x Ln(b) _ _ , 

lim -= lim -- = Lna - Lnb 

r->0 x x-+0 1 


„x tX 

lim -= Ln 

x->0 x 


© 


lim x" sen —, n >0 
x—>0 x 


Solución 


,. n a ,. a senr , , a a , n 

hm x sen — = lim -, donde r = — => x = — cuando x -* oo, z -> 0 

x 2->0 JC Z 


„ a .. j w senz a”cosz út” 
/zw jc sen — = lim -= hm 


X *-»0 2-^0 ^”- 1 o 


=- =00 


© 


© 


© 


sen n x 


lim 
x-*2 2-x 


senn-jc f . ncosnx 

hm -= hm -= -n 

*->2 2 — x *-*2 —1 


Solución 


lim 


e -cosjc 


x-*o x sen jc 


Solución 


.. e' -cosx .. e'-senjc 1 + 0 

hm -= hm -=-= oo 

x-*o jcsenjc t->o sen x + jc cos jc 0 


f x n -2 n 
lim - 


♦2 x-2 


Solución 


n ~%n 

x -2 ,. nx 


n -1 


lim 


= lim — -= n2 


/i-i 


x —>2 X — 2 x->2 1 


<3 | -O 
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© 


lim 


Ln( senjc) 


(TC-lx) 


Solución 


Ln(senx) cXgx -cosec 2 JC 1 

lim -- = lim -= lim -= — 

> >n! 2 (ji — 2x) 12 — A(7t—2x) x-*n /2 8 8 

¡im (n - larc . tg x)Lnx 

.r-»cr 

Solución 

n-2arc. igx 


lim(n - 2arcAgx)Ltvc = lim 


1 

Lnx 


© 


lim xLn(sznx) 

jr->0 


= lim 


2 

l+x 2 


2 xLn 2 x ,. 2Lw 2 x + 4 ,.2 

- = /zm-— = lim - 1 -= hm — = 0 

x->co JC 


jr—>oo 1 x—>oo x—>oo 2* 

xLn 2 x 


Solución 


//w jcl//(sen jc) = lim 

x->0 x->0 1 


Lw(senjc) .. c tgjc 

— = //tfi -- 


x—>0 1 


- 2 JC r 3 

lim x = _ Hm X =_ //m - =-//w_Ü— = - = 0 

x->o 2 x— >o 2 sen 2 jc 2 sen 2jc *->o 2 cos 2jc 2 


/fi* Jc senr 
x->0 


Solución 


lim sen x.Lnx 


lim - 


lim x senx = lim e senxLnx = = lim e ULn * = e^° lixLn2 * =e “ = e° = 1 

x—>0 x->0 x->0 


:.limx senx = 1 

x->0 
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lim 

X—>u 


4x-[a 


Solución 


.. V^-V^ 2 -Jx 2 a 112 

*^ a [x-[a '-* s 3 Vx^ 3a' /3 


2 

3o 1/6 


lim ^1 

*-><> senx 


Solución 


e r -l 

lim -— i = /i« = 1 

jf-»o senx *->ocosjc 



lim 

.r->0 


Ln cosjc 

JC 


Solución 


.. Lwcosjc , x _ 
lim -= hm(-Xgx) = 0 

x->() x x— >0 



lim 

x —♦() 


e aK -cosajc 
Pe fix -cos fi x 


Solución 


e** -cosajc ae^-asenax 

lim -—-= lim --- 

x- *° Pe px -cos p x x- >° PeP x - p sen Px 


a 

1 



lim 

x->0 


x - arc. tg jc 


Solución 


x-arc.Xgx 
lim - - ——— 

A-X) v 3 


= lim 

jr->0 


1 


1 

1 ±jr 

3x 2 


= — lim ■ 


3*->«x 2 (l+;r 2 ) 


l 

3 
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-1 


lim -. - 

vsen/?jc 

a*Jx 


Soiución 


lim 


= lim 


a e a ^'Jsenbx 

x ->° Vsen bx x - >0 l4x b CQS bx b cos bx.^Jx 

2 Vsenfec 


— = lim —^ e a ^* 


a ,. e a ^* ,. -Jseñbx a ,. 2-Vsen bx a 
- — Aim -. lim -— =— lim - 


= — lim 


b-yjx cos bx 

b x->o cos bx x-+o ^Jx b x->o 1 b x->o ^fseñbx 

l4x 

1 a 


= a lim 


x-+° Ibsenbx 4b 


bx 




lmS-± 

x-*0 c * -d x 


„ X r X 

lim —- — = lim 

*-+o c *-d x 


Solución 

a x Lna-b x Lnb Lna - Lnb 


Ln O 

a 


c x Lnc-d x Lnd Lnc-Lnd L n (—) 

d 


Lnx 


lim 

*->o Ln{ senjc) 


lim 


Lnx 


■ - lim - 


JC 


Solución 


f . senjc 
• = lim -= 1 


x-*o Ln (sen jc) x->o cosx x->o x cos jc 

senjc 


5.30 EJEROCIOS PROPUESTOS^ 


Hallar los limites siguientes aplicando la Regla de L’Hospital. 


O 


jc-senjc 


lim 

x M) JC-tgJC 


Rpta. - 


1 
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n-larcAgx 

lim - - — 

r 1 v 

Ln( 1 + —) 

JC 

Rpta. 2 

© 

x m -a m 
lim - 

x->a x n -Q n 

„ m , 

Rpta. — a 

n 

© 

x~ * 

lim e _1 

COS.Y-1 

Rpta. -2 

© 

f» x —e~ x 
lim 

x-+o sen x.cosjc 

Rpta. 2 

© 

.. e x -e~*-2x 

lim - 

*->o x-senx 

x X 3 X 2 

e - x -1 

lim 6 2 

x — >0 x* 

cosx + : -1 

2 

Rpta. 2 

© 

Rpta. 1 

© 

Ln(\ + x) 4 -4x + 2x 2 --x 3 +x 4 

lim 3 

*-»° 6senx-6x + ^ 3 

Rpta. 16 

© 

L«(l-x) + tg — 

lim 1 

*->i c tg n x 

Rpta. -2 

© 

l, m( ) 

x->\ x - 1 Lnx 

Rp... i 

© 

.. cosjc .Lnx-a 
lim --- 

x ~* a Ln(e x -e a ) 

Rpta. cos a 

© 

lim(— -—) 

x->\ Lnx Lnx 

Rpta. -1 
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@ 

lim x x 

x—>0 

Rpta. 1 

@ 

lim(-r nx 

x->0 X 

Rpta. 1 


Jt 3 +x 2 — 7jc —1 5 
lim 

x 3 -5 jc 2 +8t-6 

Rpta. 26/5 

© 

sen2x + 2sen 2 x-2senjc 
lim --- 

*-+° COSJC-COS“JC 

Rpta. 4 

© 

wsenjc-sen wjc 

lim - 

jf-to jc(cos jc - cos mx) 

Rpta. y 

@ 

lim jclw(senx) 

x—>0 

Rpta. 0 

© 

e x +snx- 1 

hm - 

x—*o Ln( 1 + jc) 

Rpta. 2 

© 

1 -x + Lnx 
lim - - ■ 

x -+ l l-^2x-x 2 

Rpta. -1 

@ 

,. e x -2cosjr + e" J 
x-*o jcsenjc 

Rpta. 2 

@ 

,. sen(a + x) - sen(a - jc) 

lim - 

x-*o cos(a + x) - cos(a - jc) 

Rpta. -ctga 

@ 

(jc-2)e x +jc + 2 
lim 

x_>0 (e x -l) 3 

Rpta. ^ 

@ 

.. n nx 
lim — tg — 

v >o x 2 

Rpta. | 

© 

,. 2 1 
hm 

jr - >0 sen 1-cosjt 

Rpt». i 
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1 

lim x l ~ x 

x —>0 


Rpta. e 1 



lim 

.V — >1 


(¿»jc) 2/3 +(1-jc 2 ) 
sen 2/3 (jc-l) 


3/4 


Rpta. 1 


lim (senjc) tgA 

X->7Z i 2 


Rpta. 1 



lim 

x—>0 


+ Ln( \-x/ e) 
Igx-x 


Rpta. oo 



lim( 

x~+l 


1 

2(1 -a/I) 


1 

3(1-V^) 


Rpta. — 

12 



A las funciones trigonométricas a veces se llaman funciones circulares debido a la 
estrecha relación que tiene con él circulo jc 2 + y A = 1. 


En la misma forma ciertas combinaciones de las exponenciales e x , e x se relaciona con 
la hipérbola que son: 

Seno hiperbólico, coseno hiperbólico, tangente hiperbólica cotangente hiperbólica , 
secante hiperbólica, cosecante hiperbólica y que denotaremos por: Senh, Cosh, Tgh, Ctgh, 
Sech, cosech. respectivamente. Ahora daremos las defmiciones de cada una de estas 
íunciones hiperbólicas. 


a) DEFINICION.- La función seno hiperbólico f: R —> R, se define de la forma 
siguiente: 



donde D f - < -oo,+oo > y R f = < -oo,+oo >. Su gráfica es: 
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b) DEFINICION.- La función coseno hiperbólica f: R -> R, se define de la forma 
siguiente: 



donde D f - < -oo,+oo > y R f • = < -00,4-00 > . Su gráfica es: 



A la gráfica del coseno hiperbólico se le liama '‘cateriana” 

La cual adopta la forma de un cable flexible y uniforme que cuelga de dos puntos 
fijos. 


OBSERVACIÓN,- Las funciones Senh x y Cosh x no son independientes pues, de las 
dos íunciones se tiene: 


senh x - 


■V -x 

e —e 


Cosh x - 


X . -x 

e +é* 


senh 'x = 


e 2x -2+e~ u 


, de donde, cosh 2 x- senh 2 x = 1 


^ ,2 e ¿x +2 + e 
Cosh x - 


-2.v 


2 


4 
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e x =senh jt + cosh jt 
e~ x =coshjt.senh jt 


c) DEFINICIÓN.- La íimción tangente hiperbólica f: R ->R se define de la forma 
siguiente: 




donde D t =< -oo,+oo > y R f = < -1,1 >. Su gráfico es: 

▲ 

Y 


d) DEFINICIÓN.- La función cotangente hiperbólica f: R -»R se define de la forma 
siguiente: 





además de: 


senh jt = 


X -x 

e -e 


Cosh x = 


X . -X 

e +e 


donde D f = < -oo,0 > U < 0,+oo> y R f = < -oo -1 > U < l,+oo> . Sugráficaes: 


a 
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e) DEFINICIÓN,- La función secante hiperbólica f: R-4R define de la forma 
siguiente: 



donde D f = <-oo,+oo> y R f = < 0,1] . Sugráficaes: 



f) DEFINICKDN.- La función cosecante hiperbólica f: R->R, se defíne de la forma 
siguiente. 



donde D f - < -oo,0 > U < 0,+oo > y R f = < -oo,0 > U < 0,+oo > . Su gráfica es: 



g) IDENTIDADES FUNDAMENTALES DE LAS FUNCIONES 
HIPERBÓLICAS.- 

Q cosh 2 x-senh 2 * = 1 (7) 1 — tgh 2 x = sech 2 x 




tgh x = 


1 

c tgh x 


1 - c tgh 2 x = - cos ech 2 x 
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© senh 2x = 2senh x cosh x © 

© senh(x ± y) = senh x.cosh y ± coshx . senhy 
cosh(x ± y) = cosh x . cosh y ± senh x.senh y 
tghx± tghy 


© 

© 


cosh 2x = cosh 2 x +senh 2 x 


tgh (x±y) = 


1 ± tgh.r. tgh v 


. A + B A — B 

senh A + senh B = 2 senh(-).cosh(-) 


© 


cosh A + cosh B = 2 cosh( ^ + ^ ).cosh(———) 


,2 cosh 2x-l , 2 cosh2x + l 

senh" x= -, cosh x = - 


© 


EJEMPLOS DE APLICACIÓN: 


Demostrar que: tg(ln jc) = 


x 2 -l 
JC 2 +1 


Solución 


Como tgh x = 


e -e 


e x +e x e LX +1 


e 2x -l 
, 2 * 


© 


tgh(lnx) = 


e 2Lnx -1 e Lnxl -1 x 2 -1 


„2Lnx 


e — +1 e Lnxl +1 x 2 +1 
NOTA.- Se ha aplicado las siguientes propiedades 


© 


T 2 -1 

tgh(lnx) = ---— 
x +1 


e Lna =a 


© k\na = ln a k 


1 + tgh X 2x 

Demostrar que:-= e 

1-tgh x 


Como tgh jc = 


e 2x -1 
e 2x + 1 


Solución 

, al reemplazar se tiene 
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e^-1 e 2jr +l + g 2jt -1 2g 2jr 

l + tghx _ g- r +l _ e 2 *+l _ e 2jr +1 _ 2g 2j _ 2x 1 + tgh x _^ 2r 

1-tgh jc e^-l g 2jr +l-g 2jr +l 2 2 e 1 -tgh jc 

g 2jr +l g 2jr +l ^ 2í +l 

® Demostrar que: (senh jc + cosh x) n =cosh n x +senh n x 

Solución 


i e -e 
senh x =- 

y 

=> cosh x + senh x = e x 

,jr . jr 

r' i e + e 

C osh X = - 

i 2 

(cosh jc + senhjc)" =e nx ...(1) 


nx -tix 
é? — C 

senh (nx) = - 

\ 2 => cosh (nx) + senh (nx) -e^ ...(2) 

e nx -ve nx 
cosh (nx) = - 


Luego comparando (1) y (2) se tiene que: (cosh x + senh x) n = cosh nx + senh nx 
® Demostrar que: tgh(-x) = -tghx 

Solución 


tgh(-x) = 


-jr —jt) 

e —e 


+ é? 


(-X) 




-tghjc 


tgh(-x) = -tgh x. 



Calcular el valor (le x si: 


tgh(lnx) = - 


]_ 

4 


Solución 


tgh(ln.v) = 


ln .v - ln x 

e -e 


g ,njf+ +g- ,nr 


, aplicando las propiedades g ln " =a setiene: 
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1 

x - 

_ x_ 

1 

x + — 

X 


4 


x 2 -l_ 1 

'x 2 +l~ 4 


4x ¿ -4 = -x ¿ -l 


5x z =3 


’ — i- — dedonde x =. — 
V5 V 5 


© Calcular el valor de x si senh (ln 2x) = cosh (ln x) 

Solución 

senh (ln 2x) = cosh (ln x) por defmición se tiene: 

e tn2x - e ~ in2x e lnx +e~ lDX 1 1 

-=-de donde 2x - = x + — simplificando 

2 2 2x x 


4x 2 -1 = 2x 2 +2 => 2x 2 =3 


' = ± Jj Porlotanto x = J^ 


I. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


Demostrar las identidades siguientes: 
cosh (x ± y) = cosh x. cosh y ± senh x. senh y 
senh (x ± y) = senh x. cosh y ± cosh x. senh y 
tgh x ± tgh y 


tgh (x±y) 


1 ± tgh xAghy 


A + B A — B 
sen A + senh B = 2 senh(—-—) cosh(—-—) 


A + B A — B 
cosh A + cosh B = 2 cosh(—-—) cosh(—-—) 

, ,x- y v senhx-senhy 

tgh(— —) = — -— 

2 cosh jc + cosh y 


sech (-x) = sechx 


© cosech(-x) = -cosech x 



















© © 
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© 

II. 

© 


, x , coshjc-1 
senh — = ±J- 

2 V 2 


Demostrar que: 

senh 2x 


tgh x = 


cosh 2x +1 



cosh jc + 1 



cosh 2jc + cosh 4 y 
senh 2jc + senh 4 y 


= c tgh(x + 2 y) 


senh 2 jc - senh 2 y - senh(x + y) senh(jc - y) 

senh 3jc = 3 senh jc + 4 senh 3 jc © cosh 3jc = 4 cosh 3 jc - 3 cosh jc 


Ü33 DERIVAPAS FtmClO 


Mediante la regla de la derivada de la función exponencial se puede deducir las fórmulas 
de derivación de las funciones hiperbólicas. 

Sea u una función de x diferenciable, entonces 
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Ejemplo.- Hallar la derivada de las siguientes ñinciones 
J'(x) =ln(senhjc 3 ) 

Solución 

/v x ! / u K /•./ X (senhx 3 )' coshx 3 (x 3 )' + , 3 „ 2 
f(x) = ln(senhjc*) => f (x) =-— =--— = ctghx 3.x 

senh jc 3 senh jc 3 
:.f'(x) = 3jc 2 ctgh r 3 

f(x) = sec // 2 jc + 3 cos echrx 

Solución 

/ (jc) = sec h 2 jc + 2 cos ecfrx => f' (x) = 2 sec h jc.(senh jc) + 6 cos ech x.(cos echx)' 

= -2 sec h 2 x. tgh jc - 6 cos ech 2 xjc tgh jc 

l.gh^senh, 

^senhjc-tghjc 

Solución 


tghjc + senhjc _ senhjc(l + coshjc) _ 1 + coshjc 
senh jc - tgh jc senh jc(cosh jc -1) cosh jc - 1 


J(x) = 


tghjc + senhjc 
senhx-tghjc 



2cosh 2 — 

2 4 u 2 * 

-7 = ctgh 7 

2senh 2 — 

2 


f'(x) = - cos ech 1 


x ¿ 
2 2 


—cos ech 2 — 
2 2 



... v V2+Vl + cosh 2 x , 2 
./ (jc) =- - === . senh 

^/2-Vl + cosh 2 x 


JC 


Solucién 


Simplilicando V x * 0 se tiene: 
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/v . V2 + Vl + cosh 2 x , 2 (V2 +Vl + cosh 2 x) 2 , 2 

f(x )=——n - -.senh x = - ---^—— .senh z x 


^2-V 1 + cosh 2 x 


2-l-cosh“ x 


(V2 +^l + cosh 2 x) 2 2 (V2+^l + cosh 2 x) 2 , 2 

-senh“x =---— .senh“A 


1-cosh 2 x 


senh 2 x 


/(x) = - (V2 + Vl + cosh 2 *) 2 , derivando se tiene. 

nr r 7 2 senhxcoshx 

/ (x) = -2(v2 + Vl + cosh' x)(0 + 


/./’W = 


V 1 + cosh 2 x 
-(J 2 +S 1 + cosh 2 x)senh2x 


V 1 + cosh 2 


Ejemplo.- Usando derivación implícita; hallar v'= 






y = senh(x —y) 
y = senh(x - y) 


Solución 

y=cosh(x-,v).(i-y) 

y+ cosh(x - v)/ = cosh(x - y) 


[l + cosh(x-,v)]y=cosh(x-v) >*' 

y = senh(cosh( x 2 + >* 2 )) 

Solución 

v'=cosh(cosh (x 2 + v 2 )).(cosh(x 2 + v 2 ))' 

v'= cosh(cosh( x 2 + v 2 )).senh(x 2 + y 2 ).(2x + 2y.y') 

>•'-2 v cosh(cosh( x 2 + > 2 )).senh(x 2 + > 2 ). v' 


cosh(x - >) 

1 + cosh(x - >) 


= 2xcosh(cosh( x 2 + > 2 )) senh(x 2 + y 2 ) 
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[l-2>’cosh(cosh(x 2 +>> 2 ))senh(jt 2 +> 2 )]/ = 2jc cosh(cosh( x 2 +> 2 ))senh(jt 2 +> 2 ) 

2jtcosh(cosh(jt 2 + y 2 ))senh(x 2 +> 2 ) 

1 - 2>cosh(cosh(jt 2 + y 2 ))senh(x 2 + v 2 ) 


/(jt) = A' ienh * 

Solución 


Tomando logaritino a ambos miembros se tiene: 


Ln(f(x)) = L//Jt s ‘‘ nh r = senhjt.L/ut aplicando derivación implícita. 


1 S x \ - coshjt.L//jt + senhx.— entonces f'(x)= f (jt)(cosh x, Lnx + — ——) 
J (*) x'x 

.*. /' , (jt) = (cosh jt.L/ix+ 

x 


v + senhx 
v - senh x 


ly- senhx 
y > + senhx 


= V5 


Solución 


Elevando el cuadiado a ambos miembros de la igualdad 


(7^h7 + Ij-senhx í!=(V5)! 

*y>-senhx y> + senhx 


v + senhx v-senhx _ , . v + senhx v-senhx _ 

--+--+2 = 5 simplificando se tiene --+ --= 3 

>-senhx > + senhx >-senhx > + senhx 

(> + senhx) 2 +(>-senhx) 2 =3(> 2 -senh 2 x) 

2> 2 + 2 senh 2 x = 3> 2 -3 senh 2 x simplificando 

> 2 =5senh 2 x derivando implícitamente 2»'=10senhxcoshx despejando >’ 

, 5senhxcoshx 5senh2x , 5senh2x 

>=-= —r- >=—z- 


> 
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I. Hallar la derivada de las siguientes funciones 


© 

x 2 -1 

f(x) = senh( ) 

x~ -2 

© 

© 

... . . ,r 2 -10r + 9 

./ (r) = cosh( ) 

r - +10.C+9 

© 

© 

v senhx.coshx 

/W* ,-;-— 

V«cosh" + ftsec/?"x 

© 

© 

x 2 

,f(x) = tg( ) 

x — 1 

© 

® 

r/ x , .x 2 -18x + 32. 

/(r) = tgh(—^————) 

r 2 +1 8jc + 32 



.. coshr , . .x.. 

f(x)= --— Ln(c tgh(—)) 

senh' 2 

® 


f(x) = ln[arcsec( -—)] 

cos(tgh-Jr + vr) 


® 

.. . 1 , . .1 + V2tghr x 

/ (x) = — tgh x + -— ln(- 5 ) 

2 8 1-^2 tghx 


® 

cosec/?x+ctghx 

/ (x) =- 

cos echx -c tghx 

® 

© 

/(x) = ¿7/r.sen(tghx 2 ) 

® 

® 

v , ,x 2 +7x + 10 v 

f(x)=c tgh(—-) 

x 2 -7x + 10 



1 — r + x L 

f(x) = senh(-————) 

1 + JC +JC 


f(x) = (——+—^—) senh x 
cosh x cosh‘.r 


1 + r + v" 

f(x) = tgh( * , ) 

1-r + r 


/(r) = tgh(x-^fx^26) 


f(x) = ln(cosh.c) + 

f(x) = 


1 


2cosh 2 x 
a + b tgh(r / 2) 


a-6tgh(r/2) 


f (x) = £rrc.tg(senhr 2 ) 

f(x) = ln(c tgh 3x - cos ec/üx) 

f(x) = sec h( - A + 1 —) 
r +r + l 



























Aplicaciones de la Derivada 


699 


© 

© 


© 

© 

© 





Usando derivación implícita hallar / = — 

dx 

ctg(xy) + xy = 0 cosh (x + y) = y senh x 

tgh y = 3x 2 + tgh(x + y) y - sen(cosh( x 2 + y 2 )) 

OBSERVACIÓN.- Por medio de las derivadas de las funciones hiperbólicas y la regla 
dc L’Hospital se puede establecer las propiedades siguientes: 


lim senh x = 0 

.v >0 


senhjc , 
lini -= 1 

v >0 


© 

© 

© 


l-scnhjc 
hm -= 0 

jr—>0 X 

Ejemplo.- Calcular el límite de las siguientes fimciones 
l-cosh(2jc) 

Solución 


lim coshjc = 1 

jr—>0 


= 1 

r-»0 X 

.. 1-coshjc 
lim -- 

x-»0 x - 


lim 

v-»o l-cosh7jc 


.. 1 - cosh 2x .. -2senh2jc .. 4cosh2.x 4 

lim -= hm -= hm -= — 

-v—»o l - cosh 7jc x—>o - 7 senh Ix *-*<) 49 cosh Ix 49 


-1 

2 


f . senh9jc-senh5jc 

lim - 

-v-»o jc cosh x 

Solución 


.. senh9jc-senh5jc .. 9cosh9jc-5cosh5x 9-5 

lim -= hm - =-= 4 

v-»o x cosh x -v—»o coshjc + xsenhjc 1 + 0 


.. .c-senh4.v 

lim - 

v ->o * + senh5jc 

Solución 


a' -senh 4 jc .. l-4cosh4jc 1-4-3 1 

lim -= lim -=-= — = — 

■v >0 v + senh 5a' v-»o 1 + 5 cosh 5jc 1+5 6 2 
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© 

© 


© 

© 

© 

© 


, senh(;r-jc) 

lim - 

X-+X x(TT-x) 

Solución 


senh(zr-jc) .. -cosh(7r-x) -1 1 

lim -- lim -- =-= — 

x-*n x(n-x) n-2x n-2n n 


. 1 - cosh a x 

lim - 

.r->() 2 

Solución 


. \-coshax f . -asenha x -a coshax a~ 

lim ---= hm -= hm -=-- 

*v >0 x 2 x-+0 2x x->n 2 2 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


Calcular los límites que se indican 


, senh 15jc 
hm - 

.v->() X 


f senh 3jc 

hm - 

*->o sen5jc 


2 - J cosh jc - cosh jc 

lim --- 

.V—>o 2 


, l-cos(senhx) 

lim --- 

x ~* l) sen (senh 2x) 


2 1 

lim( ---) 

senh" jc cosh x-l 


, senh(l-jc) 

lim —=- 

' Jx-\ 


Rpta. 15 

3 

Rpta. — 

3 

Rp.a. -- 
Rp.a. i 
Rpta. -— 


Rpta. -2 
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: SÍ|;1|(FÉJN€^ 

Las funciones hiperbólicas senh x, tgh x, ctgh x y cosech x son inyectivas en todo su 
dominio por lo tanto tiene inversas, y las funciones hiperbólicas cosh x, senh x no son 
inyectivas, pero si restringimos su dominio en el intervalo [0,+oo>, en éste intervalo las 
funciones cosh x, sech x son inyectivas por lo tanto se puede determinar su inversa. 
Ahora definiremos la inversa de cada una de estas funciones. 

a) DEFINICIÓN,- A la inversa de la función seno hiperbólico denotaremos por 
arc.senh ó senh” 1 y es definida del modo siguiente: 

l üüiüi^ * *y 


í senhfarc. senh x) = x 

de donde < . Su gráfica es: 

[ arc. senhfsenh y) = y 



b) DEFINICIÓN,- A la inversa de la función coseno hiperbólico denotaremos por 
arc.cosh ó cosh -1 y es defmido del modo siguiente: 

" 3 F**<x>%s* 

donde su dominio es [l,+oo> y el rango es [0,+oo> 

f coshfarc. cosh x) = jc, x > 1 
además < . Su gráfica es: 

arc. coshfcosh y) = y, y > 0 
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c) 



DEFINICIÓN.- A la fimción inversa de la tangente hiperbólica denotaremos por 
arc.tgh ó tgh 1 y es definida del modo siguiente. 




Donde su dominio es <-l, 1> y su rango es R. Su gráfica es: 



d) DEFINICIÓN.- A la inversa de la función cotangente hiperbólica denotaremos 
por arc.ctgh ó c tgh -1 y es definido del modo siguiente. 


¡HIÍMIÍÍ® 

Donde su dominio es <-oo, -1> u <1, +oo> y el rango R—{0f Sugráficaes: 
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e) DEFINICIÓN,- A la inversa de la fiinción secante hiperbólica denotaremos por 
arc.sech ó sec/í^yesdefmidadelmodosiguiente: 



donde su dominio es <0, 1] y el rango [0, +oo>. Su gráfico es: 



0 DEFINICIÓN.- A la inversa de la función cosecante hiperbólica denotaremos por 
arc.cosechx ó cos ech~ [ y es defmida del modo siguiente 

Donde su dominio es <-oo ,0> U <0, +oo> y el rango <-oo, 0> U <0, +oo>. 

Su gráfico es: 



OBSERVACION.- También a las funciones hiperbólicas inversas se puede expresar 
en términos de logaritmo natural. 
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SM DERIVACION DE LA$ FUNCÍ0NES HIPlRBOLICA$ 
JNVERSAS.- 


Sea u una fiinción diferenciable de x, entonces 
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Ejemplo.- Calcular la derivada de las siguientes íunciones 
f(x) = x 1 arccos hx 1 

Solución 


/' ( jc) = 2xarc. cosh x 2 + x 2 


a/jc 4 -1 


2x s 

:. f'(x) = 2x amcosh.v 2 +- 


-Jx 4 -I 


© 


/U) = ¿h(—J -) 1 ' 6 + arc. tgh(-^=r) 

jc + 1 3 /2 


Solución 


| ^JC 

Aplicando propiedades de logaritmo se tiene: f (jc) = — Lw(-) + ——- arc. tgh(-^=) 

6 Jf + l 3 V2 




6 x-1 x + 1 3 6 x 2 -l 3(2 jc 2 ) 3(jc 2 -1) 3(x 2 -2) 

2 




© 


/(jc) = arc.senh c x + arc. tgh(—) 

JC 

Solución 

Aplicando la regla de derivación se tiene: 


x e x x 2 

f (x) = — .- + ■ x - 


1 


-Je 2 +1 i__L Ve 2 "+1 * 2 -l 


/’(JC) = 


-Je 2x +1 * 2 -l 


f(x) = arc.senh (Lnx) + Ln(arc.tgh x) 


Solución 
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Aplicando la regla de la derivación se tiene 
f\x) {L,lx) ' i (arcA z hx)> ' \ i w 

~JLii 2 x +1 arcAghx Ln 2 x + l (\-x l )arcAg\\x 

f'(x) = — , 1 +-j -- 

xfLn 1 x + \ (\~x )arc.ighx 


Hl 


I. 

Hallar f'(x) si f(x) esdadopor: 


© 

f(x) = tgh _1 (sen 3 jc) 

© 

/ (jc) = arccos h( cos ecx) 

© 

/(.v) = arc. tgh(cos e x ) 

© 

f(x) = Ln-Jx 2 +1 -x arc. tgh x 

© 

/(jc) = arcsen/?(tg jc) 

© 

f(x) = xarc. senh x — \/l + x 2 

© 

/ (jc) = arctg(senhx) -arcsec(coshjc) 

© 

f (jt) = arcsen h(\nx) + ln(arctgAjc) 

© 

x 1 

f(x) = arc. senh e + arc. tgh — 

JC 

1 - 



@ 

f(x) = 3a 2 arctg/zJ—-(3a -+ 3 jc)-v ajc - 

V x + a 

-x 2 , a > 0 


II. 

Hallar — donde 
dx 



© 

arc.tg x = arc.tgh y 

© 

v 2 +j:cosh v + senh 2 x = 30 

© 

arc.senx = sech y 

© 

cosh 2 jr-cosh 2 y = 1 

© 

arc.tgh x + x arc.cosh y = arc.senh (x+y) 



© 

arctg /?(at + >) = — [arctg // x + arctg/7 y] 
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© 

© 

III 

© 


© 

© 


V = arctg h — + arctg h — 
x 2 


® ., 3 + senx v 

v = arctg/i(-— -) 

4-5 cosjc 


v = xe x arccos//(l -jc) 


t ,,jc v ya 2 -x 2 

y = arctg //(—) +-, a>0 

a x 


La gráfica de la ecuación: jc = tf.a/r.senh —1 -^ja 1 -y 2 se denomina tractriz. 


Demuestrc que la pendiente en la curva en cualquier puesto (x, y) es 


-V 


'yja-y 2 


Sea P(cosh a, sen a). Demostrar que la recta tangente a la hipérbola jc 2 -y 2 =1 en su 
vértice (1,0) intercepta a la recta OP en el punto (1, tgh a) 

Dadas las funciones defmidas por: 

x 1 

/(x) = 4-arc.tg( - -) + arc.tg— y R(x) = 4 + arc.senh (x+2) 

1 + jc~ 2 

g(x) = — 2 + tgh(x - 1) y h(x) = arc. tgh (* + + 4 ) _ I Ln(-) - 2 

jc‘-5x + 4 2 5 

Hallar el área del rectángulo, tal que el primer vértice en el punto de inflexión de g(x), el 
segundo vértice en el punto máximo relativo de f(x), el tercer vértice en el punto extremo 

relativo de h(x), y el cuarto vértice en el punto de inflexión R(x). Rpta. 18 u 2 



Dadas las íunciones definidas por 


íi[x) = arc.tg(x + 6)- 1, g(x) = ^/(x-3) 2 -1, 


h(x) = 2 - arc tgh(- 


jc 2 +jc + 9 
jc 2 -jc + 9 


■) + — Ln 6 y la curva dada por la ecuación paramétricas 


.v = 


6 / 

l -/ 3 ’ 



, t * 1. Hallar el área del trapecio isósceles con base paralela al eje 


x, tal que el primer vértice A es el punto de inflexión de f(x), el segundo vértice B punto 
máximo relativo de h(x), el tercer vértice c es un punto que está sobre la asíntota oblicua 
dc la curva y el cuarto vértice D está sobre ésta asíntota y es punto extremo relativo de 
g(x). Rpta. A(-6,-l), B(-3,2), C(0,2), D(3,-l), área = \%u 2 
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© Sea L la recta tangente a la hipérbola x 2 -y 2 = 1 en el punto A(cosh u, sen u). 
Demostrar que L corta el eje X en el punto (sech u, 0) y el eje Y en (0, -cosech u). 

(6) Dadas las íbnciones f y g definidas por f(x) = 4 + a/r.tg(— ^-y)-circAg — y 

" l+x 2 2 

/ v L/ x 2 +10x + 9 x 1 _ 3 , , , . .. 

g(.v) = —j + circ. tgh(— -) — Lfi— . Hallar el area del tnangulo cuyos vertices 

x~ -lO.r+ 9 2 5 

son: E1 punto (L -3), el segundo vértice es un extremo relativo de g(x) y el tercer vértice 
es el máximo relativo de f(x). Rpta. A = 14¿/ 2 


538 PIFERENCIALES.- 

Consideremos una íunción f: R R, MN el arco de la gráfíca de la función y = f(x); 
MT es la tangente a la curva en el punto M(x x , f (x x )) 


Sea Ax = x-x x , al cual llamaremos incremento del argumento x en el segmento [x x , jc] 
Ay = f(x) - f (x x ), pero como x = x x + Ax , entonces: 


Ay = f(x x +Ax)-f(x x )> el cual llamaremos incremento del argumento de la función 

Ay 

y = f(x) en el segmento [x x ,x] la razón — = tga , representa el coeficiente angular de la 

Ax 


recta L s . 
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A1 , A v f(x x +tsx)-f(x x ) 

Ademas mL v =tga= —=- 

Av Av 


en el punto M(x x ,f(x x )) es: 


y la pendiente de la recta tangente L, 


mt., 


t ±i 

dx 






iim 

Ac >0 Ax 


a) DEFINICIÓN.- La diferencial de x. es un incremento cualquiera dc !a variable 
indcpendiente x es decir: 


íÍHiiSÜi 


b) DEFINICION,- La función de la diferencial f (ó variable dependiente y) en un 
punto JC] es igual al producto de la derivada de f en x x por la 

diferencial de x es dccir: dy = d( f(x x )) = f'(x x )dx 


c) FÓRMULAS PARA DIFERENCJALES.- 



Consideremos dos funciones de x; u = f(x), v = g(x) y c constante, entonces: 


m 

dc=Q 

© 

á(cu) = ctiu 

© 

d(u + v)~du+dv 

© 

d(«v)í=udv*vdü 

E@} 

vdu~udv 

- 2~y~ ■ 

V y* 




Ejeniplo.- Hallar la diferencial dy de las siguientes funciones 
y = x Lnx-x 

Solución 


dy = y'dx = (ln.v + 1 - 1 )rfv = \nx.dx dy - ln x.dx 



v = arc. tg — 
a 
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Solución 




d\ = v' dx = — - dx = ——— dx = —4 —t 

l + ( -) 2 tll er+x- 

a a 2 


dy = —- — dx 


1 1 

x~ + a~ 


Ejemplo.- Hallardysí x~ + 2;cy- y 2 =a 2 


Solución 

C omo dv= v'dx cntonces calculando v' se ticnc: 


i -j i i , y + v 

x~ + 2.W- v" =a~ => v =-— 

x — y 


dy = v* dx = - —-— dx 
x - V 


dy = 


X + y 

x-y 


dx 


5,39 


Se conoce quc dx = Ax. es decir que la diferencial de la variable independiente x coincide 
con su incremento además tenemos que: 


Av = f(x + Ax)- f(x), dy = f(c)dx 

sc obscrva en el gráfico que el incremento de la íunción no es igual a la difercncial de la 
variable dependiente, es decir que son aproximadamcnte iguales. Ay = dy, de donde 


f(x + Ax)- f(x) ^ J '(x)dx , 

. s ríx)Ax : 

Para calcular cl error introducido cuando se utili/a dy para aproximar Ay, cuando Ax es 
suficientcmcntc pequcño se tienc: 
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A — 1 — se le conoce con el nombre de error relativo 
f(x x ) 


A ——— 100% se le llama error porcentual. 
f (x x ) 



Sea f: R->R una función tal que y = fl[x) a la diferencial de f se ha defmido por 

llÍÍÍilÍÉÍÍÍI 


ahora calcularemos la diferencial de segundo orden de f 

d 2 y = d(dy) = d(f'(x)dx) = (f' (x)dxf dx = [r'(x)dx+f' (x)(dx)'}dx = (f"(x)dx + 0)rfx 
= (J"(x)dx)dx = f"(x)(dx) 2 

puesto que (dx)'= 0, debido a que dx es independiente de x entonces: 



en forma análoga se tiene para: 
Luego en general se tiene que: 




Sí y = f(x) entonces: 


é n y~f ia} {x0xY 


EJEMPLO DE APLICACIÓN 


© Calcular dy sí v = (3.v 2 -2.v +1) 5 
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Solución 

>* = (3jc 2 -2jc + 1) 3 => dy = 3(3x 2 -2jc + 1)(6jc -2)dx 
.\dy = 6(3jc 2 -2jc + l)(3jc-l)dx 

Si v = 4v 2 -3.v +1, encontrar Ay, dy, Ay- dy para cualquier x y Ax 

Solución 

Coino y = f(x) = 4.v 2 -3.v +1, entonces: 

Ay= f(x + Ax)-f(x) = 4(.v +A.v) 2 -3(jc +Av) + l-(4.v 2 -3v + l) 

= 4.v + SjcAjc + 4(Av) 2 -3jc-3Ac + 1-4jc 2 + 3x-1 =8 a'Aa'-3Av + 4(Av) 2 
A v = (8jc - 3) Av + 4( Av) 2 

también: dy = J'(x)dx = (8.v -3)Av /. dy = (8x -3)Ax 

calculando Av -dy = (8v-3)Ac + 4(Ac) 2 -(8v-3)Av =4(Av) 2 

Hallar Ay, dy y E = Ay —dy si f(x) = x 2 +5v , jcj =-l , Av = 0.02 

Solución 

Se conoce que Av = f(x x + Ajc) -f(x x ) 

Av = /(-1 + 0.02) - /(-1) = f(-0.98)-f(-1) = (-0.98) 2 + 5(-0.98) - (1 - 5) 

= 0.9604 - 4.90 + 4 = -3.9396 + 4 = 0.0604. 
además dy = f'(x)dx=> dy = f'(- 1).(0.02) =(-2+5).(0.02) =3(0.02) = 0.06 

.*. dy = 0.06 


E = Ay-dy = 0.0604 - 0.06 = 0.0004. 
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( 4 ) Usando diferenciales calcular el valor de f(3.002). Sí f(x) = x 3 +2jc 2 -jc + 1 

Solución 

Se sabe que: /( jc + Ax) % f (jc) + /' (jc)Ax 
Luego /(3 + 0.002) * /(3) + /' (3)(0.002) 

J'(x) =x 3 +2x 2 — jc+1 => /'(jc) = 3jc 2 + 4jc— 1 

/'(3) = 27 + 12-1 = 38 


© 


© 


f(3) = 27+18 — 3 + 1 = 43 

f(3.002) » 43 + 38(0.002) = 43.076 f(3.002) * 43.076 

Usando diferenciales usar el valor aproximado de V¿8 

Solución 

Sea f la función definida por f(x) = l]x 

De donde x = 27 y Ax = 1 reemplazando se tiene: /(27 + 1)« /(27) + /'(27).(l) 


f(c) = V* 


/*w = 


1 :=> 




/(27) = 3^27 =3 

/■'(27) = —= 0.037 
27 


/(28) = /(27 + /' (27)Ax => /(28) * 3 + (0.037)(1) = 3.037 

.-./(28) w/(27)+ /'(27)0) = 3.037 .-./(28) = 3.037 

Hallarel valor aproximado de £ = -</81.6/81.6 mediante diferenciales. 

Solución 


Definiendo la íunción /(jc) = ^Jx^fx donde x = 81, Ax = 0.6 
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Como E = /(81 + 0.6) * /(81) + f' (81 )(0.6) 
£ = /(81.6) * /(81)+/'(81)(0.6) 


f(x) = /(81) = -y/*lV8Í = 27 


/*(JC) = 


/•(81) = -i= = - = 0.25 


4^81 4 


E = 0X16)* 27 + (0.25K0.6) 


( 7 ) Hallar un valor aproximado mediante difercnciales de ( 

Solución 


.-. 1.6a/8L6 «27.15 


5(—1.91) — 4(—1.91) 3 + 2 )2 ,3 
(1.91) 2 -0.91 


Defmamos la función f por: /(x) = (— + ~ ) 2/:> 

jc 2 -jc + 1 

donde x = 2 y Ax = -0.09, puesto que 

( 5(-1.91)-4(-1.91) 2 +2 )2/3 _ ( 5(-1.91) + 4(-l,91) 3 +2 )2li 
(1.91) 2 -0.91 (1.91) 2 -0.91 

como /(x + Ar) ~ f(x) + f'(x)Ax 

/(2 + (-0.09)) = /(2) + /'(2).(-0.09) 


f(x) = (— — ■ + ^ ) 2 ' 3 derivando se tiene: 
jc 2 -jc + 1 


2 jc 2 -jc + 1 , /3 4x 4 -8jc 3 +17jc 2 -4x-3 

./ \'^7 - V 1 /V -) <) / 


3 4jc 3 -5jc + 2 


(jc 2 -jc + 1) 2 


/( 2 ) = 1 ~‘°/ 32 7 2 > ij3 -(^) 1 ' 3 =(8> I<J =4 

4-2+1 3 


^«,.4« «=*±* y» 

3 32-10 + 2 (4 — 2- 1 -1) 2 3 3 9 
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como / (1.91) * /(2)+/'(2).(-0.09) 

( 5(-1.91)-4(-l,91) 3 +2 )2/3 w4+ 19 
(1.91) 2 -0.91 ~ 9 


(-0.09) = 3.81. 


Calcular aproximadamente el valor de sen 59° si: Sen 60° = 0.86603 y cos 60° = 0.5, 
mediante diferenciales. 

Solución 

Sea f(x) = senx , donde x = 60° y Ax = -1 ° 

Como /(jc + Ax) /(jc) + /'(jc)Ajc entonces/(60° + (-1 °)) % /(60°) + /*(60 o )(-l°) 

J/(jc) = sen jc /(60°) = sen 60° = 0.86603 

|/'(x) = cos x /*(60°) = cos 60° = 0.5 

.s’ R _ FLs 
ademas por tngonometria se tiene: -= — R =- 

180 n 180 

x = 60° = —, Ar=-1° = — (- 1 ) = -— = -0.01745 
3 180 180 

como / (59°)» /(60°) + /' (60°)(-l°) 


sen 59° = 0.86603 + (0.5)(-0.01745) .*. sen 59° * 0.857305 

© Hallar aproximadamente la variación experimeniada por el volumen de un cubo de arista 
x cuando esta se incrementa en 1% 

Solución 

Sabemos que: v = x 3 => dv = 3jc 2 dx 

como dx = l%x = O.Olx reemplazando se tiene: dv = 3jc 2 (0.0Ijc) = 0.03x 3 cw 3 

© Un disco metálico se dilata por la acción del calor de manera que su radio aumenta desde 
5 a 5.06 centímetros. Hallar el valor aproximado del incremento del área. 


Solución 
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Como el radio aumenta de 5cm a 5.06cm entonces 
5.06 = 5 + 0.06, de donde r = 5 y dr = 0.06. 

además: A = Ur 2 diferenciando dA = 2rir dr reemplazando 

dA = 2n(5)(0.06) = 0.671 de donde dA = 1.88 cm 2 

Una bola de hielo de lOcm de radio, se derrite hasta que su radio adquiera el valor de 
9.8cm. Hallar aproximadamente, la disminución que experimcnta su volumen. 

Solución 

Por dato del problema r = lOcm, dr = 0.2 cm 

Ademásv = ^y— diferenciando dv = Anr 2 dr = 4/r(100)(0.2) = 807rrw 3 


dv = ÜOncm' 3 

© 


E1 volumen del cilindro: V = n r 2 h donde h = 1 Ocm, r = 2 cm y dr = 0.06cm 
como V = n r 2 h => dV = 2n rh dr 


Un cilindro circular recto tiene 10 cm de altura, si el radio cambia de 2 a 2.06 cm, calcular 
el cambio aproximado correspondiente al volumen del cilindro y hallar el error porcentual 
de cambio en el volumen. 

Solución 


dV = 2/r(l 0)2(0.06) = 2An por io tanto dv = 2.4/r cm 


el error porcentual es: 100% = jcl00% = 6% 

v 40/r 


[13) Dcmostrar que si sc comete un error al medir el diámetro de una esfera, ei error relativo 
del volumen de la esfera es tres veces el error relativo del radio. 


Solución 
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E1 volumen de la esíera V = 


4 k r 


„ , , . dv 4 nr 2 dr dr 

Calculando — =-— = 3 — 

v 4/r r 


5.41 EJERCICIOS PROPlMSTOS.- 


I. 

o 

© 

© 

© 

© 

© 


Calcular dy sí 
y=x 2 ^lx +3 
3* 


V = - 


-Y” +2 
V = tg 2 .v.sen 2 jc 

X +1 

* V ~ 2.Y-1 
1' = 4.v 1 + 5.t 2 +1 


v = 


■V-+1 

■V 2 -1 


II. Hallar Ay, dy y E = Ay—dy sí 

/(jr) = .v 3 +3x 2 -6jc-3, Xj = 2 . Ax = 0.01 


© /(.v) =— ” , .V| = 0, Ax —0.1 

^ 1-f.Y 

© /(.v) =3=, .v, = 4 , Ax = 0.01 

yx 


¿"- s ± 

V r 


© 

© 

© 

© 

@ 

© 


y = ctg 2x. cosec2x 
2-f cosx 

y = - - 

2-sen x 

7 1 1 

V = x~ sen —jccos — 

JC JC 

y = : yVÍ-x 2 

>’ = 3jc 2 +2Vjc 
3ax 

• V "(JC 2 +1) 2 
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© ./ (*) = —y —, x y = 1, Ax = 0.3 

X' +1 

III. Usando diferenciales, calcular el valor que se indica. 

(T) f (x) =x 3 +2x 2 -x + l, ÍÍ3.002) © /(x) =Jt 4 +5.v 2 - 4, 

(3) f(x) = — . f(2.024) @ f( x ) = JEE, ((0.1) 

^ jc V1 + x 


© 

© 

IV 

© 

© 

© 

© 

© 



f(x) = x" +2x n +3x 5 +2x l +x + 3. f(0.00009) 


/(jc) = ^±L. f(1.91) 
x 2 +1 

Calcular el valor aproximado de 


43sl> 

V0.042 

^ 82+^/82 


4/Ü3 


1 

l¡25 

VÍ28 

E = [(3.01) 2 +(4.0) 2 +(12.08) 2 ] 1/2 


© 

\¡1A5 

© 

V0.00098 

© 

V0.009 

© 

V63 


1 

VToT 

® 

450 

Rpta. 

5.04 


@ V630 


(2.037) 2 -3 
y (2.037) 2 +5 


fí-2.97) 


Rpta. 0.355 
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@ MÍ0.999 

@ VÍ22 

V - / [270-Í2.99) 3 ] 2 ' 5 


Rpta. 0.5032 

Rpta. 0.9999 
Rpta. 4.96 

Rpta. 0.99918 


V. 

Se encontrará con un posible error de 0.01 pulg. Que la medida de la arista de un cubo es 
15 pulg. Usando diferenciales encontrar el error aproximado al calcular con esta medida. 


a) E1 volumen b) E1 área de una de las caras 

Rpta. a) rfF = 6.75/?wlg 3 b) dA = 0.3pulg 2 

© La altura de un cono recto circular es el doble del radio de la base. A1 medir se encontró 
que la altura es de 12 pulg. Con un posible error de 0.005 pulg. Encontrar el error 

aproximado en el volumen calculado del cono. Rpta. dV = 0.18/r pu lg 3 

© Un tanque cilíndrico abierto tiene una capa de 1/8 pulg. de espesor. Si el radio interior es 
de 6 pulg. y la altura es de 10 pulg, encontrar usando diferenciales, ia cantidad 

aproximada de pintura que se necesita. Rpta. dV = pu lg 3 . 

8 

© La medida de la arista de un cubo de 15cm, con un error posible de 0.0 lcm. Empleando 
las diferenciaies, halle el error aproximado al evaluar. 

a) el volumen b) el área de una de las caras 

Rpta. a) 6.75cw 3 b) 0.3 cm 2 
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Un tanque cilíndrico tendrá un revestimiento de 2cm de espesor. Si la radio interior tiene 
6m y la altura es de lOm, calcule mediante las diferenciales la cantidad aproximada de 


material de reveslimiento que se usará. 


^ 12 , 
Rpta. —/rw 


Una quemadura en la piel de una persona tiene la forma de una circunferencia tal que si r 
centímetros es el radio de A cw 2 es el área de la lesión, entonces A = nr 2 . Use la 
diferencial para determinar la disminución aproximada en el área de la quemadura cuando 
el radio decrece de 1 cm a 0.8cm. Rpta. 0.47T cm 2 



Un tumor situado en el cuerpo de una persona tiene una forma esférica tal que si r 
centímetros es el radio y V cm 3 es el volumen del tumor, entonces v = — r 3 utilice la 


diferencial para hallar el crecimiento aproximado en el volumen del tumor cuando el 
radio aumenta de 15cm a l.cm. Rpta. 0.9 n cm 3 . 


La medida de la resistencia eléctrica de un alambre es proporcional a la medida de su 
longitud e inversamente proporcional a la medida de su diámetro. Suponga que la 
resistencia de un alambre de longitud dada se calcula a partir de una medición del 
diámetro con un error posible del 2%. Encuentre el posible error porcentual en el valor 
calculado de la resistencia. Rpta. 4% 

E1 error posible en la medición del volumen de un gas es de 0.1 pie* y el error permitido 

en la presión es deO.OO lcldr/ pie 2 . Halle el tamaño del recipiente más pequeño con el 
cual es válida la ley de Boye. 

@ Una caja metálica de forma cúbica de 64pu lg 3 de volumen interior, tiene por caras, 
planchas de 14 pulgadas de espesor. Si el costo de metal a emplearse es de 8 dólares 
por pu lg 3 aplicando las diferenciales hallar el costo aproximado del metal que se 
empleará en la construcción de la caja. Rpta. 96 dólares 
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E1 diámetro de una esfera de 9cm, al medirlo se introduce un posible error de 
± 0.05cm ¿Cuál es el error porcentual posible en el cálculo del volumen? 


[12) Se mide el diámetro de una esfera y con el resultado se calcula el valor de su volumen, si 
el máximo error posible al medir el diámetro es 0.02cm y el error máximo aceptable al 

calcular el volumen es de 3c*w 3 ¿cuál es el diámetro aproximado de la esfera más grande a 


la que puede aplicarse estas condiciones? 


Rpta. 10^- cm. 



Si el radio de la base de un cono circular recto es la mitad de su altura y si el radio de la 
base mide 2 cm. con un posible error de 0.01, aproximar el error posible cometido al 
calcular el volumen. Rpta. AV = O.SOfl 



ün contratista acuerda pintar ambos lados de 1,000 rótulos redondos, cada uno de los 
cuales tiene un radio de 3m. A1 recibir los rótulos, se descubre que el radio tiene lcm 
más. Emplee las diferenciales para calcular el aumento porcentual aproximado de pintura 
quc se necesitará. Rpta. 2.77% de aumento. 



722 


Eduardo Espinoza Ramos 


© 

0 

0 

© 

© 

© 

© 


© 

© 





BJBUOGRAFIA 


Calculus Voluinen I por: 

Análisis Matemático por: 

Análisis Matemático Tomo I por: 

Cálculo con Geometría por: 

Cálculo y Geometría Analítica por: 

Análisis Matemático Volumen I por: 

Cálculo de una y Varias Variables con Geometría 
Analítica por: 

Cálculo con Geometría por: 

Cálculo y Geometría Analítica por: 

Matemática Superior para Ingeniería por: 
Matemática Superior para matemáticos, físicos e 
ingenieros Volumen I por: 

Cálculo Avanzado por: 

Cálculo Diferencial e Integral por: 

Cálculo Infínitesimal por: 

Cálculo con Geometría Analítica por: 

Análisis Matemático por: 

Ejercicios y problemas de matcmática superior 
Tomo I por: 


Tom M. Apóstol 
Protter Morrey 
L. D. Kudriavtsev 
Louis Leilhold 
Larson - Hostetle 
Hasser - Lasalle — Sullivan 

Saturnino L. Sales, Einar Hile 
Edwin J. Purcell 
Sherman K. Stein 
C. R. Wylie J. R. 

R. Rothe 

Murray R. Spiegel 
Banach 

Smith - Longly y Wilson 
John B. Fraleich 
M. N. Bentcbol, J. Margalef 

P. Danko Popov. 




@©©©( 1 )®®®®©®©©©©©© 


Bibliografia 


723 


y Problemas y Ejercicios de Análisis Matemático por: 

B. Demidovich. 

í) Problemas y Ejercicios de Análisis Matemático por: 

G. N, Berman 

5) Cálculo Diferencial e Integral Tomo I, II por: 

N. Piskunov 

IJ 5000 problemas dc Análisis Matemático por: 

B. P. Demidovich 


Análisis de una Variable Real por: Celso Martínez, Carracedo, Miguel A. Sanz Alix 
Cálculo Diferencial e integral por: Granville-Smith - Langley 

Cálculo con Geometría Analítica por: R.E. Johnson - F.L. Kiokemeister - E.S. Wolk. 


I Cálculo por: 

James Stewart 

( Calculus Tomo 1, II por: 

Michel Spivak 


Problemas de las Matemáticas Superiores I, II por: V. Bolgov, A. Karakulin, R. 


8) Cálculo Diferencial e Integral por: 

Yu Takeuchi 

9) Cálculo Infmitesimal con Geometría Analítica por: 

G.B. Thornas 

0) Principios de Análisis Matemático por: 

E. LINÉS. 

n Calculo con Geometría Analítica por: 

EDWARDA y PENNEY 


Calculo de una Variable por: FINNEY - DEMANA - WAITS - KENNEDY 


^$3) Calculo de una Variable por: 

CLAUDIO PITA RUIZ 

^ 4 ) Calculo I por: 

ALVARO PINZON 













1 H 'í 

- ‘ •' • l 



PEDIDOS AL POR MAYOR Y MENOR 

AV. GERARDO UNGER N° 247 OF. 202 
Urbanización Ingeniería (Frente a la UNI) 
Teléfono: 3888564 - 

LIMA-PERU 



© 

@ 

© 

V J 


1 




IMPRESO EN: 



EDITORIAL SERVIVIOS GRAFICOS J,J 



















OBRAS DE 



■ Matemática Básica para estudiantes de Ciencias e Ingeniería 

■ Análisis Matemático I para estudiantes de Ciencias é Ingeniería 

■ Análisis Matemático II para estudiantes de Ciencias é Ingeniería 

■ Análisis Matemático III para estudiantes de Ciencias é Ingeniería 

■ Análisis Matemático IV para estudiantes de Ciencias é Ingeniería 

■ Transformada de Laplace 

■ Sucesiones y Series Infinitas 

■ Geometría Analítica Plana 

■ Vectores, Matríces y sus Aplicaciones 

■ Algebra Lineal 

■ Rectas, Planos y Superfícies 

■ Números Complejos y Polinomios 

■ Varíable Compleja 

■ Solucionario de Makarenko (Ecuaciones Diferenciales) 

■ Solucionario de Análisis Matemático I por Deminovich 

■ Solucionario de Análisis Matemátíco II por Deminovich 

■ Solucionario de Análisis Matemático III por Dcminovich 

■ Solucionarío de Análisis Matemático III por G. Berman 

■ Solucionario de Leithold 2da. Parte 

■ Solucionario de Matemática para Administración y Economía 
por Weber 

Pre - Universitario: 

■ Trigonometria Plana 

■ Algebra 


